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INTRODUCTION

La géométrie est considérée comme 1'un des domaines les plus complexes des mathéma-
tiques, en raison de ses liens étroits et de ses interactions avec la plupart des autres branches,
telles que la topologie, 1’analyse et I’algebre. 1l convient de rappeler que les origines de la géo-
métrie remontent a des époques tres anciennes, lorsqu’elle répondait a des besoins pratiques de
I’humanité, tels que le calcul des distances, des aires et des volumes.

La géométrie différentielle constitue aujourd’hui I’'un des champs les plus importants de la
géométrie. Elle mobilise les outils du calcul différentiel et intégral, ainsi que de 1’algebre, pour
étudier des problemes d’ordre géométrique. Son importance s’est particulierement affirmée avec
I’avénement de la théorie de la relativité d’Einstein, qui postule que I’espace cosmique est courbé
et non plat, contrairement a la conception euclidienne classique.

Cette discipline s’intéresse a 1’étude des formes géométriques et des relations qui les
unissent, notamment les courbes, les surfaces et leurs enveloppes, dans les espaces euclidiens
et non euclidiens. Elle met particulicrement 1’accent sur les propriétés différentielles des objets
géométriques, c’est-a-dire celles qui demeurent invariantes sous les transformations du mouve-
ment.

L’émergence de la géométrie différentielle est étroitement liée au développement du concept
de coordonnées au cours de la premiére moitié du XVII® siécle, grace aux travaux de DESCARTES
et FERmaT. NEWTON et LEIBNIZ ont ensuite introduit plusieurs notions fondamentales, telles que
la tangente, la normale et la courbure.

Au XVIII® siécle, EULER proposa la représentation paramétrique des courbes et définit les
rayons principaux des surfaces, tout en introduisant la notion de torsion. En 1795, MonNGE publia
le premier traité complet de géométrie différentielle. Puis, en 1827, Gauss, dans son ceuvre
« Recherches générales sur les surfaces courbes », formule les premiéres et secondes formes
fondamentales des surfaces et démontre que la courbure totale est une propriété intrinseque,
invariante sous les isométries. Ce principe se retrouve également dans les formules de SERRET-
FrRENET pour les courbes.

Ce document présente les concepts fondamentaux relatifs aux courbes et aux surfaces
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et s’adresse principalement aux étudiants de master en géométrie différentielle. Il couvre le

programme de premicre année de master et est présenté sous forme de cours magistraux détaillés,

accompagnés d’exemples et d’exercices corrigés. La présentation claire et progressive vise a

facili

ter la compréhension et I’assimilation des notions abordées. Chaque chapitre se conclut par

une série d’exercices non résolus, destinés a renforcer la maitrise des concepts étudiés.

°

L'organisation générale du document est structurée en six chapitres :
Chapitre 1 : Espaces affines euclidiens. Il introduit les notions d’espaces affines, de sous-
espaces affines, d’espaces euclidiens, d’orthogonalité, d’orientation, de produit mixte et
de produit vectoriel, accompagnées d’exemples et d’exercices corrigés.
Chapitre 2 : Courbes paramétrées. Il présente les notions générales relatives aux courbes,
illustrées par des exemples détaillés et des exercices corrigés.
Chapitre 3 : Courbes planes. Il aborde 1’étude locale des courbes planes, leur représen-
tation en coordonnées polaires, ainsi que les notions de courbure et de tracé des courbes
paramétrées. Des exemples et exercices résolus y sont également proposés.
Chapitre 4 : Courbes gauches. Il présente 1’étude locale et métrique de ces courbes,
accompagnée d’exemples et d’exercices commentés et détaillés.
Chapitre 5 : Surfaces paramétrées. Apres des généralités sur les surfaces paramétrées, il
aborde la premiere forme fondamentale, la longueur d’une courbe tracée sur une surface
et I’aire d’une surface, avec de nombreux exemples et exercices résolus.
Chapitre 6 : Seconde forme fondamentale. Traite de 1’orientation, de I’application de
Gauss et de la seconde forme fondamentale. Il se conclut par une étude des différentes
courbures (courbure normale, courbures et directions principales) et propose également

plusieurs exercices détaillés.
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CHAPITRE 1

ESPACES AFFINES EUCLIDIENS

Sommaire
1.1 Espacesaffines . . .. ... ... ..t 8
1.1.1 Espacesaffines . . . .. ... ... ... ... .. ... ... .. 8
1.1.2 Sousespaceaffine . ... ....... .. ... ... ... .. ... 10
1.2 Espaceseuclidiens . . . . . . ... ... it ittt 11
1.2.1  Formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques . . . . . . . .. 11
1.2.2  Structure d’espace euclidien . . . . . . ... ... ... 13
1.2.3  Orthogonalité, Sous espaces orthogonaux . . . . .. ... ... ... 17
1.2.4  Orientation, produit mixte, produit vectoriel . . . . . . ... ... .. 22
1.3 Espaces affineseuclidiens . . . ... ........ ... ... 27
1.3.1  Structure d’espace affine euclidien . . . . . . . ... ... ... ... 27
1.3.2  Sous espaces affines orthogonaux . . . . . ... .. ... ... ... 28
Exercices . . . . ..o i it ittt e e e e e e e e e 30

Dans ce chapitre, K est un corps commutatif, (K = R) ou (K = C) et E un K-espace

vectoriel. Nous signalerons quand 1’hypothese est faite que la dimension de E est finie.
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1.1 Espaces affines

1.1.1 Espaces affines

Définition 1.1.

1. Un K-espace affine est un ensemble £ non vide associe a E et a une application

+:EXE — €&
(Aju) — A4wu

vérifiant les conditions suivantes
(i) Pourtout Ac £, A+ 0 = A.
(ii)) Pourtout Ac Eetu,ve E: A+ (u+v)=(A+u)+w.
(iii) Pour tout A, B € &, il existe un unique u € E tel que B = A + u.
2. On dit que E est I’espace directeur de &.
3 Les éléments de & sont appelés les points.

4. La dimension de & est par définition la dimension de E et note dim £ = dim F.

1. D’apres la condition (#ii) de la définition 1.1.1 on note paru = B — Aouu = ﬁ, ainsi

ona:

B=A+AB.

2. Tout K-espace vectoriel E est muni naturellement d’une structure d’un K-espace affine,
grice a ’application

+:ExXE — E

(u,v) — u+w.

Exemple 1.1
L'ensemble £ des points du plan de coordonnées (x,y) € R? est un R-espace affine dirigé par

E = R?. En utilisant I’application
+:EXE = €&

((x,y), (avb)) = (mmy) + (a7 b) = ({B -4,y — b)

Proposition 1.1

Soit £ un K-espace affine de direction E, alors pour tous points A, B,C et D € Eona :
1. AB =0 A= B,

2. AL=AC & B =C,

3. 1@ + B? = z@ (relation de Chasles),

4. 1@ = D? & E = B? (régle de parallélogramme).

ZAGANE Abderrahim 2025
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En utilisant directement la définition 1.1.1, on obtient les résultats. [ |

Définition 1.2

Soit £ un K-espace affine de direction E.

1. On appelle repére cartésien de & tout couple R = (O, B) out O un point de £ et B est

une base de E.

. On dit alors que O est l'origine du repére R et que B la base associée au repére R.

W N

. Onappelle coordonnées artésiennes d’un point M de € dans le repére , les composantes

——
du vecteurs OM dans la base B.

n
— —
1. Si(z1,...,zy) les composantes du OM dans la base B = {61}7;:1,7, ie. OM = Z Tie;
i=1
alors M s’écrit de fagon unique

_> n
M=0+0M=0+> e
=1

etonnote M(xq,...,zp).

[\°]

. Si M(zx1,...,x,), on peut définie la matrice des coordonnées de M dans le repére R par
. —
la matrice des composantes de OM dans la base B et on note
I
Xm = Xom1 =
T,

3. Si A et M deux points de &, alors

Xy=Xa+X ie. X =Xy — Xa.

AN

Proposition 1.2

Soient £ un K-espace affine de direction E, R = (O, B), R' = (O, B) deux repéres
cartésiens de € et P la matrice de passage de B a B'. Si M € &, notons X, (resp. X))
la matrice des coordonnées de M dans R(resp. R'). Alors Xy = P. X, + Xor.

ot Xor la matrice des coordonnées de O' dans le repére R.

Nous avons XO,—M = X); — X dans la base B et que XO,—M = X/, dans la base B’ et

comme P = passage(B, B), alors X); — Xor = P.X),;,dotu Xpy = P.X}, + Xor. W

> Exercice 1.1
Soit R = (O, e1,e2) et R' = (O, €], €) deux repéres d’un espace affine £ tels que

O = O+ 2e1 + 3ea, €] = 2e1 + eg et €] = —e1 + ea. Soit M un point dont les coordonnées

ZAGANE Abderrahim 2025
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sont (z,y) dans le repere R et (2/,y’) dans le repére R.

Déterminer une relation entre (z,y) et (2, /).

Solution
P 1 .
OnaXop = dans R et P = matrice passage de {e1,es} vers {€}, e5}.
3 11
x x
Si M € & tel que Xy = dans R et X}, = ) dans R', alors
Yy Yy

x=2x —y +2

Xy =PX) +Xo &
y=2'+y +3

1.1.2 Sous espace affine

Soit £ un K-espace affine de direction E.

Définition 1.3

Une partie F de £ est un sous espace affine de &, s’il existe un point A de £ et un sous

espace vectoriel F de E tels que F = A+ F, i.e.
F={A+u,ueF}.

Remarque 1.1

Soit F = A + F un sous espace affine de E et A € £. Si {u;} une base de F, alors un

i=Lp

point M appartient a F si et seulement si, il existe une famille de scalaires {\; } C Rtels

i=1p
que

M:A—l-)\lul-l—...—l-)\pup.

Proposition 1.3

Soit F = A + F un sous espace affine de £ et A € &, alors :

1' .F#QS,
2. F = {AM,M ¢ F).

Démonstration
1. Pourtout Ac £, A=A+0c A+ F=F.
2. Soitu € £
ueF & A+uelF
& M e FM=A+u

o u=AM.

ZAGANE Abderrahim 2025
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Définition 1.4

Soit F = A + F un sous espace affine de € et A € £. L’espace vectoriel

F={AM, M € F}

est appelé espace directeur de F, de sorte que, pour tout point B € F, F = B+ F. Dans

ce la dimension de F est la dimension de F' et note dim F = dim F.

Définition 1.5

Soit F un sous-espace affine de &.

1. Sidim F = 1, on dit que F est une droite affine de &.

2. Sidim F = 2, on dit que F est un plan affine de E.

3. Sidim F =dim € — 1, on dit que F est un hyperplan affine de .

1.2 Espaces euclidiens

1.2.1 Formes bilinéaires symétriques, formes quadratiques

Définitions 1.1

Soient E un R-espace vectoriel et f : E X EE — R une application.

1. f est dite forme bilinéaire sur E si f est linéaire par rapport a chaque variable, i.e.
(i) Vx,y,z € E, Vo, B € R: f(ax + By, z) = af(z,2) + Bf(y, 2) linéarité a
gauche,
(ii) Vz,y,z € E,Va,B € R: f(x,ay + Bz) = af(x,y) + Bf(x, 2) linéarité a
droite,

2. f est dite symétrique si : Vx,y € E : f(z,y) = f(y,x).

Remarque 1.2
Pour qu’une application f : F x E — R soit une forme bilinéaire symétrique, il faut et il

suffit que : f est symétrique et f est linéaire a gauche ou f est linéaire a droite.

Définition 1.6

Soit E un R-espace vectoriel. On dit qu’une application Q : E — R est une forme

quadratique sur F, s’il existe une forme bilinéaire f, telle que
Ve e E: Qx) = f(z,z).

On dit encore que Q) est une forme quadratique associée a f.

Exemple 1.2
L’ application

fiRPXR? 5 R, ((21,22), (41,32)) = 21y2 + T2y

ZAGANE Abderrahim 2025
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est une forme bilinéaire symétrique et la forme quadratique associée () est

Q:R2 — R, (:131,3:2) — 2T1T2.

Proposition 1.4

Soient E un R-espace vectoriel et () une forme quadratique sur E. Alors il existe une

forme bilinéaire symétrique unique f sur E, telle que
Ve e E: Qx) = f(x,z).

Dans ce cas, f s’appelle la forme polaire associée a la forme quadratique Q) et on a la

relation suivante :

Y,y € B () = 5(Q@ +9) ~ Q@) - Q).

Démonstration
@ est une forme quadratique sur F, donc, il existe une forme bilinéaire g sur F, telle que :
Vee E: Q(x) =g(x, ).
Soit f : ¥ x ' — R I’application définie par :
Vay € B f(r,y) = 2(9(x.y) + 9(y.2)).

2
Alors f est une forme bilinéaire symétrique sur £ et on a :

Vo€ B flaw) = (olrw) + gle, 1)) = glo,7) = Q(a).
Puuisque f est symétrique, alors
Ve,ye E:Qx+y) = fle+y,z+vy)
= flo,z)+2f(2,y) + f(y,v)
= Qz) +2f(x,y) + Qy).

donc, on obtient

VeyeB: f(y) = 3(Q+y) - Q) ~ Q).

|
Définitions 1.2
Soient E un R-espace vectoriel de dimension finie n, {e;};,_1, une base de E et f une

forme bilinéaire sur E. On dit qu'une matrice A = (a;;) est la matrice de f par

ij=Tn

rapport a la base {e;} si

i=1n"’

Remarques 1.3

1. Si A = (a;;); j_7 est la matrice de f par rapport a la base {e;} alors A s’appelle

i=1,n"

aussi la matrice de () par rapport a la base {e; }

i=1,n"

ZAGANE Abderrahim 2025
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n n
2. Pourtous z,y € K, = = Zwiei ety = Zyiei

i=1 i=1
n
flz,y) = E Qi TiYs-
i,j=1
2. Si f une forme bilinéaire symétrique, a;; = a,; par suite, dans ce cas, I’expression de

f(z,y) s’écrit sous la forme :

n
Floy) = anmiyi +2 > aij(@y; + 2595).

i=1 1<i<j<n
T 1
2. Soit X = : , Y = : et'’X = (z1,...,m,), alors
Tn Yn

n n n
fz,y) = Z QijTiY; = sz Zaijy,- =X AY.
=1 j=1

,j=1
n
E a15Yi
Jj=1

ou AY =

n
§ anjYi
Jj=1

1.2.2 Structure d’espace euclidien

Définitions 1.3

Soit f : E x E — R une forme bilinéaire sur E, alors

1. f est dite définie si : Vx € E : f(x,x) =0= 2 =0,

2. f estdite positive si : Vx € E : f(z,x) >0,

3. f est dite définie positive si : Vx € E\ {0} : f(z,x) > 0.

Définitions 1.4

1. Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique, définie positive sur FE,
que l'on note par (, ).
2. UnRe-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire {, ) est dit pré-hilbertien réel, noté

(B, ().

3. Un espace pré-hilbertien réel de dimension finie est dit euclidien.

Exemple 1.3

(R™, (,)) est un espace euclidien ot (, ) le produit scalaire canonique de R".

ZAGANE Abderrahim 2025
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Exemple 1.4
E = (C[a, b], R) muni le produit scalaire
b
Vhg€ Bt = [ Tt
a
FE n’est pas un espace euclidien (espace pré-hilbertien).

Exemple 1.5

M,,(R) muni le produit scalaire
VA, B € M,(R) : (A, B) = tr(‘A, B),

M,,(R) est un espace euclidien.

Définition 1.7

Soit(E, (,)) un espace euclidien.

En posant, Vx € E : ||z|| = \/(z, x) est appelée norme euclidienne associée a (, ).

Lemme 1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz)

Soit (E, (,)) un espace euclidien , alors pour tout x,y € E

(@, 9)] < ll=[lllyll

(1.1

Démonstration
Soitz,y € K
1. Siz=00uy =0, [(z,y)| <|z]|y| estévidente.
2. Siz #0pour A€ Rona:
Pa+yl2 = Qotyrs+y)
= Mz, Az +y) + (Y, \x +y)
= Nz, 2)+ Mz, ) + My, z) + (1, 9)
= [lPX® + 2z, y)A + [ly]* > 0.

A = (x,9)? — ||z||?||Y||? est strictement négatif ou nul.
A'<0 & (Kzy)l = llzllllyl) (v +llzlllyl) <0
< [z, )] = ll=lllyl < o0.
3. Sizx et y est colinéaires (lié€s) < Ax + y = 0, i.e. y = —Ax alors
lyll = [ = Azl
= (—A\z, —Ax)
= VA (z, 1)
= [Alllz]l.

ZAGANE Abderrahim
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(9] = &, —Az)| = | = Mz, z)]
= [Alllz]?
= [ ll[Alll]
= [llliyl-
|
Soit (E, (,)) un espace euclidien, I’application :
- — RT
z =
est une norme sur E.
Démonstration
1. Vo € E: |lz|| = /{2, 2) >0 car () est positif.
2. Vx e E:
[z =0 & V{z,2)=0
& (z,x)y=0
= T =
3. VAeR:
x| = (A\x, \z)
= /{z,z)
= [Alll]l-
4. Vz,y € E: ||z +y|| < |lz| + |ly]| (inégalité de Minkowski ou triangulaire)
lz +ylI* = (o+y,z+y)
= (z,2) + (2, 9) + (v, ) + (4, 9)
= Jl2l® +2(z, y) + Iy
En utilisant Inégalité de Cauchy Schwarz (1.1), on obtient,
lz+3l* < ll2l® +2l2llllyll + lyl?
< (llall + Nyl
done [l +y| < [lz]| + [lyll.
|

ZAGANE Abderrahim 2025




1.2 Espaces euclidiens 16

Définition 1.8

Soit (E, (,)) un espace euclidien, I’application

d:ExE — RT
(z,y) — d(z,y) =z -yl

est dite la distance euclidienne associée au ().

Propriétés 1.1

Pour tout o, € Retx,y € E.
L [laz + Byll* = o®|lz||* + 2a5(z,y) + B2[|y|1*

1
2. (@y) = 5 lllz +yI* = ll=l* = lyl”].
1
3. (@y) = 5 [ll=l* + llyll* = ll= - yII”].
1
4. (@,y) = 7 lllz +y* =z - yl°].
5. |z +y|? + |z — y||? = 2[||=|* + ||yl|?] (Identité du parallélogramme).
Démonstration
La preuve découle immédiatement de la définition de la norme. |

Proposition-Définition 1.1

Soit (E, (,)) un espace euclidien.
Pour tout x,y € E, il existe un unique nombre réel noté x,y € [0, 7| tel que

_ @y (1.2)
[l [l[ly]
Le nombre T,y est appelé I’angle non orienté entre x et y.

COST, Y

Démonstration

En vertu de I’inégalité de Cauchy-Schwarz (1.1) si z,y € E'\ {0}, alorson a :

[yl [l [[[[y
Par conséquent, il existe un unique nombre réel 7, y € [0, 7] tel que
COST G = M
[l [[[ly]l
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1.2.3 Orthogonalité, Sous espaces orthogonaux

Définition 1.9

Soit (E, (,)) un espace euclidien.

1. On dit que deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux, si {(x,y) = 0 et on note x_Ly.
2. Une famille de vecteurs (x;) i=1,p de E est orthogonale si ses vecteurs sont deux a deux

orthogonaux.

Théoréeme 1.1

Soit (E, (,)) un espace euclidien.

Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Démonstration
Soient (z;);_1 une famille de vecteurs non nuls de E'et A1, -+, A, € R.
Supposons que A\jz1 + Aox2 + - - + A\px, = 0.

En considérant le produit scalaire avec x;,7 = 1, p. donc on trouve,

M1+ -+ Nprp, ) = MA@, a) + -4 Ap(Tp, )
0 = Ni(wi,mi)
0 = Nillzil?,
donc A\; =0, pourtouti =1,p (puis que ||x;|| > 0,2; # 0). [

Exemple 1.6
Soit E = C([0,27],R) et f,g € E telles que f(t) = cos(t), g(t) = t.

Alors on a,

2

27 27
(f,g) = f(t)g(t)dt:/ tcos tdt = [tsint+cost}0 —0,
0 0

d’ou flg.

Définition 1.10

Soient (E, (,)) un espace euclidien, F', G deux s.e.v de E et A une partie de E.

1. On dit que F et G sont orthogonaux et on note F' 1 G si
Vee F,Vye G: xly.
2. On appelle orthogonal de F et note F-, I’ensemble :
Ft={zeE|VyeF zly}.
3. On appelle orthogonal de A et on note AL, ’ensemble :

At ={zecE|Vye A, zly}.
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Proposition 1.6

Soient (E, {,)) un espace euclidien et A, B deux partie de E.
1. Al estuns.e.vde E,

2. AC B= Bt c A+,

3. Al = (vect(A))*,

4. AlIB< AC Bt & BcC At

5. Si F,Gdeuxs.evde E, F1G= FNG={0}.

Démonstration
1. Ona:At # @car0 € At ie Vyc A: (0,y) = 0.
Soient z,y € At et \, u € R: Az + puy € AL,
soit z € A (A\x + py, z) = XNz, 2) + u(y, z) =0,
donc Az + puy € AL,
2. Soity € F alors,
ye Bt = Vze B, (y,2)=0
= Vze ACB,(y,z)=0
= ye At

3. Ona: A C vect(A) = (vect(A))*+ c A+

m
Soit x € A+, Vy € vect(A) 1y = Z)\iai ona;, € AN eRi=1,m
i=1
m

(,y) = <$>Z)\iai> = ZM(x,ai) =0.
=1 i=1

Donc = € (vect(A))t = AL C (vect(A))*.

Les autres égalités se démontrent de la méme facon. |

Définition 1.11

Soient (E, (,)) un espace euclidien , F et G deux s.e.v de E.

i
On dit que F' et G sont supplémentaires orthogonaux dans E et on note E = F ® G si
seulement siE = F ® G et F1G.

Théoreme 1.2

Soient (E, (,)) un espace euclidien et F' un s.e.v de E, alors

1
E=F&F+.

Démonstration
Supposons que dim F' =m < dim F =net B = {ej1,..., ey} une base de F.
Ona F_LF*, d’apres la Proposition 1.6, nous avons F' N F- = {0}. Il suffit de démontrer
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que

dim F + dim F+ = dim E.

F + Ft ests.e.vde E alors dim(F + F+) < dim E = n.
dim(F + F*) = dim F + dim F*+ — dim(F N F*) = dim F + dim F+ d’ou :

dim F + dim F+ <n.
I reste de montrer que dim F + dim F- > n.
Soit I’application,
f:E — R™
T f(.'If) = (<.’L’,€1>7"' ,<.’L’,€m>).

Démontrons que ker f = Ft.

En effet : Soitz € kerf = f(z) =0=Vi=1,m,(z,e;) =0
m

Yy € F, y:Z)\iei, NER i=1,m
i=1
m

(@,y) = (2, Y Niea) = Y Ailw, e5) =0,
i=1 ;

douz € Ft, ie. ker f C F*.

Soitz € F,
m
reFt = VyEF,yZZ)\ieuAiERa@aw:O
=1
m
= V)\iER,ZAi<x,6i>:O
i=1
= Vz:l,m,(m,€@>—0
= x € ker f,
i.e. F- C ker f,

d’une part on a,
dimker f + dim Imf = dim E,
donc,
dim F*+ + dim Imf = n,
d’une autre part on a,
ImfCR™ = dmImf<m=dimF
= dim F* + dim Imf < dim F 4 dim F*+

= n <dimF + dim F*.
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Définition 1.12

Soit (E,(,)) un espace euclidien de dimension n. On appelle base orthonormée

(orthonormale) de E, toute base {ey, ..., e,} de E vérifiant
l,i=7
{eirej) = by = o
0,07

Exemple 1.7
La base canonique de R?, By = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}
est une base orthonormale.
Exemple 1.8
Soit B = {v; = (2,1,0),v2 = (—3,6,0),v3 = (0,0,2)} une base de R3.
() {(v1,v2) = (v1,v3) = (vg,v3) = 0, i.e. B est une base orthogonale de R3.

(i) [|v1]l = V4 +1=+/5# 1, i.e. B n’est pas une base orthonormale de R3.

Définition 1.13

Soient (E, (,)) un espace euclidien de dimension n et F un s.e.v de E.

2. On dit que F est une droite vectorielle si dim F' = 1.
2. On dit que F est un plan vectoriel si dim F' = 2.
3. On dit que F est un hyperplan vectoriel si dim F' = n — 1.

Remarques 1.4

Soit I un s.e.vde £ comme F' & F+ = E, alors
1. Si F est un hyperplan = F'* est une droite.
2. Si F est une droite = F* est un hyperplan.

Définition 1.14

Soit (E, (,)) un espace euclidien.

La normale & un hyperplan H de E est par définition la droite vectorielle H+. Tout

vecteur non nul de cette droite est dit vecteur normal a H.

Proposition 1.7

Soient (E, (,)) un espace euclidien et {ey, - - - , e, } une base orthogonale de E.
n

Si H un hyperplan de E et n = Z a;e; un vecteur normal a H. Alors H est définie par
i=1
I’équation

a1x1+ ...+ apx, =0.
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Démonstration
n

Six = Z a;e; € E alors
i=1
neH < nlx

< (n,z) =0

& a1z + -+ apzy, = 0.

4y Exercice 1.2
Soient u; = (3, —1,1),uz = (3,0, —3) deux vecteurs de R3 et H = vect(uy,uz).
Déterminer une équation cartésienne de H.
Solution

On détermine une équation cartésienne de H, soit n = («, 3,) un vecteur normal a H

n,uy) = 3a—B+v7=0 =4
(n, ur) - B+ L) B=n
(n,ug) = 3a—3y=0 a=r
Onprend:v=1=f=4eta=1n=(1,4,1),
u=(z,y,2) e H& (u,n) =0 c+4y+2=0,
d’oﬂH:{(m,y,z)6R3,x+4y+z:0}.

Définition 1.15

Soient(E, (,)) un espace euclidien et f un endomorphisme de E. On dit que f est

symétrique (ou auto-adjoint) si et seulement si

Vr,y € E: (f(x),y) = (z, f(y))

Proposition 1.8

Soient (E,(,)) un espace euclidien, {e;}

i—T, une base orthonormale de FE et f un

endomorphisme symétrique, alors la matrice de f par rapport a la base {e;} est

i=1,n

symétrique.

Démonstration

Soit A = (a;;) est la matrice de f par rapport a la base orthonormale {e; }

n
touti = 1,n: f(e;) = Zakiek
k=1

i—T 7> alors pour

(flei),ej) = <Z aki€k, €j) = Zaki<ek7€j> = aj;.
k=1 k=1
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<61‘, f(€])> = <6i, Zakjek) = Zak]‘<€i, €k> = Qjj.
k=1 k=1

Puis que f un endomorphisme symétrique, alors aj; = a;j, pour tout ¢, j = 1, n. |

Proposition 1.9

Soient (E, (,)) un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique de E.

1. L’application B : E X E — R définie par
Va,y € E: B(z,y) = (f(z),y)

est une forme bilinéaire symétrique sur E.

2. La forme quadratique associée a la forme bilinéaire B est donnée par
Vo€ B Qa) = (f(x),a).
3. Dans une base orthogonale {ei}i:ﬁ de E, les deux applications f et B ont la méme

matrice.

Démonstration

1. La bilinéarité de B résulte de la linéarité de f et de la bilinéarité du produit scalaire.

2. Si (ai;) (resp. (bi;)) est la matrice de f (resp. B)par rapport a la base orthonormale
{ei}i:ﬁ, alors

aij = (f(ei), ej) = Blei, ej) = byj.

1.2.4 Orientation, produit mixte, produit vectoriel

Soient (E, (,)) un espace euclidien et B I’ensemble des bases de E. La relation binaire

R définie sur B par,

BRB' & det(P) > 0, (1.3)

pour toute B,B' € B ou P est la matrice de passage de B a B’ est une relation

d’équivalence, pour cette relation il y a exactement deux classes d’équivalences.

Démonstration

On vérifie aisément que R est une relation d’équivalence.

1. Laréflexivité : résulte du fait que si B € 5, la matrice de passage de B a B est la matrice
unité I, et det(I,,) = 1.

2. La symétrie : résulte du fait que si B, B’ € B, la matrice de passage de B’ a B est
1

~ det(P)’
3. La transitivité : résulte du fait que si B, B’, B” € B, la matrice de passage de B a B”

I’inverse de la matrice de passage P de B 4 B’, et comme det(P~!)
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est le produit P() des matrices de passage P de B a B’ et Q de B’ a B”, et de la
formule det(PQ) = det(P). det(Q).
Soient B = {e1,e2,...,e,} et B' = {—e1,ea,...,e,} deux bases de E. Le déterminant
de la matrice de passage P de B a B’ est —1, ce qui montre qu’il existe au moins deux
classes d’équivalences. Soient B” une troisiéme base de F et () la matrice de passage
de B’ a B”. La formule det(PQ) = det(P).det(Q) montre que soit det(Q) > 0, soit
det(PQ) > 0. Ainsi, la classe d’équivalence de B” est soit la classe de B’, soit la classe

de B. [ |

L’ensemble quotient de la relation R est isomorphe au groupe multiplicatif {—1,1}.

Définition 1.16

Soit (E, (,)) un espace euclidien.

1. Une orientation de E est une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence R
définie par la formule (1.3).

2. Deux bases de E, définissent la méme orientation si elles sont dans la méme classe
d’équivalence, sinon on dit qu’elles définissent des orientations opposées.

3. L'espace E est orienté lorsqu’un choix est fait d’une orientation de F, i.e. est le choix
d’une base de F.

4. Unebase de E est dite directe si elle est dans l'orientation de F, indirecte ou rétrogrades

dans le cas contraire.

Exemple 1.9

Supposons que (u, v) soit une base directe de F, avec dim F = 2.

)
1. Les bases (u,v), (—u, —v) et (—v, u) définissent la méme orientation.

)
2. Les bases (u, v) et (v, u) définissent des orientations opposées.
)

3. Les bases (v, u) et (—u, —v) et définissent des orientations opposées.

Définition 1.17.

Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension n > 2, H un hyperplan de E
et n un vecteur normal a H. L’ensemble des bases {e1, ... ,e,_1} de H telle que la base
{e1,...,en_1,n} soit une base directe de E est I’'une des deux orientations de H appelée
orientation normale de H associée au vecteur n. Toute base de H appartenant a cette

orientation s’appelle base directement orthogonale a n.

Proposition 1.10

Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté, B et B' deux bases orthonormées directes de
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E. Pour toute famille (vy, . .. ,vy,) de vecteurs de E, on a
det(vy,...,vn)p = det(vy, ..., vn)p-
Démonstration
Soit (A resp. A’ ) la matrice des coordonnées de (vy, ..., v,) dans la base (B resp. B' ) et

P la matrice de passage de Ba B’,ona A = PA’ d’ou
det(vy,...,vp)p = det(A) =det(PA") = det(P)det(A4’) = 1.det(A4")

= det(vl, .. .,Un)B/.

Définition 1.18

Soit (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension n. Le produit mixte des vecteurs
V1, ...,y (dans cet ordre) est le réel det(v,...,v,)n, oit B est une base orthonormée

directe quelconque, on le note [v, . .., vy,), i.e. [v1,...,v,] = det(v1,...,vn)B.

Remarque 1.4

1. Le produit mixte est une forme n-linéaire alternée sur E.

2. [v1,...,v,] = 0sietseulement si vy, ..., v, sont linéairement dépendants.

3. Si[vi,...,v,] >0 (resp. [v1,...,v,] <0),alos {vy,...,v,} estune base directe (resp.

indirecte).

Proposition-Définition 1.2

Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et u,v deux vecteurs de E.
L'unique vecteur a € FE tel que, pour tout w € E, [u,v,w| = (a,w), s’appelle le produit

vectoriel de w et v (dans cet ordre) est noté w A\ v, i.e. [u,v,w] = (u A v,w).

Démonstration

Considérons I’application ¢ : E — R définie par pour tout w € E,
o(w) = [u,v,w] = det(u, v, w).

Puisque le déterminant est une forme multilinéaire, alors ¢ est une forme linéaire sur E,
donc d’apres le lemme précédent, il existe un unique a € F, tel que, pour tout w € E;

o(w) = det(u,v,w) = (a,w). [ |

Propriétés 1.2

Soit (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension 3, alors

1. Lapplication (u,v) — u A v est bilinéaire antisymétrique.
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2. Pour tous u,v,w de E, alors (u A\ v,w) = (u,v A w).
3. Pour tous u,v de E, le vecteur u A\ v est orthogonal a u et a v.
4. Siu,v sont libres, alors la famille {u,v,u A v} est une base directe.

5. u,v sont liés, si et seulement si u A\ v = 0.

Démonstration
1. (i) La bilinéarité du produit vectoriel résulte immédiatement de la bilinéarité du pro-
duit scalaire et de la linéarité du produit mixte par rapport a chaque variable.
(i) Pourtoutw € E,ona:
(uNv+vAu,w) = [u,v,w] + [v,u, w] = [u,v,w] — [u,v,w] =0,
donc le vecteur u A v + v A u est orthogonal a tout le monde, il est nul,
Le.u ANv=—vAu.

2. Pour tous u, v, w € F, alors
(u Ao, w) = [u,v,w] = —[v,u, w] = [v,w,u] = (v Aw,u) = (u,vAw).

3. Pour tous u,v de E, (u A v,u) = [u,v,u] = 0, de méme (u A v, v) = [u,v,v] =0 (car
le produit mixte est un déterminant), d’oul le vecteur u A v est orthogonal & u et a v.
4. Siu,v sont libres, on la compléte en une base {u, v, w}, alors (u A v, w) = [u, v, w] # 0

ce qui prouve que u A v # 0. En particulier, on a
[, v,u Av] = (u Av,u Av) = |[uAv|? >0,

ce qui prouve que {u, v, u A v} est une base directe de F.
5. (i) Si u,v sont liés, alors Pour tout w € F, on a (u A v,w) = [u,v,w] = 0 (car le
produit mixte est un déterminant), donc le vecteur u A v est orthogonal a tout
le monde, i.e. u A v = 0.
(ii) Réciproquement, il suffit de démontrer que u, v sont libres, alors u A v # 0.
Cela a été démontré dans la propriété 4.
[ |

Proposition 1.11

Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et {e1, e2, e3} une base ortho-
normée directe de E. Alors :
1. ef ANeg =eg,ea Neg =ejeteg Nep = eo.

2. Pour tous u = (uy,ug,us) et v = (v1,ve,v3), alors
Uz V2 uyp v1 up v

uNv= 5= ,
us vs us vs u2 V2
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Démonstration

1. Ona, (e; Aes —e3,e1) = [e1,e2,e1] — (e1,e3) = 0, donc e; A ey — eg est orthogonal
a e1. De méme il est orthogonal a e et a es. il est orthogonal a tout le monde, i.e.
e1 A ez = es. Les deux autres formules s’en déduisent car {eq, e3,e1} et {e3, e1,ea}
sont aussi des bases orthonormées directes.

2. Pour tous u = (u1, ug,us), v = (v1,v2,v3) et w = (w1, wa, ws), alors

(uANv,w) = [u,v,w]
up v wip
= det(u,v,w) =] uy vy wy
uz vz ws
Uz U2 uyp v uyp U1
= wy — wo + ws.
uz U3 uz U3 uz U3

Proposition 1.12

Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et u,v,w € E. alors,
1. u/A (v Aw) = (u,w)v — (u,v)w (formule du double produit vectoriel),

2. uN(WAw)+vA(wAu)+wA (uAv) =0 (identité de Jacobi),

3. JluAv|? = [Jul]?||v]|? = (u,v)? (identité de Lagrange).

4. [[u Av|| = [Jull||lv||siné, @ € [0, 7] ’angle non orienté entre w et v.

Démonstration
1. (i) SiI’'un des trois vecteurs est nul, alors il est clair que la proposition est vérifiée.
Donc dans la suite, on peut supposer que les trois vecteurs sont non nuls.
(i) Si (v, w) estlié, alors v A w = 0, donc u A (v A w) = 0. D’autre part, puisque
v et w sont non nuls, alors il existe @ € R, tel que w = aw, donc on aura
(u,w)v — (u, v)w = (u, aw)v — (u,v)av = alu,v)v — alu, v)v = 0.
Donc, dans ce cas, la proposition est vérifiée.
(iii) Si (v, w) est libre, alors la famille {v, w, v A w} est une base directe de E, soit
{e1, e, e3} son orthonormalisée, c’est encore une base directe. Ecrivons les
coordonnées dans cette base,

v = aer, w = Be1 + yes et u = Aey + pes + nes. On a alors,
u A (v Aw) = (Aer + peg +nez) A (ayes) = —Aayes + paryes,
et
(u,w)v — (u,v)w = a(AB + pwy)er — aX(Ber + yea) = —Aayes + paryer.

d’ou le résultat.
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2. En utilisant la formule du double produit vectoriel, on aura
uN(Aw)+FoA(wAu)+FwA(uAv) = (u,wpv— (u,v)w
+(v, u)yw — (v, w)u

+{w, v)u — (w, u)v

luAv|> = (WAv,uAv) = [u,v,uAv]

= [vy,uAv,u]l = (WA (uAv),u)

= {((v,v)u — (v, u)v,u)

= (u,u)(v,v) — (u,v){u,v)

= JulP[lol* — (u,v)%

4. En utilisant I'identité de Lagrange et la formule (1.2), on obtient
lu Aol? 4+ (u,0)® = [lul ol = (lu Aol + [lul?o]* cos® 8 = [|ul|*||v]*

= [lunol® = [lul®lo]|*(1 - cos®§)
= [luAol? = [ful*|lv]?sin® 6,

d’ou

= [[ulll|v]| sin 6.

1.3 Espaces affines euclidiens

Dans cette partie £ est un R-espace affine de direction E est un R-espace vectoriel.

1.3.1 Structure d’espace affine euclidien

Définition 1.19

Un espace affine euclidien est un R-espace affine £, sa direction E est un R-espace

vectoriel euclidien,i.e. E de dimension finie et muni d’un produit scalaire, et on note

(€, E,())-

Proposition-Définition 1.3

Soient (€, E, (,)) un espace affine euclidien et d : £ x £ — R une application définie par
d(A B) = ]BH Alors d est une distance sur £, i.e.. elle vérifie : pourtous A, B,C € &,

d(A, B) > 0 (positivité),
2. d(A, B) = d(B, A) (symétrie),
3. d(A,C) < d(A,B) + d(B, C) (inégalité triangulaire),
4. d(A; B) = 0 & A = B (séparation).
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On l'appelle distance euclidienne sur € associée a la norme euclidienne |||| de E.

Démonstration

La preuve découle immédiatement de la proposition 1.5. |

Remarque 1.5

L’espace affine euclidien (£, E, (,)) est muni la distance d, est un espace métrique.

Définition 1.20

Soient (£, F, (,)) un espace affine euclidien et A, B,C sont trois points de £ avec A

distinct de B et C. L’angle géométrique (non orienté) entre les vecteurs 1@ et A(% noté

mest le réel
ABC = arccos <%%ﬁ> € [0, 7).
|AB|[|AC|

(1.4)

B

T

BAC
A ap

Ficure 1.1 — Angle non orienté ABC.

1.3.2 Sous espaces affines orthogonaux

Définition 1.21

Soient (€, E, (,)) un espace affine euclidien et F, G deux sous espaces affines de & dirigés

respectivement par F, G ( F, G deux sous espaces vectoriels de E").

1. On dit que F et G sont orthogonaux si F' et G le sont. On note alors F 1 G.

2. On dit que F et G sont perpendiculaires s’ils sont orthogonaux et et F N G # (.

3. On dit que F et G sont supplémentaires orthogonaux si F' et G le sont. On note alors

1
E=FaG.

Définition 1.22

Soient (€, FE, (,)) un espace affine euclidien et H un hyperplan affine de £ dirigé par H

( H un hyperplan vectoriel de E ).
1. On appelle vecteur normal a ‘H tout vecteur non nul orthogonal a H.
2. On dit qu’un hyperplan affine est orthogonal a une droite affine lorsque le vecteur

directeur de la droite est un vecteur normal a I’hyperplan affine.
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|
|
4 |
|

Ficure 1.2 — Hyperplan affine H orthogonal a la droite affine D de vecteur directeur n.

Remarque 1.6

Si un hyperplan H et une droite D sont orthogonaux, alors ils sont automatiquement supplé-
mentaires orthogonaux car H | D, HND = {0} etdim H +dim D = dim F, donc sécants
en un point i.e. H et D sont perpendiculaires. Ot H (resp. D) est dirigé par H un hyperplan

vectoriel de E ( resp. D une droite vectorielle de E ).

Exemple 1.10
Dans R3, le plan affine d’équation 2z — y + z — 3 = 0 passe par le point (1,0, 1) et posséde

comme vecteur normal le vecteur n = (2, —1,1).

Définition 1.23

Soient (€, F, (,)) un espace affine euclidien et D une droite affine de £ et A un point de

E. On appelle distance de A a D le réel
d(A,D) = inf [[AM]].
MeD

|

Ficure 1.3 — Distance d’un point a une droite.

Proposition 1.13

Soit D une droite affine de £ d’équation affine ax + by + ¢ = 0, et soit A = (xg,y0) € &,

alors :
_lazg + byo + |

S
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Le vecteur n = (a, b) est un vecteur normal a D, et M (x, y) est le projeté orthogonal de A

—
sur D, alors AM //n et M € D, si bien que :

EY; n o= la(z —0) +b(y —yo)| _ |azx + by — azo — byo)|
d(A,D) = ||AM|| = JAM)| = =
(4, D) = |AM|| = (. AM) e —
et on conclut grice au fait que —axg — byg = ¢, puisque M € D. [ |

Exercices

Exercice 1.3
Dans 1’espace affine R muni le repére R = (O, B) , ot 3 1a base canonique . Soient les points
A(-2,0,2),B(1,1,1),C(1,1,-2) et G tels que : —3@ + 2@ + 4@ =0.
1. Déterminer O? en fonction de WL O? et O? .
2. Déterminer X la matrice des coordonnées de GG dans le repére R.
3. Déterminer X, dans le repere R’ = (O’, B') ot O'(1,1,1),
B ={e} =(1,0,1),e, = (0,—1,1),e5 = (1,1,-1)}.
Exercice 1.4

Montrer que :

1) F =

2a +b—c a—b+c
1+a+b—2c -1

€ My[R) : a,b,c € R} est un hyperplan de

M (R).
2) F = {P(a:) € Ry[X],P(1) = 2} est un hyperplan de Ro[X].
Exercice 1.5
Soit I’application
(): MupR) x Mu(R) — R
(A, B) — Tr(*A.B)

1. Montre que (M,,(R), (,)) est un espace euclidien.

2. Montre que YA € M, (R) : | Tr(*A) |< /n.Tr(tA.A).

3. Déterminer (vect(I,))*.

Exercice 1.6

Dans R* muni du produit scalaire usuel, on pose : V; = (1,2, —1,1) et Vo = (0,3,1, —1).
On pose F' = vect(Vy, V).

Déterminer une base orthonormale de F et un systeme d’équations de F'.

Exercice 1.7

Dans R? muni sa structure euclidien usuelle.

Soit le famille B = {u; = (1,0,0),us = (1,1,0),u3 = (1,1,1)}.

Vérifier que B est une base de R? et I’orthonormalisée.

ZAGANE Abderrahim 2025




1.3 Espaces affines euclidiens 31

Exercice 1.8

Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et u,v,w € E.

Montrer que

1. uA (v Aw) = (uAv)Awsiseulement si {u,v,u A w} est une famille lié.

2. [uAv, v Aw,wAu) = [u,v,w]?.

Exercice 1.9

Dans R3, on donne le point M (0,0, 1) et la droite D définie par
20 —y+22—3 =0
T+z—2 =0

Déterminer la distance de M a D.

Exercice 1.10

Dans R3, déterminer la perpendiculaire commune aux droites
z4+y—3z+4 =0 r =z-—1

D et D
20 — 2 +1 =0 y =z—1
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2.1 Généralités sur les courbes paramétrées

2.1.1 Définitions et exemples sur courbes

Définitions 2.1

Une courbe paramétrée de R" est une application

v:I — R"
t o= () =), ()
de classe C1°, oui I un intervalle de R.
1. ¢ est appelé le paramétre de la courbe paramétrée.
2. L’image de I par ~y est appelée le support de vy, noté (1) = I'. On dit que dans ce cas
T" est une courbe géométrique et que vy est une paramétrisation de 1.
3. Sifa,b] C I, la restriction de vy sur [a,b], /(a4 €st appelé un arc de ~y compris entre
les points y(a) et y(b).
4. La dérivée v/ (t) = (v1(t), - ,7v,(t)) est appelée le vecteur tangent a la courbe

paramétrée y au point y(t).

Exemple 2.1 (Graphe d’une fonction)
Soit f : I — R une fonction de classe C*° sur I’intervalle I de R.
v:I — R?
to= () =t f1)
est une courbe paramétrée de R, son support est le graphe de f.

Le vecteur tangent de v est 7/ (¢) = (1, f/(¢)), ot f’ est la dérivée de f.

\

Fi1GURE 2.1 — Graphe de la fonction f : ¢ — f(t) = —tsint.

Exemple 2.2 (Cercle)
§:[0,21] — R?
t — 0(t) = (Rcost,Rsint), R>0.

est une courbe paramétrée son support est le cercle de centre O et de rayon R.

Le vecteur tangent de ¢ est ¢'(t) = (—Rsint, Rcost).
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R
g
Ficure 2.2 — Cercle de centre O et de rayon R.
Exemple 2.3 (Horoptere)
Horoptere est une courbe paramétrée définie par
v:R — R?
2a 2at
t — t) = , bt , ,beR.
FiGcure 2.3 — Courbe d’Horoptere.
Exemple 2.4 (Hélice)
a:R — R?
t — oat)=(Rcost,Rsint,rt), R>0, reR
est une courbe paramétrée son support est I’hélice circulaire de rayon R et de pas r.
Le vecteur tangent de c est o/ (t) = (—Rsint, Rcost,r).
4—? Rayon
- ) o'(t)
T
S~— ;
Ficure 2.4 — Hélice circulaire.
Exemple 2.5 (Cycloide)
Cycloide est une courbe paramétrée définie par
v:R — R?
t — () = (R(t—sint), R(1 —cost)), ReRl.
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Ficure 2.5 - Cycloide.

Exemple 2.6 (Astroide)

Astroide est une courbe paramétrée définie par :
v:R — R?
t — ~y(t)=(Rcos’t, Rsin®t), ReR:.

F1GURE 2.6 — Astroide.

Exemple 2.7 (Tractrice)
Tractrice est une courbe paramétrée définie par
v:R — R?

1
t t) = (t — tanht, ——).
= () = (¢ - tanht, ——)

Ficure 2.7 — Tractrice.
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2.1.2 Courbe paramétrée réguliere

Définitions 2.2

Soient v : I — R™ une courbe paramétrée et tg € I
La courbe v a un point régulier en to si v (to) # 0. Sinon, vy a un point stationnaire en t.

La courbe -y est réguliére si ' (t) # 0 pour tout t € I.

Exemple 2.8

Soit la courbe paramétrée
v:R — R?
t o= () = (8%,

Le vecteur tangent de y est v/ (t) = (3t2,2t).

Le point v(0) est un point stationnaire, si ¢t # 0 tout les point y(¢) sont des point réguliers.

F1Gure 2.8 — Courbe paramétrée (t) = (¢3,12).

Définitions 2.3

Soient v : I — R™ une courbe paramétrée, ty € I, p € N et p < n. La courbe v a un
point p-régulier en ty si la famille {7 (to),Y" (to), .. .,v®)(to)} est libre.

Si p = 2 on dit que la courbe ~y a un point birégulier en t.

Exemple 2.9

Soit la courbe paramétrée
v:R — R?
to () = (1)

Ona~/(t) = (3t2,1),v"(t) = (6t,0) et det(y/(t),7"(t)) = —6t.
Le point y(0) n’est pas birégulier, si ¢ # 0 tout les point () sont des point biréguliers.

T
]

FiGure 2.9 — Courbe paramétrée (t) = (£3,1).
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Définition 2.1

On dit que deux courbes paramétrées v : I — R" et o : J — R™ sont équivalentes, et on
notee par y ~ «, s’il existe un C+>°-difféomorphisme ¢ : J — I tel que o = v o ¢. On

dira que ¢ est un changement de paramétrage.

Sur I’ensemble des courbes paramétrées de R", ~ est une relation d’équivalence. Les
classes d’équivalences de la relation ~ sont appelées courbes géométriques. Tout représentant

d’une courbe géométrique est une paramétrisation de cette courbe.

Si «y et a sont équivalents, alors
1. v et o représentant la méme courbe géométrique, i.e. ont le méme support.
2. v estréguliere < « est réguliere.

3. Si ¢/(t) > 0 pour tout ¢ € J, on dit que y et o définissent la méme orientation, sinon on

dit qu’elles définissent des orientations opposées.

#) Exercice 2.1

Soient les courbes paramétrées :

v [-1,1] — R? o a:[ 0,7 — R?
t = (t V1 —t2) t +— (cost,sint)
Montrer v et a que sont équivalentes.
Solution

Soit I’application
¢:[0,7] — [-1,1]
t — cost
est un CT°-difféomorphisme car la fonction cos est de classe C° et strictement décroissante
sur |0, 7| et sa réciproque arccos est de classe C+°°.

De plus o = v o ¢, d’oui ¢ est un changement de paramétrage, i.e. y et o sont équivalentes.

Pour tout t €]0, 7|, ¢'(t) = —sint < 0. Donc v et a définissent des orientations opposées.

0

Ficure 2.10 — Demi cercle.

ZAGANE Abderrahim 2025




2.2 Longueur d’une courbe 38

2.2 Longueur d’une courbe

2.2.1 Longueur d’une courbe, abscisse curviligne

Définition 2.2

Soit v : I — R™ une courbes paramétrées et [a, b] un intervalle inclue dans I.

1. La longueur de l’arc vy (4 y) est définie par

b
by a ) :/ 17/ (u)||dw.
a

2. L’abscisse curviligne d’origine y(a) de y est la fonction
¢:1 — R
t
to o0 = [ I @l =ty
a

Exemple 2.10

Soit I’application
v:R — R?
t — ~4(t) = (Rcost,Rsint,rt), R>0, r eR.
La longueur de I'arc 7o 1) d’hélice circulaire est donné par
Loy = /01 I ()| e = /01 VR T 2du = VR 1 1,

Exercice 2.2

Soit I’application
a:R — R?
t o= at) = (83,12,

Déterminer 1’abscisse curviligne d’origine «(0) de .
Solution

L'abscisse curviligne d’origine «(0) de « est donné par ¢(t) = fot |/ (u)]|du
t
o) = [ lo'wlau
t
= / V9ut + du2du
0

t / 4
= /3u u? + —du
0 9
= 3/t2u u2+4du
-2/, 9
¢

4
= [yee+gr),
_ (t2+g)3—%.
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2.2.2 Paramétrisation naturelle

Définition 2.3

Soit v : I — R™ une courbes paramétrées réguliere. On dit que vy est paramétrée par sa

longueur ( naturellement ) ou y une paramétrisation naturelle si pour tout a,b € I,a < b,

by oy =b—a
Exemple 2.11
Soit I’application
a:R — R?
t .t
t — at)=(rcos—,rsin—), r > 0.
r r

t t
Onad/(t) = (—sin—,cos —) et [l&/(t)]| = 1,
r r

pour tout a, b € R, a < b, on a

b
oy = / o (w) | du
b

=/1du

= b—a.

Proposition 2.1

longueur si et seulement si pour tout s € I, ||7/(s)| = 1.

Soit v : I — R"™ une courbes paramétrées réguliere, alors ~y est paramétrée par sa

Démonstration

1. Supposons que pour tout s € I, ||7/(s)|| = 1, alors pour tout a,b € I,a < b, on a

b
by = / I () du
b

:/1du

= b—a.

2. Réciproquement,supposons que ~y est paramétrée par sa longueur.
Soita € I, a (fixé).

(i) Pourtouts > a,onaly, ., =s—a,dautrepartl, = 2N ()| du,

]
mais la fonction s — [, est dérivable de dérivée égale a ||7/(s)]|.

/
Donc pour tout s > a, (f; ||7’(u)Hdu) =(s—a),douly(s)|| = 1.

(i1) Pourtout s < a,onal = a — s, d’autre part

V/1s,a)
o = Jo 1Y (W)lldu = = [ 11/ (u)l|du,

mais la fonction s — [, est dérivable de dérivée égale a —|[7/(s)|.

V/la,s
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!
Donc pour tout s < a, <— N H'y’(u)“du) = (a—s),dou |7 (s)]| =1.
|

Proposition 2.2

Soit~ : I — R™ une courbes paramétrées réguliére. Alors il existe une courbe paramétrée

par sa longueur o : J — R"™ équivalente a .

Démonstration

Soient a € I, ¢ est ’abscisse curviligne d’origine v(a).
¢:1 — R

t
o) = [ Il =1,

Posons J = ¢(I), nous allons montrer que ¢ : I — J est un C>°-difféomorphisme et que

a=vyo0¢~!:J— R"équivalente a . En effet,

¢ est surjective par définition, puisque ¢ est de classe CT, et ¢/(t) = ||7/(¢)|| > 0 pour

tout ¢ € I, alors ¢ est croissante donc est injective, d’oll ¢ est bijective et ¢! est de classe

CT°°. Donc ¢ est CT°-difféomorphisme.

D’autre part on a, pour tout t € I il existe s € J,s = ¢(t) &t = ¢ 1(s)

d(s) = (oo )(s)

d’ou pour tout s € J, [|o/(s)]| = 1. [ |

Remarque 2.1

De la démonstration précédente, en établir la formule suivante.

d

§ TN (S
50 = Ol ex

Soit v : I — R™ une courbe paramétrée par sa longueur, alors pour tout s € 1

(7'(5),7"(s)) =0, i.e. v'(s) L~"(s).

Démonstration
Ona, pourtouts € I, ||/ (s)| =1 < (7/(s),7/(s)) =1
En dérivant cette égalité on obtient (7'(s),~7"(s)) =0 < +/(s) L 4" (s). [ |
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2.2.3 Vecteur tangent unitaire, vecteur normal unitaire

Définition 2.4

Soit v : I — R"™ une courbe paramétrée réguliere.
/
7 (¢)

1. Le vecteur T'(t) = m est appelé le vecteur tangent unitaire de vy en t.
g
T'(t) , .
2. Le vecteur N(t) = Tl est appelé le vecteur normal unitaire de y en t.
NN T()
(1)

Ficure 2.11 - Vecteur tangent T'(¢) et vecteur normal N (¢) au point y(t).

Exemple 2.12
Soit la courbe paramétrée

v: [0,27] — R?
1 1
t — (—=e'cost, —e'sint).

V2 V2

D’apres un calcul simple, on trouve
t

v (t) = %

Le vecteur tangent unitaire est

(cost —sint,cost +sint) et |y ()] = €.

"(¢ 1
T(t) = AON = —(cost —sint,cost + sint),

V@&l V2
1
T'(t) = —=(—cost —sint,cost —sint) et |T'(t)] = 1.
(t) \/5( ) et [T7(¢)]
Le vecteur normal unitaire est

T'(¢ 1
N(t) = T() = —(—cost —sint,cost — sint).

@l v2
Proposition 2.3

Soienty : I — R" et : J — R" deux courbes paramétrées réguliéres sont équivalentes,

i.e. il existe un CT°-difféomorphisme ¢ : I — J, tel que, pour toust € I et s € J,
Y(t) = (a0 @) (t) = afs), alors
T,(t) = £Ta(s), Ny(t) = Na(s), T5(t) = |¢/(t)|Ta(s)-

Démonstration

Soient vy : I — R" et o : J — R™ deux courbes paramétrées régulieres sont équivalentes,
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alors il existe un C'T>°-difféomorphisme ¢ : I — J tel que v = o ¢.

On apour tout t € [ il existe s € J, s = ¢(t) <t = ¢~ 1(s).

_ 7/(t) s) = OL/(S) e / :O[/ / :O[/ s /
T,(0) = Tl Tol) = oy €470 = /(0 (1) = ' (5)0/ ()

Donc

RO C ORI DI
L=l = Teeleo] ~ go)= = el
e DO T
Peméme N0 =1z Nl = o M
T (1) = £(Ta(6(1)) = £T(6(0) 6 (1) = ng<s>¢'<t> — | 0)IT(s),
et donc
T WO T
MO =) = Teome] ~ e~ e

Le signe du vecteur tangent unitaire dépend de 'orientation du paramétrisation choisie,
par conte lorsqu’il existe le vecteur normal unitaire ne dépend pas du paramétrisation

choisie.

Exercices

Exercice 2.3
Soit les courbes paramétrées :
v: ]0,400[ — R? a: R — R2
t > (t+%,t—7) t + (2cosht,2sinht).
1. Montrer que v équivalente a «.
2. Déterminer une équation cartésienne de support de ~ .

Exercice 2.4

Soient y; et v deux courbes paramétrées telles que :

m: ]-1,1 — R? Y2: ]0,400[ — R?
: 11—t 2t
t s (V12 e (),
( ) (1+t2 1+t2)

1. Montrer que ; et 2 sont équivalentes.
2. Déterminer le support de 7o.
Exercice 2.5
Soit I’application
a: R —» R?
t = alt) = (t3,12).

Déterminer 1’abscisse curviligne d’origine «(0) de .
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Exercice 2.6
On consideére la courbe paramétrée :
v: R — R?
t +— (Rcos®t,Rsin®t), Rc RY.
1. Déterminer les points ou la courbe ~y est réguliére.
2. Déterminer la longueur de I’arc o 24]-
Exercice 2.7
On considere la courbe paramétrée :
v: R — R?
t — (R(t—sint),R(1—cost)), ReR}.
1. Déterminer les points ol la courbe ~y est réguliére.
2. Déterminer la longueur de I’arc o 24]-
Exercice 2.8
On considere la courbe paramétrée :
v: R — R?
t +— ((1—cost)cost, (1 — cost)sint).
1. Déterminer les points oul la courbe y est réguliere.
2. Déterminer la longueur de Iarc (9 27]-
Exercice 2.9
On considere I’ellipse d’équation
z§+zb/z:1, a,be R

1. Donner une paramétrisation de 1’ellipse
2. Calculer la longueur de I’ellipse.
Exercice 2.10
On considere la courbe paramétrée :

v: R — R?

t + (t—sinhtcosht,2cosht).

Déterminer une abscisse curviligne d’origine v(0) de ~.
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3.1 Etude locale des courbes planes

- -

Le plan affine R? est rapporté a un repére orthonormé (O, 4, j). Un point M de coordonnées

(z,y) estle point M = O + zi+yj.

3.1.1 Tangente

Définition 3.1.

Soient v : I — R? une courbe paramétrée, to € I et ug € R2.

La droite D = ~(tg) + vect(ug) (passant par le point (to) et dirigée par le vecteur uy

en tgy) est appelée tangente a vy en ty si
v(t) = v(to) + A(t)ug + A(t)e(t) avec tlg? e(t) = (0,0)
0

ou A une fonction définie sur I et € une fonction vectorielle définie sur 1.

Exemple 3.1
La courbe paramétrée
a: R — R?
t = aft) = (t3,sint)
admet une tangente verticale en ¢t = 0 dirigée par le vecteur ug = (0, 1).

t3 3
2 0)et (——.0) = (0,0).

sin sint t—0

L

Eneffet : on a, a(t) = a(0) +sint (0,1) + sint (

I ==

FiGure 3.1 — Courbe paramétrée y(t) = (¢3,sint).

Proposition 3.1

Soit~y : I — R? une courbe paramétrée réguliére, alors y admet une tangente dirigée par

le vecteur ' (to) en tout to € I.

Démonstration

Puisque ~y est dérivable en tout ¢y € I alors

Y(t) = v(to) + (t — to)Y (to) + (t — to)e(t) avec lim (t) = (0,0).

t—to

Revenir a la définition 3.1.1 d’une tangente en posant ug = 7/ (tg) et \(t) = (t — to). M
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Nous avons vu que I’existence d’une tangente a la courbe paramétrée y est lie a la dérivabilité
de I’application . Cependant, il se peut que la courbe paramétrée v admette une tangente

sans que I’application -y ne soit dérivable.

Exemple 3.2
La courbe paramétrée
v: R — R?
t o= () = (V)
admet une tangente horizontale en ¢ = 0 dirigée par le vecteur ug = (1,0), bien que v ne soit

pas dérivable en ¢ = 0.

Eneffet : on a, y(¢) = v(0) + /£ (1,0) + v/ (0, \‘[‘) t (0, \/‘) o (0,0).

F1GURE 3.2 — Courbe paramétrée (t) = (W1, |t]).

Dans le cas d’un point stationnaire, il y a généralement une tangente, la Proposition suivante

le montre.

Proposition 3.2

Soit v : I — R? une courbe paramétrée, supposons qu’il existe un entier p > 1 et un

vecteur ug # (0,0) tels que :

v(t) = y(to) + (t — to)Puo + (t — to)Pe(t) avec lim e(t) = (0,0).

t—to

alors v a une tangente dirigée par le vecteur ug en ty.

Revenir a la définition 3.1.1 d’une tangente en posant A(t) = (¢ — to)P. |
Exemple 3.3
La courbe paramétrée
v: R — R?
t o= y(t) = (83, 3+ 1°)
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admet une tangente en ¢t = 0 dirigée par le vecteur ug = (1, —1).
Eneffet : on a, y(t) = (0,0) + 3 (1, —1) + 3 (0,¢2) et (0, t?) o (0,0).
_)

FiGure 3.3 — Courbe paramétrée y(t) = (t3, —t> + t°).

Corollaire 3.1

Soit v : I — R? une courbe paramétrée et si les dérivées ’y(") (to),n € N* ne sont pas

toutes nulles, alors, v admet une tangente en t.

Démonstration
Soit p > 1 le plus petit entier tel que v (o) # (0,0). D’aprés la formule de Taylor-Young

v(t) = y(to) + (t_p!to)p'y(p) (to) + (t — to)Pe(t) avec lim e(t) = (0,0).

t—to

- iy 7P (to)
En appliquant la Proposition 3.2, avec ug = - |
p!

3.1.2 Allure de la courbe

Définition 3.2

Soient y : I — R? une courbe paramétrée et D une droite qui passe par (to) entq € I.

La courbe
1. bute sur la droite D en t, si pour t # to suffisamment proche de t, les points (t)

sont tous du méme coté de D.

2. traverse la droite D en t,

(i) si pour t > to suffisamment proche de 1y, les points (t) se situent tous du

méme coté de D.
(ii) si pour t < to suffisamment proche de t, les points (t) se situent tous de

Uautre coté de D.
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Définition 3.3

Soient v : I — R? une courbe paramétrée ayant une tangente D en to € I . La courbe

paramétrée a

1. un point ordinaire en tq si en ty, la courbe bute sur la tangente et traverse toutes les
autres droites qui passent par (t).

2. un point d’inflexion en t si en to, la courbe traverse toutes les droites qui passent par
v(to), (y compris la tangente).

3. un point de rebroussement de premiere espéce en ty si en ty, la courbe traverse la
tangente et bute sur toutes les autres droites qui passent par (tp).

4. un point de rebroussement de seconde espéce en tg si en ty, la courbe bute sur toutes

les droites qui passent par y(to) (y compris la tangente).

Soit v : I — R? une courbe paramétrée, supposons qu’il existe deux entiers 2 < p < q

et deux vecteurs non colinéaires u,, et uq tels que

V() = (to) + (£ — to) up + (£ — to) uq + (£ — t0)?e(t)
avec th—gt e(t) = (0,0). (3.1)
1. Si p est impair et q est pair, la courbe v a un point ordinaire en t.
2. Sip est impair et q est impair, la courbe vy a un point d’inflexion en t.
3. Si p est pair et q est impair, la courbe v a un point de rebroussement de premiére
espece en t.

4. Sip est pair et q est pair, la courbe vy a un point de rebroussement de seconde espéce

en to.
U,
Ug Uy Uy ? Ug Up " Up
Ato) to) A to) Ato)

74% _ B _— =

. . . p pair, g impair ; ;
b 1mpair, g pair p impair, ¢ impair b pair, ¢ pair

. L Point de rebroussement de Point de rebroussement

Point ordinaire Point d'inflexion

premiére espéce de seconde espece

FiGure 3.4 — Quatre cas possibles pour I’allure d’un point stationnaire.
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Démonstration
En utilisant la formule (3.1) nous avons
100 ={t0) + (6 = to)Puy (¢~ to)P=1(6) e Jim £1(6) = (0,0).

D’apres la proposition 3.2, la courbe admet une tangente D dirigée par le vecteur u, en tg.

Soit D" # D une droite passant par ~y(to). Le vecteur u, ne dirige pas la droite D’.

(i) Si p est pair, (t — to)P est positif pour ¢ # t, suffisamment proche de t, le point ()
est du méme c6té de la droite D" que le point y(to) + u,. Donc, la courbe bute sur la
droite D’.

(ii) Sip est impair, (¢ — tp)P change de signe avec t — to. Pour ¢ > %, le point y(¢) est du
méme coté de D’ que le point y(tg) + u, et pour ¢ < to, le point y(¢) est de ’autre
cOté de la droite D’. La courbe traverse donc la droite D’. Ensuite,

V() = (to) +u(t) +o(t),
ol u(t) = (t — to)Pup et v(t) = (t — to)?(uq + £(t)) avec tli_}ng) e(t) = (0,0).
Le vecteur u(t) est colinéaire a . Le point y(t9) 4+ w(t) appartient a la tangente D.

(iii) Si g est pair, (t —t()? est positif et pour ¢ # ¢, suffisamment proche de ¢y, le point ~y(¢)
est du méme c6té de D que le point y(tg) + u4. La courbe bute donc sur sa tangente.

(iv) Si g est impair, (¢ — t¢)? change de signe avec t — tg. Pour t > 1, le point (¢) est du
méme coté de D que le point y(to) + u4 et pour t < tg, le point y(t) est de I’autre

coté de D. La courbe traverse donc sa tangente.

|

Corollaire 3.2
Soit v : I — R? une courbe paramétrée, alors tout point birégulier de ~y est ordinaire.
Démonstration
D’apres la formule de Taylor-Young, on a

t—to)?
18 = (ko) + (¢ — t0)/ (t0) + 2 (1) + (0~ to)e(0),
avec th%rg) e(t) = (0,0).
: R L . _7"(t)

En appliquant le Théoreme 3.1, avec p = 1, ¢ = 2, up = 7'(to) et ug = ——. [ |

2

Exemple 3.4

On considere la courbe paramétrée + définie sur R par
v(t) = (—2 + ¢4, %).
En ¢ = 0, nous avons ¥(t) = v(0) + 3 (=1,1) + ¢4 (1,0) + t*(¢),

donc il y a un point ordinaire.
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Ficure 3.5 — Point ordinaire.

Exemple 3.5

On considere la courbe paramétrée vy définie sur R par
v(t) = (12(sint — t), > + t°).

Ent = 0, nous avons (t) = v(0) + ¢3 (=2,1) + t° (%, 1) + toe(t),

donc il y a un point d’inflexion.

Ficure 3.6 — Point d’inflexion.

Exemple 3.6

On considere la courbe paramétrée -y définie sur R par
y(t) = (2,8% +%).
Ent = 0, nous avons (t) = v(0) + ¢ (1,1) + ¢3 (0, 1) + t3¢(¢),

donc il y a un point de rebroussement de premiére espece.

Ficure 3.7 — Point de rebroussement de premiére espece.

Exemple 3.7

On considere la courbe paramétrée -y définie sur R par

v(t) = (4(cost — 1), 2+t +1°).
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Ent = 0, nous avons y(t) = v(0) + 2 (=2, 1) + t* (&, 1) + te(¢),

donc il y a un point de rebroussement de deuxiéme espece.

Ficure 3.8 — Point de rebroussement de deuxiéme espéce.

Soient vy : I — R? une courbe paramétrée et 2 < p < q les deux plus petits entiers tel

que v ) (tg) et 4D (ty) ne soient pas colinéaires, alors

1. Si p est impair et q est pair, la courbe v a un point ordinaire en ty.

2. Sip est impair et q est impair, la courbe v a un point d’inflexion en t.

3. Si p est pair et q est impair, la courbe vy a un point de rebroussement de premiéere
espece en t.

4. Si p est pair et q est pair, la courbe ~y a un point de rebroussement de seconde espéce

en t.

En utilisant la formule Taylor-Young, on a

Y(t) = (to) + (t — to)Py P (to) + (t — o)1y D (to) + (t — to)%e(t) et lim £(t) = (0,0).

t—to

D’apres le Théoreme 3.1 on a le résultat. |

3.1.3 Branches infinies

Définition 3.4

Soient v : I — R? une courbe paramétrée telle que pour tout t € I,~(t) = (z(t),y(t))

et to € RU{—o00,+00} est une borne de l'intervalle I, (il se peut que I soit ouvert en

to).
1. On dit que la courbe paramétrée v admet g € R* comme point d’arrét en tq si
tligt ¥(t) = 7o
2. On dit que la courbe paramétrée v admet une branche infinie en tq si tlil? Iv@®)| =
—to
~+o0.
3. Ladroite D d’équation ax + by + ¢ = 0 est asymptote a -y si tlintn d(~(t),D) =0, i.e.
—to
li =0.
tg%(ax(t) +by(t)+¢)=0

ZAGANE Abderrahim 2025




3.1 Etude locale des courbes planes 52

Voici comment mener 1’étude des branches infinies

1. Si lim z(t) = oo et lim y(t) = [ € R la droite d’équation y = [ est asymptote
t—to t—=to
horizontale a la courbe en tg.

2. Si tlintn z(t)=1€Ret tlin? y(t) = £oo la droite d’équation = = [ est asymptote verticale
—to —to

a la courbe en t.

t
3. Si lim z(t) = +oo et lim y(t) = £oo on étudie lim @
t—to t—to t—to z(t)
t
o Si lim & = Zoo on dit que la courbe admet une branche parabolique de
t—to x(t)
direction asymptotique x = 0 en tg.
t
o Si tlir? yEt; = 0 on dit que la courbe admet une branche parabolique de direction
—tlo T

asymptotique y = 0 en g.

t
o Silim £ = 4 € R* et tlintl y(t) — ax(t) = £oo on dit que la courbe admet
—to

t—to :L"(t)
une branche parabolique de direction asymptotique y = ax en t.
t
o Si lim yt) =a € R* et lim y(¢) — ax(t) = b on dit que la courbe admet une
t—to x(t) t—to

asymptote oblique d’équation y = ax + b en tp.

Exemple 3.8

On considére la courbe paramétrée ~y définie sur [—1, +oo[ par
V()= Wi+ 1L {E-1)vVi+1).

o Admet (0,0) comme point d’arréten t = —1.

o Admet une branche parabolique de direction asymptotique x = 0 en ¢t — +o0.

8,,

—2 4

Ficure 3.9 — Courbe paramétrée v(t) = (vt + 1, (t — 1)/t + 1).

Exemple 3.9

On considere la courbe paramétrée v définie sur R* par
1 2
1) = (B + 5,8+ ).

o Admet une asymptote oblique d’équation y = 2z ent — 0.
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o Admet une branche parabolique de direction asymptotique y = 0 en £ — 4-00.
6 -

4 -+

1 2
F1GUrE 3.10 — Courbe paramétrée y(t) = (12 + it f)

3.2 Courbes planes en coordonnées polaires

Définition 3.5

Un point M du plan affine est repéré par ses coordonnées cartésiennes (x,y). Dans un

-,
>

repére orthonormé (O, 1,7), il peut également étre repéré par des couples (p, 0) tels que

x = pcosfety=psinb.

Nous dirons alors que p et 0 sont des coordonnées polaires du point M.

Ve

-

Ficure 3.11 — Coordonnées polaires.

Remarques 3.2

1. Si p est positif, le point M est situé sur le rayon vecteur d’angle 6, a distance p de 1’origine.

2. Si p est négatif, M est situé sur le rayon vecteur d’angle 6 + 7, a distance —p de 1’origine.
—
Dans tous les cas |p| = [|[OM||.
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3. Pour # € R, on définit les vecteurs ug = (cos 6, sinf) et vy = (siné, — cos ). Le repere
orthonormé (O, ug, vy) est dit repére mobile.

4. Sile point M a des coordonnées polaires (p, 0) alors M = O + p(0)ug.

Définition 3.6

Une courbe paramétrée y : I — R? est définie en coordonnées polaires par

¥(0) = O + p(8)ug = (p(0) cos b, p(#) sin ).

pour tout § € I, ou p: I — R est une fonction de classe CT>°. L'équation p = p(0) est

I’équation polaire de la courbe.

Exemple 3.10
L’équation polaire d’un cercle de centre O et de rayon R est p = R.
Exemple 3.11

L équation polaire d’une droite d’équation Cartésienne y = ax + b (ot a,b € Ret a # 0) est

b
P = Gno—acosf

Proposition 3.3

Soit y : I — R? une courbe paramétrée définie par I’équation polaire p = p(0), alors
1. Tout point de ~y distinct de l'origine O est un point régulier et la tangente en () est

dirigée par le vecteur

Y (8) = p'(8)ug + p(6)ve.
2. Si p'(0) # 0, ’angle orienté p entre le vecteur ug et la tangente vérifie
p(6)
p'(6)

3. Sip/(0) =0, ¢ = 5[mod ), i.e. la tangente est dirigée par le vecteur v.

tan p =

.|

~

Ficure 3.12 — Tangent en coordonnées polaires.
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1. En dérivant v(0) = O + p(0)ug = (p(6) cos b, p(#) sin @) par rapport a 6, on obtient :
Y (0) = p'(0)ug + p(9)vo.
Puisque les vecteurs ug et vy ne sont pas colinéaires alors
V() = 0 p(8) = p'(8) = 0.

Maintenant, comme p(f) = 0 < ~(f) = O on en déduit que tout point distinct de

I’origine est un point régulier.

1 '(0
2. Puisque p # 0 on obtient que _ ( ), si p'(6) # 0 alors
tany  p(0)
p(6)
tanp = .
p'(0)
3. Sip/(#) = 0 alors = Oetp = §[mod ], la tangente est dirigée par le vecteur vy.

tan ¢
|

#)  Exercice 3.1
Soit vy courbe paramétrée définie par 1’équation polaire p = 1 — 2 cos 6.
Déterminer la tangente 7" a la courbe paramétrée v en 6 = 7.

Solution

On va déterminer la tangente I’ a la courbe paramétrée v en 0 = 3.

y

T

Ficure 3.13 — Tangent a la courbe d’équation polaire p = 1 — 2 cos 6.

I’angle orienté  entre le vecteur ug et la tangente T' vérifie
0 1—2cosf
tan = p/( ) = .COS
0'(0) 2sin 6
Enog=7%

5 onatang = % alors ¢ = arctan % la tangente T' a la courbe paramétrée v au point

de coordonnées polaires (1, %) et d’angle orienté ¢ = arctan .
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Définition 3.7

Soit v : I — R? une courbe paramétrée définie par I’équation polaire p = p(6).

Si 0y € RU{—o00,+00} est une borne de l'intervalle I. On dit que la courbe paramétrée

v admet une branche infinie en 0y si elirgl |p(6)| = +oc.
—bo

Exercice 3.2

. e A ). ) . sin 6 cos
Soit v courbe paramétrée définie par I’équation polaire p = ————.
. sin @ — cos 6
Etudier les branches infinies.

Solution
La fonction p est définie sur R \ {% + km, k € Z}.

. . . . ™
On va étudier la branche infinie en 6 = T ona

. . 1 . .
im | ——— | = +oocar lim sinfcosf = — et lim sinfh — cosf = ot
gzt sinf — cosd 6T+ 2 gzt

donc x(0) = p(0) cos et y(0) = p(0) sin O tendent vers +o00. On a donc une branche infinie.

sin 6 cos 0

1
On regarde alors lim lim tanf =1let lim y(0) —z(0) = lim sinfcosf = —.
8 0—=F z(0) 03+ -2+ y(0) © -+ 2
i 1
De méme lim |w] =400, lim v(0) =1ler lim y(0)—z(0) = -,
9—z~ sinf — cos 0z~ x(0) 9z~ 2

on a donc une asymptote d’équation y = x + %

Ficure 3.14 — Asymptote d’une courbe en coordonnées polaires.

3.3 Courbure

Définition 3.8

Soient 7y : I — R? une courbe paramétrée réguliére et T(t) (resp. N(t)) le vecteur

tangent unitaire (resp. normal unitaire) d .
Le repére (y(t),T(t), N(t)) est de Serret-Frenet de v en't € I si (T'(t),N(t)) est une

base orthonormée directe de R2.
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Ficure 3.15 — Repére de Serret-Frenet dans R2.

Proposition-Définition 3.1

Soient v : I — R? une courbe par sa longueur et (v(s),T(s), N(s)) le repére de

Serret-Frenet en s € I, alors il existe une fonction k : I — R de classe CT° telle que
Vsel, T'(s) = k(s)N(s). (3.2)

1. Le nombre k(s) est appelé la courbure algébrique de ~.

2. Le nombre K(s) = |k(s)| est appelé la courbure de .

(s)

3. Le nombre R(s) = % est appelé le rayon de la courbure de .

Démonstration

Onapourtout s € I [|[7/(s)|| =1etT(s) =7(s).

En dérivant (T'(s),T(s)) = 1 on obtient 2(T"(s),T(s)) = 0, i.e. T'(s) et T(s) sont
orthogonaux, alors 7”(s) et N (s) sont colinéaires c’est-a-dire il existe une fonction

k: I — R de classe CT telle que pour tout s € [

T'(s) = k(s)N(s).

Remarque 3.3
Pour tout s € I, K(s) = |[|T"(s)|| = || (s)]]-

Exemple 3.12

On considere la courbe paramétrée ~ définie sur R par

y(s) = (r cos(g),rsm(;)), r> 0.

7 est paramétrée par sa longueur car 7/(s) = (— sin(f), cos(f)), Y (s)]| =1
r r
-1 s, —1 s 1
"(s) = (— sin(2), —sin(2)) et K(s) = |T"(s)]| = [|V"(s)]| = -
/(s) = (—sin(®), Lsin(%)) et K(s) = [T(3)] = ()] =
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Proposition 3.4. (Formules de Serret-Frenet)

Soient~y : I — R? une courbe paramétrée par sa longueur et (y(s), T(s), N(s)) le repére
de Serret-Frenet en s € I si K(s) la courbure de v, alors

T'(s) =k(s)N(s)
N'(s) = —k(s)T(s)

Démonstration

1) La premiére formule a été déja montrée voir (3.2).

2) En dérivant (N(s), N(s)) = 1 nous obtenons (N'(s), N(s)) = 0 alors N'(s) et N(s)
sont orthogonaux, ainsi il existe a € R, tel que N'(s) = aT'(s).

En dérivant (T'(s), N(s)) = 1 nous obtenons

(T"(s), N(s)) + (T(s), N'(s)) = 0,

(k(s)N(s),N(s)) + (T(s),aT(s)) =0 < k(s)+a=0

& a=—k(s).

Définition 3.9

Soient v : I — R? une courbe paramétrée réguliére et o : J — R? une courbe
par sa longueur telles que v et « sont équivalentes, (i.e. il existe ¢ : [ — J, CT
difféeomorphisme tel que y(t) = a(o(t)) = a(s) ).

La courbure K (t) de v est définie par K (t) = Ko(s) = Ka(¢(t)), ou Ko(s) est la

courbure de o

Proposition 3.5

Soient v : I — R? une courbe paramétrée réguliére et (y(t), T(t), N(t)) le repére de

Serret-Frenetent € I, si K(t) la courbure de , alors

| det(7'(2),7"(£))]

KO = mPe

Démonstration

Soit a : J — R? une courbe par sa longueur telle que v et a sont équivalentes, (i.e. il
existe ¢ : I — J, C*T* difféomorphisme tel que y(t) = a(¢(t)) = a(s)), t € [ ets € J,
¢'(t) = [l @)l o

Notons v(t) = ||¥/(¢)|], ona T (t) = @l donc 7/ (t) = v(t)T5(t),

en dérivant 7/ (t) = v(t)T(t) on obtient, " (t) = v'(t) T (t) + v(t)T:(¢),
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en utilisant la Proposition 2.3, on a,

T,(t) = [V (DN Te(s) = v(t) Ka(s)Nals) = v(t) Ky (t) Ny (t)

et donc 7 (t) = v/ (£)T (t) + v(t)? K, (t) N, (t) et

| det(v'(£),7" (1)) = v(#)* Ky (t)] det(T (), Ny(£)] = |17 (£) [P 5 (), car

det(T%(t), N4(t)) = 1. Ce qui compleéte la preuve. [ |

#  Exercice 3.3

On considere la courbe paramétrée ~y définie sur R par
v(t) = (Rcos®t, Rsin®t), ReR%.
1. Déterminer les points ou la courbe -y est réguliere.
2. Déterminer la courbure.
Solution
1. Ona+/(t) = (—3Rsintcos®t,3Rcostsin’t) et |y (t)|| = 3R|sint cost
IV ()] :o@tzkmutzgwmakez.

, alors

Ainsi la courbe est réguliére sauf les points t = km ou t = % + kmouk € Z.
2. Ona~'(t) = (—3R(cos®t — 2sin®tcost), 3R(—sin®t + 2 cos? tsint)) et
| det(¥'(t),7"(t))] = 9R? sin® t cos® t d’out
1

Kt)= —F7——.
(t) 3R|sint cost]|

Définition 3.10

Soient v : I — R? une courbe paramétrée réguliére et et (y(t),T(t), N(t)) le repére
de Serret-Frenet en t € I, si K(t) la courbure de ~y. Le cercle de centre c(t) = ~(t) +
R(t)N(t) et de rayon R(t) = % est appelé le cercle osculateur.

() T(t)

Ficure 3.16 — Cercle osculateur.

Exemple 3.13

On considere la courbe paramétrée «y définie sur | — 1, 1| par

vi(t) = (V1= 1),
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La courbure de ~y est

1
et (0),4"0)] P B
EO="nmr - 1 k.

Vi

et rayon de la courbure est R(t) = 1.
De plus T'(t) = (V1 —t2,—t) et N(t) = (—t, —vV1 — t?),
alors c(t) = y(t) + R(t)N(t) = 0.

Le cercle osculateur est le cercle de centre 0 et de rayon 1.

3.4 Tracé des courbes paramétrées planes

3.4.1 En coordonnées cartésiennes

Le plan d’étude d’une courbe paramétrée plane v définie par ~(t) = (x(t), y(t)) est donné
par les étapes essentielle suivantes.
1. Commencer par rechercher I’ensemble de définition commun aux fonctions x et .
2. Essayer de réduire I’ensemble d’étude en utilisant les périodicités de x et de y, ainsi que leurs
parités ou leurs symétries.
Dresser le tableau de variation des fonctions x et y.
Rechercher les points stationnaires et étudier I’allure de la courbe au voisinage de ces points.

Rechercher et étudier les points d’arrét et les branches infinies.

S v okow

Tracer la courbe.
Exercice 3.4

Tracer le support I' de la courbe paramétrée plane ~ définie sur R par

v(t) = (sin(2t), sin(3t)).
Solution
Les fonctions x : t — sin(2t) et y : t — sin(3t) sont définies et continues sur R. La fonction x
est périodique de période T et la fonction y est périodique de période %’r La plus petite période
commune est 2. 1l nous suffit donc de tracer I" sur un intervalle de longueur 2.

Les fonctions x et y sont impaires, on en déduit que le point (x,y) est de T si, et seulement
si, le point (—x, —y) est de T'. Nous pouvons donc restreindre I’ensemble d’étude a I’intervalle
[0, 7] . Nous tracerons I" sur I'intervalle [0, ], le reste du T' s’obtenant par la symétrie centrale
par rapport a (0,0).

Notons enfin que x(m —t) = —x(t) et y(m —t) = y(t). Par conséquent, il nous suffit
d’étudier T' sur Uintervalle [0, T]. la portion de ' sur I'intervalle [, 7] s’obtient alors par la
symétrie par rapport a ’axe Oy.

T

Dressons maintenant le tableau de variations des fonctions x et y sur lintervalle [0, 5|.
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K 3 3
x 2 + 1 + 0 -2
P
3
0 0
Y 3 + 0 - 3y2 0
l—
y / V2
\
0 2 1

On trace T" sur [0, 5], puis son symétrique par rapport a I’axe Oy, puis son symétrique par

rapport a (0,0).

Ficure 3.17 — La courbe paramétrée () = (sin(2t), sin(3t)).

3.4.2 En coordonnées polaires

le plan d’étude d’une courbe paramétrée plane -y définie par 1’équation polaire p = p(#) en

coordonnées polaires, est donné par les étapes essentielle suivantes.

. Ensemble de définition, période, symétries, ensemble d’étude.

. Tableau de variations , 0, p(f), signe de p et p'.

1

2

3. Branches infinies.

4. Points essentiels et leurs tangentes.
5

. Tracé de la courbe

Exercice 3.5

Construire la courbe paramétrée plane d’équation polaire p(f) = 1 — cos 6.

Solution

On va étudier la courbe d’équation p(6) = 1 — cos 6 en coordonnées polaires.

p(0) est définie sur R, 27 périodique et paire. On va donc étudier la fonction sur [0, 7| et il

faudra compléter la courbe par une symétrie par rapport a Ox.

On a p'(0) = sin 0 qui permet d’avoir le tableau de variation
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0 0 @

0 0 + 0

2

P /
0

p(@) 1—cosf 0. . 0
tan o = = — tan(=), ie. o = —.
W= 00) T sind an(z). ie. o =3

Enfd =0, p=_0etp=0,ie. latangente en 0 = 0 est horizontale.
T
Enf=mp=2etp= 5 i.e. la tangente en 0 = T est verticale.
Comme 0 < p < 2 alors la courbe est bornée, incluse dans le disque de rayon 2, centré a

lorigine. Il n’y a pas de branches infinies.

Ficure 3.18 - La courbe d’équation polaire p(f) = 1 — cos .

Exercices

Exercice 3.6
Déterminer 1’allure des courbes paramétrées suivantes au voisinage de 0.
L y(t) = (t* + 3,15, t e R.
t2 t2

2. v(t) = (——,——), t e R\ {—-1}.

10 = (g g € RV
3. 9(t) = (B In(t +1),t3(e!” — 1)), t €] — 1, +o0].
Exercice 3.7

On considere la courbe paramétrée y définie sur R \ {—1, 1} par :

1) = (g )

1. Etudier les asymptotes de la courbe paramétrée .
2. Déterminer la position de la courbe paramétrée  par rapport a ses asymptotes.

Exercice 3.8

Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes

2 (t—2)?
1. ~(t) = teR\{-1,1}.
10 = ok RV L
cos“t
2. y(t) = (sint, ——), t€R.
7(®) (Sm’2—cost)’ <

ZAGANE Abderrahim 2025




3.4 Tracé des courbes paramétrées planes 63

3. y(#) = (tan % sint), t € R.
Exercice 3.9
Tracer les courbes définies en coordonnées polaires par
1. p(f) =1+ cosh, 0ecR.
2. p(6) = Vcos20, 0 €R.
3. p(0) = m ER.
Exercice 3.10
On considére la courbe paramétrée (Tractrice)
v: Rt — R?
1
b (t—tanht, ——).
1. Déterminer la courbure de ~.
2. Déterminer le cercle osculateur de ~.
Exercice 3.11
On considere la courbe paramétrée (Cardioide)
v: R — R?
t — ((1—cost)cost, (1 —cost)sint).
1. Déterminer les points ou la courbe -y est régulicre.
2. Déterminer la courbure.
Exercice 3.12
On considere la courbe paramétrée :
v: [0,27] — R2
t  +— (e'cost,elsint).
1. Determiner le repere de Serret-Frenet de .
2. Déterminer la courbure de ~.
3. Déterminer la longueur de ~.

4. Déterminer le cercle osculateur de .
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4.1 Etude locale des courbes gauches

L espace affine R? est rapporté a un repére orthonormé (O ;, 7. k).
p PP P W

4.1.1 Tangente, plan osculateur

Définition 4.1.

Soient vy : I — R> une courbe paramétrée, to € I et uy € R>.

Ladroite D = ~(tg)+vect(ug) est tangente a~y entq siy(t) = v(to)+A(t)uo+A(t)e(t) ont

A une fonction définie sur I, € une fonction vectorielle définie sur I et tlir? e(t) = (0,0,0).
—to

Définition 4.2.

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée, to € I et ug, vy € R3.

Le plan P = ~(tg) + vect(ug, vo) est osculateur a vy en tg si

1. v admet une tangente dirigée par ug en t,

2. y(t) = y(to) + M (t)uo + Aa(t)vo + Aa(t)e(t), ou A1, A2 sont des fonctions définies

sur I, € une fonction vectorielle définie sur I et tli_)rgl e(t) = (0,0,0).
0

Ficure 4.1 — Plan osculateur.

Exemple 4.1

La courbe paramétrée
v:R — R?
_ 2,3
1) Ona, y(t) = v(0) + ti + t(t ] + t2 k) et (t] + t2k) =, (0,0,0).
_>
Donc v admet une tangente horizontale en ¢ = 0 dirigée par le vecteur vy = i
2) D’une autre part () = v(0) + ti + t2] + t2(tk) et (tk) vl (0,0,0).
%

Donc v admet un osculateur en ¢ = 0 engendrée par les vecteurs i, f, i.e. le plan zOy.
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Proposition 4.1

Soit v : I — R> une courbe paramétrée, Supposons qu’il existe deux entiers ¢ > p > 2

et deux vecteurs non colinéaires uy, et vg tels que

¥(t) = v(to) + (t — to)Pup + (t — to)Tvg + (t — to)%e1(2) et }H? e1(t) = (0,0,0),
0

alors

1. La droite D = ~(to) + vect(uy) est tangente a vy en t.

2. Le plan P = ~(ty) + vect(up, vq) est osculateur a -y en ty.

Démonstration
1. Revenir a la définition 4.1.1 d’une tangente, en posant

up = up et A(t) = (t —to)P ete(t) = (t — to)P[(t — to)? Pvg + (t — to)%e1(2)].
2. Revenir a la définition 4.1.1 d’un osculateur, en posant

)\1(15) = (t — t())p, )\Q(t) = (t — to)q, Uy = Up, Vg = Vp €t E(t) = El(t).

Proposition 4.2

Soit v : I — R> une courbe paramétrée réguliére, alors
1. ~ admet une tangente D dirigée par le vecteur ' (to) en tout ty € 1.

2. Si~y(to) = (zo,y0, 20) et ¥ (to) = (z(, vy, 2), alors D est donnée par les équations

Yol — x0) = xp(y —0) , 20(x — 7o) = 7p(2 — 20)-

Démonstration

1. Puisque v est dérivable en tout ¢y € I, alors

v(t) =7(to) + (t — t0)7'(to) + (t —to)e(t) et lim £(t) = (0,0,0).

t—to
Revenir & la définition 4.1.1 d’une tangente en posant ug = ' (to) et \(t) = (¢t —to).
2. Sivy(t) = (x,y, z) alors les vecteurs fy(to)fy(ti et 7/(to) sont colinéaires, alors il existe
A € R tel que 'y(to)v(ti =\ (tp), i.e.

r—x9 = Az
T — X0 Y—1Yo Z— 20
/ J— — _
Y—1Y :Ayo S A= 7 - T 7
, Lo Yo 20
Z—zp =A%

d’ou les équations y{,(z — xo) = z{(y — yo) et z{(x — zo) = z((z — 20).

Proposition 4.3

Soit v : I — R> une courbe paramétrée. Si v a un point birégulier en ty € I, alors

1. ~ admet un osculateur P = ~(tg) + vect(v'(to),~" (to)) en to.
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2. Si y(to) = (x0,Y0,20), ¥ (to) = (x4, Y4, 2) et ¥ (to) = (23,94, 20 ), alors P est

donnée par I’équations

T—x0 TH, T

y—yo Yo Yo | =0 4.1)

z—20 2y 2

Démonstration

1. D’apres la formule de Taylor-Young en tg € I alors

/ (t - t0)2 " 2
v(t) = ~(to) + (t —to)Y (to) + — (to) + (t —to)"e(t)

avec tlgltrt e(t) = (0,0,0).
Revenir a la définition 4.1.1 d’un osculateur en posant ug = ~'(to), vo = 7" (to),
A1 (t) = (t —to) et Aao(t) = (t — to)>.
2. Siv(t) = (z,y, 2) alors les vecteurs y(to)y(t), ¥'(to) et v"(to) sont colinéaires, alors
det(v(to)(t), 7' (t0), " (to) = 0 d’o
r—x0 T
y=vo ¥ v | =0

z—z0 2y %

4.1.2 Plan normal

Définition 4.3

Soient 7y : I — R3 une courbe paramétrée et D = (to) + vect(ug) la tangente a +y en

to € 1. Le plan orthogonal a la tangente D est appelé plan normal a y en t.

.,

Tangente

Plan osculateur

Ficure 4.2 — Plan normal, osculateur et la tangente.
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Proposition 4.4

Soit v : I — R? une courbe paramétrée réguliére et to € I, alors

1. Le plan normal a 7 en tg est orthogonal a ~'(t).
2. Si vy(to) = (wo,y0,20) et v (to) = (xf, Yo, 2,), alors le plan normal a ~y en t( est

donnée par I’équations

o(z — z0) + ¥o(y — y0) + 20(2 — 20) = 0.

Démonstration

1. D’apres la Proposition 4.2 la tangente a ~y est dirigé par v'((), alors le plan normal a
en t( est orthogonal a v/(t¢).

2. Siy(t) = (z,y, z) alors les vecteurs m et v/ (to) sont orthogonaux, d’ou

(v(t0)v(t),7"(t0)) = 0 & zp(x — 20) + Yoy — vo) + 20(2 — 20) = 0.

#)  Exercice 4.1

Soit la courbe paramétrée
v:R — R?
t o= () = (3,2, +1).
Déterminer les équations de la tangente, du plan osculateur et du plan normal en £y = 1.

Solution

On va déterminer la tangente, le plan osculateur et le plan normal en to = 1, on a
y'(t) = (3t%,2t,1) er ~"(t) = (6t,2,0),
alors

v(1) = (1,1,2) , 7'(1) = (3,2,1) et v"(1) = (6,2,0).

1. Les équations de la tangente D sont

2 -1)=3y—-1),2—-1=3r-2)cr—-—1=—-(y—1) =3(z—2).

2. L’équation du plan osculateur P, est

xr—1 3 6
y—1 2 2 |=0&2-3y+32—-4=0.
z—2 1 0

3. L’équation du plan normal Ps est

3z—1)+20y—1)+1(z—2)=0<3x+2y+2—6=0.
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Ficure 4.3 — Courbe paramétrée, tangente, plan osculateur et plan normal.

4.2 Etude métrique des courbes gauches

4.2.1 Repere de Serret-Serret-Frenet

Définitions 4.1

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliére et T(t) (resp. N(t)) le vecteur

tangent unitaire (resp. normal unitaire) d .

1. Le repére (vy(t),T(t),N(t),B(t)) est de Serret-Frenet de v en t € I si
(T(t), N(t), B(t)) est une base orthonormée directe de R3, ou B(t) = T(t) AN(t).

2. (T(t),N(t), B(t)) est appelée triédre de Serret-Frenet .

3. Le vecteur N (t) est appelé le vecteur normal principale a la courbe 7.

4. Le vecteur B(t) est appelé le vecteur binormal a la courbe .

F1GUre 4.4 — Repere de Serret-Frenet dans R3.
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Remarques 4.1

Si (y(¢),T(t), N(t), B(t)) est repére de Serret-Frenet en ¢ € I, alors.
1. La droite v(t) + vect(T'(t)) est la droite tangente a -y en ¢.

2. Le plan y(t) + vect(T'(t), N(t)) est le plan osculateur a -y en t.
3. Le plan y(t) 4+ vect(N(t), B

(t)) est le plan normal & y en t.

4.2.2 Courbure, torsion

Définition 4.4

Soient v : I — R3 une courbe par sa longueur et (y(s),T(s), N(s), B(s)) le repére de

Serret-Frenet en s € 1, alors.
1. Le nombre K (s) = ||T(s)|| = 17" (s)|| est appelé la courbure de .
2. Le nombre R(s) =

K(s) est appelé le rayon de courbure.

1. Le point v(s) + R(s)N(s) est appelé le centre de courbure.

Proposition-Définition 4.1

Soient vy : I — R3 une courbe par sa longueur et (y(s), T(s), N(s), B(s)) le repére de

Serret-Frenet en s € I, alors il existe une fonction de classe C*>® 1 : I — R telle que
pour tout s € 1
B'(s) = 7(s)N(s).

Le nombre 7(s) est appelé la torsion de .

Démonstration

En dérivant B(s) = T'(s) A N(s) nous obtenons,

B'(s) =T'(s) AN(s)+T(s) ANN'(s) =T(s) NN'(s) car T'(s) et N(s) sont colinéaires,
alors B’(s) et T'(s) sont orthogonaux.

En dérivant (B(t), B(t)) = 1, nous obtenons, 2(B(t), B(t)) = 0 par conséquent B’(s) et
B(s) sont orthogonaux.

Alors B’(s) est orthogonal a la fois 2 T'(s) et & B(s) donc B’(s) est orthogonal & N (s)
(N(s) = B(s) NT(s)) c’est-a-dire, il existe une fonction 7 : I — R telle que pour tout
sel

Proposition 4.5. (Formules de Serret-Frenet)

Soient v : I — R3 une courbe par sa longueur et (y(s),T(s), N(s), B(s)) le repére de

ZAGANE Abderrahim 2025




4.2 Etude métrique des courbes gauches 71

Serret-Freneten s € I, si K(s), 7(s) la courbure, la torsion de 7y respectivement, alors
T'(s) = K(s)N(s)
s) =—K(s)T(s) = 7(s)B(s)

1. Puis que N(s) = HT:ES;H et K(s) = ||T"(s)] alors T"(s) = ~"(s) = K(s)N(s).

S
2. En dérivant N (s) = B(s) A T'(s) nous obtenons,

N'(s) = B'(s)\NT(s)+ B(s) ANT'(s)
= 7(s)N(s) ANT(s)+ B(s) NK(s)N(s)
= —7(s)B(s) — K(s)T'(s).

4, Exercice 4.2

Soit la courbe paramétrée
v:R — R?
t +— ~(t) = (acoss,asins,bs), a,bcReta®+0b*=1

Déterminer la courbure et la torsion de ~.

Solution

Ona~'(s) = (—asins,acoss,b) et |7 (s)|| = 1 d’out v est paramétrée par sa longueur.
T(s) =9'(s) = (—asins,acos s,b) et T'(s) = (—acos s, —asin s,0), alors
K(s)=|T"(s)ll = a

T'(s) _
V= o = ¢
B(s) =T(s) AN(s) = (bsins, —bcos s, a)

et B'(s) = (bcos s,bsins,0) = —bN(s)
dout(s) = —b.

Définition 4.5

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliére et o : J — R une courbe par sa

—cos s, —sin s, 0),

longueur telles que ~y et o sont équivalentes ( il existe ¢ : I — J CT difféomorphisme

tel que 7(t) = a((t)) = afs) ).

La courbure K (t) et la torsion 7., (t) de ~y sont définies par
K5 (t) = Ka(s) et 7(t) = Ta(s),

ot K (s) et 7,,(s) est la courbure et la torsion de o respectivement.

ZAGANE Abderrahim 2025




4.2 Etude métrique des courbes gauches 72

Proposition 4.6

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliére et (y(t), T(t), N(t), B(t)) le repére

de Serret-Frenetent € I, si K(t), T(t) la courbure, la torsion de =y respectivement, alors

V() AY(2) K(t) = ') A" (@]

_ —(Y' () AY'(1),7"(2))
I/ (&) A" @)1 Iy @13 '

B(t) I (&) A" ()17

et T(t) =

Soit « : J — R3 une courbe par sa longueur telle que ~y et a sont équivalentes ( il existe
¢ : I — J C*T*° difféomorphisme (I’abscisse curviligne) tel que v(t) = a(¢(t)) = a(s))
teletse J, ¢'(t) =+ ()]

Notons v(t) = [|/(t)|, ona T (t) = ”::;(g donc 7/ (t) = v(t)T(t),

en dérivant une seconde fois on obtient, 7" (

en utilisant la Proposition 2.3, on a
Ti(t) = IV OITA(s) = v(t) Ka(s)Na(s) = v(t) K (1) Ny (t)
etdonc v (t) = o' (t)Ty(t) + v(t)* K (t) N, (1) et
() A(E) = oK (DT, (8) A N (£) = v()PK (8) B, 1)
Ce qui démontre la premicre et la deuxieme égalité.
En dérivant une fois de plus, on obtient " (t) = a(t)Ty (t)+b(t) N (t)—v(t)3 K (t) 7 () By (t).
ou a(t) et b(t) sont deux fonctions a valeurs réelles que nous n’avons pas besoin d’expliciter.
On en déduit que (7/(£) A" (£), 7" (1)) = —v(t)S K (627, (1) =~/ (1) A" (D127 ().

Ce qui démontre la troisieme égalité. |

La courbure (resp. la torsion ) mesure la variation de T'(¢) (resp. B(t) ) c’est -a-dire le

courbement (resp. la tendance ) de la courbe.

4> Exercice 4.3
Soit la courbe y : R — R? définie par v(t) = (e, et v/2t).
1. Vérifier que ~y est réguliere .
2. Calculer la courbure K (t) et la torsion 7(¢) de 7.

Solution

t) = (—v2e7t, V/2et,2) et |/ (t) AY"(t)|| = 2v/2cosh .
|

(
Donc K (t) 7' A" _ 2v/2cosht _ 1 |
v @) Scosh®t ~ 2v/2cosh?t
~"(t) = (et’ _e_t,O) et (v (£) Ay (£),7" (1)) = W1
Doir(t) = —X WA A"W) V2 1
/() A~"(t)]|? 8cosh®t  2v/2cosh?t
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Exercices

Exercice 4.4
On considere la courbe paramétrée ~y définie par
v: R - R3
t = ) =1+t -3, 1+8).
1. Montrer que cette représentation est réguliere.
2. Donner un systéme d’équations cartésiennes de la droite affine de R? tangente 2 la courbe
au point y(1).
3. Donner une équation du plan affine de R? normal  la courbe au point y(1).
Exercice 4.5
1. Déterminer la courbure et la torsion de la courbe v : R — R3 définie par v(t) = (¢, 2, t3).
2. Déterminer le plan osculateurent =0Oetent = 1.
Exercice 4.6
Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliere et (y(t),T(t), N(t), B(t)) le repere de
Serret-Frenet de «y en ¢ . Si K (¢) est la courbure de y et 7(t) est la torsion de ~.
Montrer que : la courbe y est plane si et seulement si 7(¢) = 0.
Exercice 4.7
On considere la courbe paramétrée :
v: R — R3
t = () = (3t —3,3t2, 3t + t3).
1. Montrer que ~y est réguliére.
2. Calculer la courbure K (t) et la torsion 7(¢) de .
Exercice 4.8
On considere la courbe paramétrée :
v: R — R3

t +— ~(t) = (acost,asint,bt), a,beReta>0.
1. Montrer que la courbe ~ est réguliére.
2. Calculer la courbure K (t) et la torsion 7(¢) de .
3. ~ est-elle plane ? si oui déterminer les valeur de a et b.
Exercice 4.9
Calculer la courbure K () et la torsion 7(¢) de «y dans les cas suivantes.
1. v : R — R3 définie par y(t) = (cost,sint, cosht).
2. v : R — R3 définie par v(t) = (cosht,sinht,t).
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5.1 Généralités sur les surfaces paramétrées

5.1.1 Définitions et exemples

Définition 5.1

1. Une surface paramétrée de R> est une application
p:UCR? —» R?
(u,v) = o(u,v) = (z(u,v),y(u, ), 2(u, v))
de classe C1t°, on U est un ouvert de R2.

2. L'image de U par ¢ est appelé le support de la surface paramétrée ¢ (surface

géométrique) noté S = (U) = {p(u,v) € R3, (u,v) € U}.

Ficure 5.1 — Surface paramétrée.

Exemple 5.1 (Cylindre de révolution)

Le cylindre de révolution C' de R? est paramétrée par
@0:[0,2n1] xR — R3
(u,v) +—  @(u,v) = (rcosu,rsinu,v).

C = {(z,y,2) eER® 2?2 +4* =1}, r>0.

(0(1.!,\;}
~ - -/‘ ~
7 v y

Ficure 5.2 — Cylindre de révolution.
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Exemple 5.2 (Sphere)
La sphere S? de R? est paramétrée par
@:[0,2n] x [0,7] — R3
(0,0) — p(¢,2) = (rcos¢psinb, rsindsinb,rcosu).

S* ={(z,y,2) eR® 2® +y” +2* =1}, r>0.

F1GUre 5.3 — Sphere S2.

Exemple 5.3 (Cylindre elliptique)

Cylindre elliptique C est une surface paramétrée par
¢:[0,21] xR — R?

(u,v) +— @(u,v) = (acosu,bsinu,v).

o , a2 y2_ .
—{(x,y,z)ER,ﬁ—l—ﬁ—l}, a,beR".

Ficure 5.4 — Cylindre elliptique.

Exemple 5.4 (Paraboloide hyperbolique)

Paraboloide hyperbolique Py est une surface paramétrée par
¢:R? —» R3

(w,v) = o(u,v) = (ay, bu, h(u® — U2)).
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3 % z? yz *
Pu ={(z,y,2) €R b i b—2}, a,b,h € R*.
Ficure 5.5 — Paraboloide hyperbolique.
Exemple 5.5 (Paraboloide elliptique)
Paraboloide elliptique Pg, est une surface paramétrée par
¢:Rx[0,27r] — R3
(u,v) = p(u,v) = (ucosv,usinv, u?).
P = {(xaya Z) € R37 z = 1? + Z/2}~
X
1 \\\:\\g\\:gg::::g: v 1’:"’:'2’::2’::”0
0 0.5
0 0.5 —0.5
Ficure 5.6 — Paraboloide elliptique.
Exemple 5.6 (Ellipsoide)
Ellipsoide £ est une surface paramétrée par
T
o:[-=,=]x[0,21] — R?
2°2
(u,v) = @(u,v) = (acosucosv,bcosusinv,csinu).
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2 2 2

[ .
52{(Cc,y,z)€R3,ﬁ+bf2+§=1}, a,b,c e R*.

Ficure 5.7 - Ellipsoide.

Définition 5.2

0
Une surface paramétrée o : U — R? est dite réguliére si pour tout (u,v) € U, 8—(p(u, v)
u
0

et 2 (u,v) sont libres.

ov

1. Par la suite, on considére pour tout (u,v) € U

9L o) = 9 ) =
8U (U,U) - cpu(u,v) et 81} (U,U) - @’U(uav)'

2. @y (u,v) et p,(u,v) sont libres < ¢, (u, v) A @, (u,v) # 0.

3. pestréguliere < @y, (u,v) A @,(u,v) # 0.

Exemple 5.7
La surface paramétrée
p: R? — R?
(u,v) = (u+v,u—v,u+0?),

est réguliere car , o, (u,v) = (1,1, 2u) et ¢, (u,v) = (1, —1, 2v) sont libres.

5.1.2 Plan tangent a une surface paramétrée

Définition 5.3

Soit ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S.

Le plan tangent a la surface paramétrée © au point p = o(u,v), est le plan affine passant

par p et engendré par les vecteurs @, (u,v) et @, (u,v), noté T),S, i.e.

TpS = p + vect(pu(u, v), pu(u, v)).
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Le vecteur normal unitaire a ce plan tangent T},S est le vecteur

— n(p) = Pu(u, v) A y(u,v)
n(u,v) = n(p) lpu(u, v) A @p(u,v)]|

©1s
< s
v

Ficure 5.8 — Plan tangent a une surface paramétrée.

Remarque 5.2

Lensemble {p,(u,v), ¢y (u,v)} est une base de T),5.

4 Exercice 5.1
Soit surface paramétrée
¢:R* - R
(w,v) — (u—v,u®+ 0% u? —v?).

1. Déterminer les points régulieres de .
2. Déterminer I’équation cartésienne du plan tangent a ¢ au point p = ¢(2, 1).
Solution
1. On va déterminer les points réguliéres de la surface paramétrée .

ou(u,v) = (1,2u,2u), p,(u,v) = (=1, 2v, —2v).

On pose (ou N @y)(u,v) = (b1, ba, b3), alors

2u 2u 1 2u
b = = —8uv, by = — =2(v —u),
20 —2v -1 —2v
1 2u
by = =2(v+ u).
-1 20

(P A o) (u,v)|| =0 < /8(8u?v? +u2 4+ v2) =0 u=v=0.
@ est réguliére sur R? \ {(0,0)}.
2. On va déterminer I’équation cartésienne du plan tangent a @ au point p = ¢(2,1).
TS = ¢(2,1) + vect(vy(2,1), pu(2,1)), ©(2,1) = (1,5, 3),
(ou N @p)(2,1) = (—16,—2,6) alors
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M(z,y,2) € TpS  pM L(pu A ) (2,1) & —16(x — 1) — 2(y —5) + 6(2 — 3) = 0

d’ou I’équation cartésienne est 8x + 1y — 3z — 4 = 0.

Définition 5.4

Une application h : U — R3 de classe CT> est dite immersion sur U, si pour tout

(u,v) € U, Jacp(u,v) est de rang égal a 2, ou Jacp(u,v) est la matrice Jacobienne de

h au point (u,v).

Remarques 5.1

1. Jacy(u,v) est de rang égal a 2 < hy,(u, v) et hy(u, v) sont libres.

2. Toute immersion sur U est une surface paramétrée réguliere.

Définition 5.5

Soit W un ouvert de R3. Une application f : W — R de classe Ct> est dite submersion

sur W, si pour tout (x,y,z) € W, Jacs(x,y, z) est de rang égal a 1.

Remarques 5.2

1. Jacy(x,y, z) estderang égal a 1 & (fu(x,y, 2), fy(x,y, 2), f2(x,y,2)) # (0,0,0).

2. Le vecteur (f(z,y, 2), fy(x,y, 2), f-(z,y, 2)) est appelé gradient f noté grad f(x,y, z)
ouVf(x,y,z).

Proposition 5.1

Soient W un ouvert de R? et f: W — R une submersion, alors localement I’ensemble

S = {(z,y,2) € W, f(z,y,2) = 0} peut étre décrite par une surface paramétrée

réguliére, de plus le vecteur normal unitaire a S en (z,y, z) est

n(z,y,2) = grad f(z,y, 2)
2 = grad f(z,y, 2)|

Démonstration

Soit (xg,yo,20) € S, alors f(xo,y0,20) = 0 et grad f(zo,yo,20) # 0, puis que f est
une submersion, supposons que f»(zo, Yo, 20) # 0. D’apres le théoréme des fonctions
implicites, il existe un voisinage ouvert U de (z¢, yo) dans R? et un voisinage ouvert I de

2o dans R et une application h : U — I de classe C° tel que : pour tout (x,y,z) € U x I

flx,y,2) =0< z = h(z,y)

fw(xayvz) fy(l’,y, Z)
de plus h = 1PN D T ot hy = T
€ plus x(x;y) fz(l»,:,_hz) ¢ y(x’y) fz(ﬂfayaz)
Alors I’application
p:U — R3

(u,v) —  p(u,v) = (u,v, h(u,v))
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1 0

est une immersion sur U, car Jac,(u,v) = | 0 1 de rang égal a 2.

hoy(u,v)  hy(u,v)
C’est a dire  est une surface paramétrée réguliére.

Si (¢z A wy)(x,y) = (b1,b2,b3),0na

10 he (2, y) — ho(ry) = M
b= 1 hy(z,y) = ~hale:3) fa(z,y,2)
_ 1 he(r,y) — _hz.y) = M
b= 0 hy(x,y) - hy( %) fz(x,y,z)’
10
b3 = - 1,
01
_ felasy,z) fyla,y, 2)
(pz A Soy)(l’,y) = (fz(ﬂf,y,z) F.(z g ) ,1).

~— ¢

C’estadire f.(z,y, 2)(gz Npy)(z,y) = grad f(z,y, 2),i.e. (9z Apy)(z,y) est colinéaire

agrad f(x,y,z) d’ou
grad f(z,y, z)
lgrad f(z,y, 2)||’

est le vecteur normal unitaire 2 S en (x,y, 2). |

n(x,y,z) =

Exercice 5.2
Soit S une partie de R3, telle que

S ={(z,y,2) € R® 2% +2y* — 2% = 2}.
1. Vérifier que S est une surface géométrique.
2. Déterminer 1’équation Cartésienne du plan tangent a S au point p = (3,3, 5).
Solution
1. L’application

f:R - R
(z,y,2) +— flz,y,2) =2 +2y* — 2> -2

est une submersion car pour tout (x,y, z) € S, car

g’l"(ldf(il?, Y, Z) = (va 4:'-/7 _22) 7& (07 07 0)>
d’ou S est une surface géométrique.
2. Onap=(3,3,5) € Setgrad f(p) = (6,12, —-10).
M(z,y,2) € TpS < pM L grad f(p) & —6(z — 3) + 12(y — 3) — 10(z — 5) = 0,

d’ou I’équation cartésienne est 3x + 6y — 5z — 2 = 0.
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5.2 Premiere forme fondamentale

5.2.1 Expression locale

Définition 5.6

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S et T,S le plan tangent

a Senp € S. On appelle premiére forme fondamentale en p de S notée 1, la forme

quadratique associée a la restriction du produit scalaire usuel de R® au TpS.

Siw € T,S, w = ap, + By, eta, B €R

I(w) = (pue+ oo, o+ 0uf3)
= {u, Pu)a” + 2(0u, 00)B + (v, u) B
= FEa’+2Faf + Gp>. (5.1
Ou E = (pu, pu)s F = (u, v) et G = (py, @,) sont appelés les coefficients de la premiere
forme fondamentale I dans la base (., @, ).

De I’équation (5.1), on a

w) = @a| - )"
F G B
Alors la premiére forme fondamentale I dans la base (p, ¢,) est représentée par la matrice
symétrique
E F
F G
Exemple 5.8
Soit surface paramétrée
¢:R* — R

(u,v) +—  (uv,u—v,u+v).
Onay, = (v,1,1) et ¢, = (u, —1,1) alors les coefficients de la premiére forme fondamentale

sont

E= <90ua‘PU> =0’ + 2, F' = (pu, pv) = uv, G = (‘Pv790v> = u’.

Soient p : U — R? une surface paramétrée réguliére de support S et T, »S le plan tangent
aSenpeS. Alors, la premiére forme fondamentale 1 est une forme quadratique définie

positive sur T},S.
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Démonstration

En utilisant I’expression locale de la premiére forme fondamentale (voir (5.1)), on a :
I(w) = Ea® + 2FaB + GB°.

pour tout vecteur w € 1,5, w = ap, + By, eta, B €R.
Pour que I soit définie positive, il faut que I(w) > 0 pour tout w € 7,5\ {0}.
Puisque £ > 0 et G > 0, la condition de positivité est équivalente a la négativité stricte du

discriminant de la forme quadratique :
A = 4(F% - EG).
Autrement dit, pour tout choix de o, 5 € R,
I(w) >0 <= F?-EG<O.
Or, par définition,
F? — EG = (pu, 90)” — (u, 0u) (pu, 0)-
En appliquant I’identité de Lagrange (voir la Proposition 1.12), on obtient :
F? — EG = ~|pu A wol® < 0.

Ainsi, la forme quadratique I est bien définie positive sur 7},S. [ |

5.2.2 Longueur d’une courbe paramétrée

Définition 5.7

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliére et p : U — R> une surface

paramétrée réguliére de support S.

7y est dite tracée sur S si pour tout t € I, y(t) = p(u(t),v(t)), i.e. elle existe
a:] - UCR?
t o= alt) = e(ud),o(t))

une courbe paramétrée réguliere telle que v = @ o a.

Ficure 5.9 — Courbe tracée sur une surface paramétrée.
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Proposition 5.2

Soient v : I — R une courbe paramétrée réguliére tracée sur une surface paramétrée

réguliére p : U — R3 de support S, si [a,b] C I. Alors la longueur de ’arc Y/la,b] A€ Y

est donnée par

b
o) = / VE@)? + 2Fu'v' + G(v')2dt.

Nous avons () = ¢(u(t),v(t)) et ¥'(t) = put’ + @0’

La longueur de la courbe paramétrée  est donnée par

b
by = | W ®lde.
a
Nous calculons :

V@I = V' ®,7 1)
=V
= V{®u Pu) ()2 + 2(u, o)u'V + (py, 00) (v')?
= VEW)? +2Fuv + G(v')2.

quu +</JU'U ‘Puu + o U>

{
{

Ceci complete la démonstration. |

1. En utilisant (5.1), on trouve :
I('(1) = [V (0)|? = E(u)? + 2Fu'v' + G(v)*. (52)

Pour avoir une formule plus courte et donc plus facile a retenir, en utilisant I’abscisse

- / I/ (8.

En utilisant (2.1) et (5.2) , on trouve ds = ||7/(t)||dt, alors

curviligne d’origine y(a),

ds® = |/(t)]%dr’
= (B@)*+2Fuv + GW)?)dt?
= E(dt)* + 2Fd dtv'dt + G(v'dt)?
= Edu® + 2Fdudv + Gdv®. (5.3)
2. D’une autre part on a : dp = @ du + @,dv,
dg® = (dp,dyp)
= {(pudu + udv, pydu + p,dv)

= (u, u)du? + 2(pu, py)dudv + (py, u)dv?
= Edu®+ 2Fdudv + Gdv?. (5.4)
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En utilisant les équations(5.1), (5.3) et (5.4), nous écrivons la premiere forme fondamentale I

sous la forme suivante :

1= Edu® + 2Fdu dv + Gdv?. (5.5)

Exercice 5.3

Considérons la sphere unité paramétrée par
o(u,v) = ( €Os 1 sin v, Sin u sin v, coS v) ,

ol (u,v) € [0,27] x [0, 7] et la courbe v(t) = p(u(t),v(t)) telle que
T ¢ T

R — — _ <t<
1 2», v()=5 -t 0<t<

Déterminer la longueur de I’arc v, [0,Z] de 7.

u(t) = In (cot(

v | 3

Solution

Cette courbe commence a I’équateur et s’enroule en spirale vers le pole Nord.

Ficure 5.10 — Courbe tracée sur la sphere unité.

D’apres un calcul simple, on constate que

oy = (—sinusinv,cosusinv,0),
©y = (cosucosv,sinucosv, —sinv),
ainsi
E=sin®(=—t), F=0G=1,
et
u = — ! , v =1,
sin(g — 1)
ce qui donne
E(u')* 4 2F (u'') + G(v')? = 7sin2(§ ) +1=2
sin?(§ — t) ‘
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Finalement longueur de I'arc 7y o, x| de vy sera

Jus
2

%
biog = /0 VE@W)? + 2Fu'v' + G(v)2dt

= /Og\/idt:%.

Corollaire 5.1

Soient o : U — R> une surface paramétrée réguliére. Si 0 est I’angle entre p, et p,,

alors
0 F
cosl = —.
vVEG
Démonstration
cosd {Qu, o)
leullllewl

(‘Pu, 901)) _ F

\/(‘Pu: @u) \/<9011a (Pv> \/m

Corollaire 5.2

Soient ¢ : U — R? une surface paramétrée réguliére. Alors les vecteurs ., et p,, sont

orthogonaux si et seulement si F' = (.

5.2.3 Aire d’une surface paramétrée

Définition 5.8

Soient o : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S et D C S un domaine

compact, on définit 'aire A de D par

A= / / 0 A ol do. (5.6)
e~ 1(D)

.

8§

Ficure 5.11 — L’aire d’une partie de surface paramétrée.
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Proposition 5.3

Soient o : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S et D C S un domaine

compact, alors I’aire de D est donnée par

A:// vV EG — F? dudv.
»~1(D)

En utilisant I’identité de Lagrange voir (la Proposition 1.12), on obtient

lou Aoll> = (PusPu) (Pos o) — (Pus ) = EG — F% > 0. (5.7)

En le substituant dans la formule (5.6) on, trouve
A= [ leunpdiuae=a= [ VEG—Fdude
¢=H(D) v~ (D)

Ceci compléte la démonstration. |

#) Exercice 5.4

Soit surface S paramétrée
¢:[0,2n] x [0,2] — R3
(u,v) — (u,v) = (e’ cosu,e’sinu,e’).

1. Vérifiez que les vecteurs ¢, et ¢, sont orthogonaux.
2. déterminez I’aire de S.
Solution
1. Nous allons vérifier que o, et , sont orthogonaux, on a @, = (—e"sinu, e’ cosu,0) et

vy = (e¥cosu,e’sinu,e’) alors les coefficients de la premiére forme fondamentale 1

sont E = {0y, 0u) = €2V, F = (pu, pu) = 0 et G = (py, p,) = 2€2°.
Puis que ' = 0, alors es vecteurs o, et p, sont orthogonaux.

2. Nous allons déterminer l’aire de S,

A = / VvVEG — Fdudv
27
= / /v 2e4vdu dv

2m
= V2 / du / e*dv
= ﬂ\f (e —1).
#)  Exercice 5.5
Le tore est la surface engendrée par la révolution d’un cercle C' autour d’une droite D de son
plan.

1. Déterminer une paramétrisation du tore.

2. Calculer I’aire de la surface du tore.
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Solution
1. Supposons que le centre du cercle C se trouve initialement dans le plan xOy sur ’axe Ox a

distance b de l'origine O et son rayon est égal a a, a < b. Aprés avoir tourné d’un angle 6

autour de ’axe Oz alors,

cosf =

T
b+r N

x=(b+r)cosb
(5.8)

sin@zm y=(b+r)siné

le vecteur rayon aprés avoir tourné d’un angle ¢ autour d’axe Oz alors
cos ¢ = Z = acos ¢
= 5.9
r = asin ¢

ISH I <N N

sing =
de les équations (5.8) et (5.9), on trouve
x = (b+ asin @) cosd
y=(b+asing)sinf
Z = acos¢
D’ou le tore est représenté par la surface paramétrée
®) € 10,27] x [0, 27].

©(0,¢) = ((b+ asin¢) cos, (b + asin¢)sinb,acos ¢), (6,

Ficure 5.12 — L’aire du tore.

2. Onva calculer Iaire de la surface du tore, on a
g = (—(b+asin @) sinb, (b+asin @) cos,0) et py = (acos ¢ cos b, acos ¢psinb, —asin ¢)
alors les coefficients de la premiére forme fondamentale 1 sont

= (b+asing)*, F = (pg, ) =0 et G

E = (pp,p9) =
A = // VEG — Fdu dv

/27r /27r (b+ asin¢)df de

= 2malbp + acos ¢)3™ = 4n2ab.

= (g, Po) = a

2025
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Exercices

Exercice 5.6
Soit la surface S de R? paramétrée par : ¢(u,v) = (4 cos . sinv, 4 sin u. sin v, 4 cos v)

ot (u,v) € [0,27] x [0, 7.

1. Déterminer le plan tangent a .S au point A = go(%, %) .
2. Déterminer la premieére fondamentale.
3. Calculer I’aire S.
Exercice 5.7
Pour tout (u,v) € R2, on pose
o(u,v) = <u— l;?) +uv? v — 1;3 + vu?, u? —v2>.

On pourra admettre que si W est un voisinage ouvert suffisamment petit de (0,0) dans R?, la
restriction de ¢ a IV est un plongement. On pose alors S = p(W).

1. Déterminer la premicre forme fondamentale de S.

2. Soit D un disque fermé centré en (0, 0), de rayon ¢, contenu dans ¥ Calculer ’aire de P(D).
Exercice 5.8

Soit ¢ : U — R3 une surface paramétrée dont les coefficients de la premiére forme fondamentale
sont écrits

E=1 F=2cosl, G=1,

avec 0 : U —]0, [ de classe CT°°, Cette surface paramétrée est appelée surface de Tchebychev.
1. Montrer que ¢ est réguliere.

2. Montrer que pour tout (u, v) € U, ¢y, est un vecteur normal a la surface.

Exercice 5.9

Déterminer le plan tangent a la surface S au point p dans les cas suivantes :

1. S paramétrée par : p(u,v) = (u + v, u.v,u® +v?), (u,v) €R?, p=(1,0,1).

2. S d’équation : 2% = 2.y, (x,9,2) # (0,0,0), p=(1,—1,-1).

Exercice 5.10

Soit S = {(z,y,2) € R® / 22 + y* — 22 = 0}.

1. Montrer que S est une support d’une surface paramétrée .

2. Déterminer le plan tangent a .S au point A = (1,—1,1).

3. Déterminer une paramétrisation ¢ de S.

4. Déterminer I’angle entre ¢, et @,,.

Exercice 5.11

Soit la surface S paramétrée par : p(u,v) = (e~Ycosu, e Vsinu,e” V), (u,v) € [0,27] x R*.
1. Montrer que S est réguliere.

2. Déterminer la premiére forme fondamentale de S.

3. Calculer I’aire de S.
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Exercice 5.12

Soit la surface S de R? paramétrée par : p(u, v) = (usin v, ucosv, v/3u),

ot (u,v) € [1,v/3] x [0, 27].

1. Déterminer la premiere fondamentale.

2. Vérifiez que les vecteurs ,, et ¢, sont orthogonaux.

3. Calculer I’aire de S.

4. Déterminer une équation cartésienne de .S.

Exercice 5.13

Soit la surface S de R? paramétrée par : ¢(u,v) = (uv,u — v,u +v), (u,v) € R2
1. Montrer que S est réguliere.

2. Déterminer la premiére fondamentale.

3. Déterminer les valeurs de u et v telles que les vecteurs ¢, et ¢, soient orthogonaux.
4. Déterminer une équation cartésienne de S.

Exercice 5.14

Considérons la surface S de R? paramétrée par

o(u,v) = (veosu,vsinu,v), (u,v) € [0,7]x]0,+o0]
et la courbe paramétrée

Y(t) = (u(t),v(t), u(t)=t, v(t)=¢€, 0<t <.
1. Montrer que S est régulicre.
2. Déterminer la premiere fondamentale.

3. Déterminer une équation cartésienne de S.

4. Déterminer la longueur de I'arc 7y (g - de 7.
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6.1 Seconde forme fondamentale

6.1.1 Orientation

Définition 6.1

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S. On dit que S est

orienté (orientable) si pour tout p € S, le plan tangent T),S est orienté.

Le plan tangent a la surface paramétrée ¢ au point p = ¢(u, v), est engendré par les vecteurs
u(u,v) et g, (u,v), le vecteur normal unitaire au plan tangent 7,,S est le vecteur
_pu(u,v) Apy(u,v)
n(p) - )
[[u(u, v) Ao (u, v)|
alors d’apres la définition 1.2.4, si la base {y, (u, v), @, (u,v), n(p)} de R? est directe, alors elle

est I'une des deux orientations du plan tangent 7},S' qui est appelée orientation normale de 7,5
associée au vecteur n(p).
Si la surface S est définie par une équation cartésienne f(z,y,2) = 0, alors 'orientation

normale de S est définie par le gradient de f.

Sur une surface orientable le vecteur normal unitaire peut varier continliment sans changer de
sens. La direction de n s’appelle la direction extérieur a la surface. Si une surface n’est pas

orientable, elle n’a pas de « direction extérieur » et de « direction intérieur ».

Exemple 6.1

On considere le cylindre de révolution C' de R? paramétrée par
©:[0,2ln xR — R3
(u,v) +—  @(u,v) = (rcosu,rsinu,v).

D’apres un calcul simple, nous trouvons o, (u,v) = (—rsinu, r cosu,0) , @, (u,v) = (0,0, 1),
(¢u A o) (u,v) = (rcosu,rsinu,0) et n(u,v) = (cosu, sinu, 0), puis que

det (@ (u,v), pp(u,v),n(u,v)) = rsin?u > 0, alors C' est orientable.

p3

u)

\F N\

Ficure 6.1 - Orientation du cylindre de révolution.
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Exemple 6.2

Le ruban de M&bius (aussi appelé bande de Mobius) est une surface compacte dont le bord est
homéomorphe a un cercle. La surface a la particularité d’&tre réglée et non orientable. Elle a été
décrite indépendamment en 1858 par les mathématiciens August Ferdinand Mobius (1790-1868)
et Johann Benedict Listing (1808-1882).

F1GURE 6.2 — Le ruban de Mobius.

Exemple 6.3
La bouteille de Klein est une surface fermée, sans bord et non orientable. Elle a été décrite pour

la premiere fois en 1882 par le mathématicien allemand Felix Christian Klein (1849-1925).

Ficure 6.3 — La bouteille de Klein.

6.1.2 Application de Gauss

Définition 6.2

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S, le vecteur unitaire

normal de S est définie en chaque point p = @(u,v) de S par
_ pu(u,v) A py(u,v)
n(p) = :
[[u(u, v) A py(u, v)|
Lapplication n : S — S?, p = n(p) est appelée application de Gauss.

Remarque 6.2

Comme la surface S est réguliere, I’application de Gauss en chaque point p € S est différen-

tiable et sa différentielle, dpn : TS — T}, S2, est une application linéaire. Puisque le plan
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tangent 7,5 est le plan orthogonal a n(p) et s’identifie donc au plan tangent a S?, on peut dont
voir la différentielle de n(p) comme un endomorphisme linéaire de 7},5,

i.e. d,n : 1,5 = T),S.

"y n

(7

S S

FiGcure 6.4 — Application de Gauss

Exemple 6.4
Si la surface S est le plan donné par I’équation Cartésienne ax + by + cz + d = 0, elle coincide

avec son plan tangent en tout point p, alors le vecteur normal unitaire.
a,b,c
n(p) = 20
Vva? +b% + 2

est constant et donc d,n = 0. d’ou I’application de Gauss est donc constante.
1 )
p

Sy

Ficure 6.5 — Application de Gausse d’un plan.

6.1.3 Seconde forme fondamentale

Proposition 6.1

Soit p : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S, en chaque point p de S,

Iapplication d,n est symétrique (auto-adjoint), i.e. pour tous wy, ws € 1,5

(dpn(wr),w2) = (wi, dpn(ws)). 6.1)

Démonstration

On pose w1 = a1y + b1y, et wo = aspy + baw,, ol a;, b; € R.
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Ensuite on a dpn(w1) = ain, + bin, et dyn(we) = agny, + ban,, alors
<dpn(w1)7 w2> = <a1nu + b1y, a2y + b290v>
= a1a2(ny, pu) + a1ba(ny, pu) + azbi(ny, ou)

+b1ba (10, Pu), (6.2)
de méme on trouve
(wi,dpn(wz2)) = a162(Pu; M) + a1b2(Pu, M) + a2b1 {0y, Nu)
+biba(u, ). (6.3)

D’une autre part, puisque n L @, etn L ¢y, alors (n, ¢, ) = (n,¢,) = 0.
En dérivant (n, ¢,) = 0 par rapport & v, on obtient (n,, ©y) + (n, Puy) = 0,
ie. (ny, ou) = —(n, Puo)-
En dérivant (n, ¢,) = 0 par rapport a u, on obtient (n,, vy,) + (n, Yyu) = 0,
i.e. (ny, pu) = — (N, Pyu)-
D’ol
(s Qo) = (N Pu)- 6.4)

En utilisant (6.2), (6.2) et (6.4), on trouve (d,n(w1), w2) = (w1, dpn(ws)). [

En utilisant la Proposition 1.9, nous pouvons définir une forme quadratique par pour tout w € 7,5

Q(w) = (dyn(w),w), d’or la définition suivante.

Définition 6.3

Soit ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S, en chaque point p de S

on définit une forme quadratique sur T, S, noté Il par pour tout w € T,S
I(w) = —(dpn(w), w),

s’appelle seconde forme fondamentale de S en p.

Siw € T,5, w=ap, + By, oua, B € Retdyn(w) = an, + Bn,.
—(dpn(w), w)
= —(any + By, apy + Bou)

~(nus pu) @ = (s, 90) + (no, 0u)) @ — (0, 90) 2.

M(w) =

En dérivant (n, ¢,) = 0 et (n, ¢,) = 0 par rapport a u respectivement a v, on obtient

¢

<nu7 qu> <TL, Souu> = 07
uy Pu s Pou) = 07

(nus o) + (N, Pou) 6.5)
(nU7 Qou> <n7 Souv> = 0’
L <nva (P'u> <n7 SOU'U> =0,
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ce qui donne
Mw) = (R, Puu)a” + 200, Qup)a + (0, o) 5
= Lo®>+2MafB + Nj? (6.6)
Ou L = (ny, puu) M = (n,ou) et N = (n, @,,) sont appelés les coefficients de la seconde

forme fondamentale II.

De I’équation (6.6), on a

nw) = @a| - M)
M N B
Alors la seconde forme fondamentale I dans la base (¢, ¢y) est représentée par la matrice
symétrique
L M
M N
Exemple 6.5
Soit la surface paramétrée
p:R* — R

(u,v) —  (uv,u—v,u+v).
Ona

QDU = ('U, 1> 1)1 ()Dv = (uv _1a 1)7§0uu = (anao)a (Puv = (17070)>90U1) = (07010)

et
2 U—v —Uu — v )
VA + 202 1202 VA + 202 + 202 VA + 202 + 202

alors les coeflicients de la seconde forme fondamentale sont

2
L= <n790uu> =0, M = <’I’L,90m;> = 1+ 2u2 —|—2’U2, N= (n’SOUU> =0.

n(u,v) = (

1. Si v une courbe paramétrée réguliére tracée sur S, alors nous avons y(t) = @(u(t),v(t))

ety (t) = puu’ + puv'. En utilisant (6.6), on trouve
MMy (t)) = L(u)*+2Mu'v' + N(v')2 (6.7)
2. Considérons maintenant la quantité
—(dn,dp) = —(nydu+ n,dv, p,du+ @,dv)
= — (N, ‘PU>du2 — ({1u; o) + (10, pu) )du dv
— {1y, pu)dv”.
En utilisant les équations (6.5), on obtient

—(dn,dyp) = (n, gpuu>du2 + 2(n, pyp)ydudv + (n, <pw>dv2

= Ldu® + 2Mdu dv + Ndv>. (6.8)
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3. D’une autre part, nous avons
(n, d250> = (n, Gundu® + 2@ udu dv + gom)dv2>
= (N, puu)du® + 2(n, Qu)du dv + (n, Py, )dv?
= Ldu® +2Mdudv + Ndv*. (6.9)
En utilisant les équations (6.6), (6.8) et (6.9), nous écrivons la seconde forme fondamentale
IT sous la forme suivante :

Il = Ldu? + 2Mdu dv + Ndv®. (6.10)

6.2 Courbures

6.2.1 Courbure normale

Définition 6.4

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S, n le vecteur unitaire

normal de S au point p de S et o : I — R3 une courbe paramétrée sa longueur tracée

sur S, passant par p. On appelle courbure normale de o dans S au point p, le scalaire
K, = <Ol”(5), TL) (6.11)

pour tout s € 1.

Si N(s) le vecteur normal principal de o au point p et K () est la courbure de «, alors

K, = (d"(s),n) = (K(s)N(s),n) = K(s)(N(s),n) = K(s)cos®.

ou 6 est I’angle entre N(s) et n.

F1cure 6.6 — Courbure normale d’une courbe.
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La courbure normale K, représente la longueur de la projection du vecteur KN sur la

normale a la surface en p, le signe étant déterminé par vecteur normale n de S en p.

Puisque o' (s) € TS, alors (¢/(s),n) = 0, ceci implique que

(@(s),m) = (a/(s), =)
Donc,

M(a/(s)) = —(dpn(c/(s)),a(s))

La valeur de la seconde forme fondamentale 11, pour un vecteur unitaire v € T,S est
égale a la courbure normale d’une courbe paramétrée sa longueur passant par le point p

et tangente a v.

Si v une courbe paramétrée réguliere équivalente a «. En utilisant la Remarque précédente,

nous obtenons

Ko = —(Tal(s)
_ _<d£ﬁ 7/('5)>
- e ol
dn
(G
Il

En appliquant (2.1) et (5.2) , on trouve
(i ().(1) _ T/ (1) 612

e = =T 00r T T 100

D’apres (5.2) et (6.7), on obtient
L(u)? + 2Mu/'v' + N(v')?

K . 6.13
" E(u')?+ 2Fuv' + G(v')? ©.13)
Puisque que du = u/dt et dv = v'dt, en utilisant (5.5), (6.10) et (6.13), on trouve
I
Kn = T (6.14)
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Proposition 6.2

Toutes les courbes tracées sur une surface S et ayant en un point p € S la méme droite

tangente possédent, en ce point, la méme courbure normale.

#) Exercice 6.1

Considérons la sphere S? paramétrée par
¢:[0,2n] x [0,7] — R?
(u,v) + (rcosusinv,rsinusinv,rcosv), r > 0.

Calculer K,,.
Solution

En utilisant des calculs directs, nous trouvons
Yy = (—rsinusinov, rcosusinw,0), @, = (rcosucos v, rsinucosv, —rsinv),

E= <90m§0u> = T2 SiHQU, F= <S0u:9011> =0,G= <90Ua90v> = T2'

La premiére forme fondamentale est
I = r%sin? du® + r?dv?.
©Ou Ay = (=1 cosusin® v, —r?sinusin® v, —r? cosusinv), |y A @ = 2 sinu,

. Pu N\ Oy . . . .
= m = (—rcosusinv, sinusinv, — cosv),
P I\ Py

Yuy = (—rcosusinv, rsinusinv,0), @y, = (—rsinwucosv, rcosusinv,0),
Yy = (—rcosusinv, —rsinusinv, —r cosv),
L= (n,ouw) = rsin?v, M = (N, ouw) =0, N =(n, @y =T
La seconde forme fondamentale est
I = rsin? du® + rdv?,
d’oui la courbure normale
Il rsin®du® + rdv? 1

K, = —= )
" I r2sin? du? + r2dv? 7

#) Exercice 6.2

Considérons le cylindre C' paramétrée par
0:[0,21] xR — R3
(u,v) +— (cosu,sinu,v).

Calculer K,,.
Solution

En utilisant des calculs directs, nous trouvons

oy = (—sinu, cosu,0), ¢, = (0,0,1),
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E={pu,pu) =1, F = (pu,p0) =0, G = (pu,p0) = 1.
La premiére forme fondamentale est
I = du® + dv’.
©u N @y = (cosu,sinu,0), ||u Ayl =1,

VAN
= % = (cosu, sinwu,0),
u v

Puy = (— cos u, — sin U,O), Puv = Pov = (0,0,0),

L= (’I’L, SOUU> =, M= <’I’L, SOUU> =0, N = <na (Pvu> =0.

La seconde forme fondamentale est

Il = —du?,

la courbure normale

T —du?

K, = W__—dw

I du? + dov?

On peut choisir du® + dv? = r? > 0, du = r cos et dv = rsin, ou 6 €0, 27}, alors
—du? —r2cos? 0 9
K, = T2+ d? = 2 = —cos“ 0 < 0.

Définition 6.5

Soient ¢ : U — R une surface paramétrée réguliére de support S. Un point p de S est

appelé point ombilical si la courbure normale en p est constante.

Exemple 6.6

Tous les points d’une sphere et d’un plan sont des points ombilicaux.

6.2.2 Courbures et directions principales

Théoreme 6.1

Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2, et soit f : E — E un endomorphisme. Alors,

il existe une base orthonormale {e;, es} de E dans laquelle f est diagonalisable. De plus,
f admet deux valeurs propres réelles \1 et Ao, avec A1 > Ao, qui sont respectivement le

maximum et le minimum de la forme quadratique

Q(w) = (f(w),w), ouwée Eetl|w|=1.

Démonstration
Soit C' = {w € E : |w|| =1} le cercle unité de E, c’est-a-dire I’ensemble des vecteurs
unitaires de F.

On pose A} = maxyec Q(w), et on choisit e; € C tel que Q(e1) = A1. Soit ensuite ey
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un vecteur tel que ex L eg, et on définit Ao = Q(e2).

Pour tout w € E'\ {0}, ona e C,d’ou

el
o(up) = () T = T = e
Ainsi, Q) ( HZ”> < A1, ce qui implique

Q(w) < Aqfjw|?.
Ecrivons w = x1e1 + z2ep avec 1, 2 € R. On a alors
Qw) = Q(zie1 + z2€2)
= (f(xz1e1 + x2e2),x1€1 + T2€2)
= (21f(e1) + z2f(e2), z1€1 + T200)
= 2i(f(er),e1) + 25(f(e2), e2) + w122 ((f(e1), e2) + (f(e2), e1)).

Or, puisque
Qe1) = A1, (f(e1),e1) = A1, f(e1) = Mex,
— —
Q(e2) = A, (f(e2),e2) = A2, f(e2) = Aaea.

Nous en déduisons que \; et Ay sont des valeurs propres de f, et que f est donc diagonali-

sable. De plus,
Q(w) = 22\ + 23\,

et, sous forme matricielle,

= {f(w),w) = "w A0 w
Qw) = (f(w),w) 0 )

Pour w = z1e1 + z2e2 € C,ona ||w||? = 22 + 22 = 1 et w1, 79 € [-1,1]. Ainsi,
Q(w) = zi A + (1 — 2) A2 = (M1 — A2)zi + Xa
Posons g(z) = (A1 — A2)2? + A2 avec z = x4, alors
g (x) =2(\1 — X2z

L’ étude du tableau de variations de la fonction g sur [—1, 1]

T -1 0 1
g'(x) - 0 +
A1 A1
9(z) T \ _—
2
montre que : Ay = merl[rljﬁl] g(x) = glelg Q(w). [ |
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Si 7 une courbe paramétrée réguliere tracée sur S, passant par p € S, alors
V() = o(ult),v(t)), V' (t) = W'pu + V'py et dpn(v'(t)) = u'ny + v'n.
Puis que n, n, € 1,5 et {¢y, @, } est une base de T},S, alors il existe

w11, W12, wa1, w2 € R telles que

Ny = W11 Py + W21 P,
“ “ ! (6.15)

Ny = W12Py + W22Py,
et par conséquent
dpn(y/(t)) = (wiru + w120 )@y + (w21t + wr0") @y
et, sous forme matricielle
u w11 w192 u

v w1 W22 v

Définition 6.6

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S et p € S. La matrice
W = (w;j) de Uapplication dy,n dans la base {@y, pv} de T),S, s’appelle la matrice de

Weingarten.

D’apres le Théoreme 6.1, il existe une base orthonormée {ej, ez} de 7,5 dans laquelle

I’application différentielle d,n est diagonalisable. Dans cette base, on a
dpn(el) = —k1€1, dpn(eg) = —kgeg,
ou ki1,ke € Ret ky > ko sont respectivement le maximum et le minimum de la seconde

forme fondamentale II restreinte au cercle unité de 7},5, i.e.

k= ”naﬁu}(1 IM(w), ko = ”mHim1 I(w),

qui correspondent aux valeurs extrémes de la courbure normale en p.

De plus, pour tout w = z1e1 + xaez, 0na:

Mw) = —(dyn(w),w) =~k — r3ky
—]{21 0 il
(o o)
0 —k)g i)

Définitions 6.1

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S et p € S.
1. Les valeurs extrémes ky et ko de la courbure normale au point p, sont appelées

courbures principales en p.
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2. Les directions correspondantes, c’est-a-dire celles données par les vecteurs propres
e1, e, sont appelées directions principales en p.

3. Le nombre K = k1.ky s’appelle la courbure de Gauss de S en p.

4. Le nombre H = %(kl + ko) s’appelle la courbure moyenne de S en p.

Remarques 6.2
1. La courbure de Gauss est le déterminent de la matrice de Weingarten.

2. La courbure moyenne est moins la moitié de la trace de la matrice de Weingarten.

Proposition 6.3

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S et p € S. Alors p est

un point ombilical si et seulement si les courbures principales en p sont égales.

Démonstration
Puis que les courbures principales k; et k2 en p sont les valeurs extrémes de la courbure

normale k,, au point p, alors K, est constante équivalente a k1 = ko. [ |

Proposition 6.4

1. Les coefficients w;; de la matrice de Weingarten dans la base {@u, v} sont données
par.
MF — LG NF - MG LF - MFE MF - NE
M= g2 T EG-F2 "' T EG-F2 "2 T EG-F?
2. La courbure de Gauss et la courbure moyenne sont données par.
P LN-M? = NE+LG-2MF
EG - F?2’° 2(EG — F?)

Démonstration

1. En utilisant les équations (6.5),on trouve
L= <na QDuu> = _<nua§0u>a
M = <na @uv> = _<nm ‘Pv> = —<7’Lv,g0u>,

N = <n7 QOUU> - _<nv’90v>7
D’apres (6.15), on obtient

L= _<w11S0u + W21y, 90u> = —(w &+ w21F),
M = —(wi1¢u + w2190, Pu) = —(W11 F + w21 G)
M = —(w120y + w2200, Pu) = —(w12E + wa F),

(N = —(w12pu + WPy, Pv) = —(w12F + w2 G),
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d’ol
L M B E F w1l W12
M N F G w1 W22 ’
alors
-1
wip wiz | E F L M
w1 W2 F G M N |’
mais
-1
E F B 1 G -—-F
F G EG-F?*\ _F E
Donc
w w -1 G -—-F L M
11 12 S (6.16)
w21 W22 EG-F —F E M N

De cette €galité, nous obtenons des expressions pour les coeflicients w;; de la matrice
de Weingarten dans la base {¢y, ¢y }-

2. En utilisant les expressions des coefficients w;; de la matrice de Weingarten nous
obtenons

K = det(W) = wiiwee — warwia

MF—-LGMF—-NE LF-MENF—-MG

EG —-F? EG - F? EG - F? EG - F?

M?(F? — EG) + LN(EG — F?)

(EG — F?)?
LN — M?
T EG-F*
1 1
H = —§Trace(W) = —§(w11 + wo2)

1 MF—-LG MF—NE
_i(EG—F2 * EG—F2)
NE + LG — 2MF

2(EG — F2)

On résout I’équation det(Il — kI) = 0, en considérant & € R. Nous trouvons ensuite

L—kE M —kF
det(Il — k1) =0 < =0
M —kF N —kG

(L —kE)N —kG)— (M —kF)>=0
(EG — Fk* — (NE+ LG —2MF)k + (LN — M?*) =0
_ NE+LG—-2MF, LN - M?

EG — 2 T EG_
k> —2Hk + K = 0.

k2 =0

I
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Il s’agit d’une équation quadratique possédant deux solutions réelles, dont la somme est
égale a 2H et le produit a K. Par conséquent, ces solutions sont précisément les courbures

principales k; et k2. Ainsi, on obtient

ki =H+VH?— K, ky=H—+\/H?—K. (6.17)

Définitions 6.2

Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S.

1. S est dite minimale, si la courbure moyenne est nulle, i.e. H = 0.

2. S est dite développable, si la courbure de Gauss est nulle, i.e. K = 0.

Exercice 6.3

Considérons le cylindre C' définie par :
o(u,v) = (cosu,sinu,v), (u,v) € [0,2]r x R.

Calculer la courbure de Gauss K, la courbure moyenne H et les courbures principales &k et ks.
Solution

En utilisant des calculs directs, nous trouvons
E=1F=0,G=1,L=-1, M=0, N =1.

1. La courbure de Gauss K
LN — M?

K‘EG—W

=0,

alors C' est développable.

2. La courbure moyenne H
NE+ LG -2MF 1

H=—=me—m ~ 2

3. Les courbures principales k1 et ko,

k?le—i—\/HQ—K:O, ko = H—+/H? - = —1.

Exercice 6.4

On considere la surface S (hélicoide) définie par :
o(u,v) = (ucosv,usinv,v), (u,v) €]0,1[xR.

Calculer la courbure de Gauss K, la courbure moyenne H et les courbures principales k7 et ko.
Solution

En utilisant des calculs directs, nous trouvons
-1
E=1,F=0,G=144*L=0, M =———, N=0.
V1 + u?
1. La courbure de Gauss K
LN — M? —1

K = -
EG—F2  (1+u?)?’
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2. La courbure moyenne H
NE+ LG -2MF 0
2(EG — F?) 7

H =

alors S est une surface minimale.

3. Les courbures principales k1 et ko,

-1 -1
ki=H+VH>—K=——, k=H—\H—K=

14 u?’ 14 u?

Ficure 6.7 — Hélicoide.

Soit p = (0, 0) un point d’une surface réguliere S, et soit ¢ un point situé dans un voisinage

de p. La projection d du vecteur ;@ sur le normal unitaire n,, en p est donnée par

d = (pf, np) = ((u,v) = (0,0),m).
On remarque que d est positif ou négatif selon que le point ¢ se trouve d’un c6té ou de 1’autre
du plan tangent en p, et que |d| représente la distance orthogonale de ¢ au plan tangent 7,S.
Comme ¢ est une application de classe C"°°, on peut appliquer la formule de Taylor au

second ordre :

1
o(u,v) = p(0,0) + @y u + v + 5(@1“6 u? + 2000 UV + Py 1)2) + o(u2 + vz),

2 2
ou les dérivées partielles sont évaluées en (0,0) et lim % =
(u,0)—(0,0) u*+v
On en déduit que

d =

—~

1
Put + Py v+ 9 (Souu u? + 20y UV + Py U2) + O(u2 + 02)’ np>
((Luws np)u? + 2(Pups Np)uv + (P, np)v?) + o(u? + v?)

(Lu? 4 2M uv 4+ N v?) + o(u® + v?)

— NN

= 5 M(w) + o(u® + v?),

oUW = Py U+ Yy v.
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Ainsi, IT constitue la partie principale du double de la projection du vecteur ]ﬁ sur le
normal n,, et |II| représente la partie principale du double de la distance orthogonale de ¢ au

plan tangent en p. La fonction

1 1
=M= i(Ldu2+2Mdudv—i—Ndv2)

est appelée paraboloide osculateur en p.

La nature de ce paraboloide décrit qualitativement la nature locale de la surface au
voisinage de p. On distingue quatre cas selon le signe du discriminant LN — M2,

1. Un point p de S est dit elliptique lorsque LN — M? > 0. Dans ce cas la fonction § est un
paraboloide elliptique. On observe que § garde un signe constant dans un voisinage du
point p et I’ensemble de ces points est situé d’un coté du plan tangent 7},S.

2. Un point p de S est dit hyperbolique si en ce point LN — M? < 0. Dans ce cas la fonction &
est un est un paraboloide hyperbolique, il existe deux lignes qui divisent le plan tangent
T,S en quatre parties distinctes ol 9 est alternativement positif et négatif. Sur ces deux
droites, 6 = 0. Au voisinage d’un point hyperbolique, la surface est située de part et
d’autre du plan tangent.

3. Un point p de S est dit parabolique si en ce point LN — M? = 0 et que les coefficients
L, M et N ne sont pas tous nuls (L? + M? + N? # 0). Dans ce cas la fonction §
est un cylindre parabolique. II existe ici une seule droite dans le plan tangent 7,5 le
long de laquelle = 0; sinon, § conserve le méme signe. Il est & noter qu’au voisinage
d’un point parabolique, la surface elle-méme peut se trouver de part et d’autre du plan
tangent.

4. Un point p de S est dit plainaire si en ce point . = M = N = 0, Dans ce cas la fonction

d est le plan tangent 7},S. Ici la fonction § = 0.

Ficure 6.8 — Nature locale d’une surface au voisinage d’un point.

Puis que La matrice de I’application dy,n dans la base {(,,, ¢, } est la matrice de Weingarten,
et que la courbure gaussienne est son déterminant, nous avons.

1. En un point elliptique, la courbure de Gauss est positive. Les deux courbures principales
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ont le méme signe ; par conséquent, toutes les courbes passant par ce point ont leurs
vecteurs normaux pointant vers le méme c6té du plan tangent.

2. En un point hyperbolique, la courbure de Gauss est négative. Les courbures principales
ont des signes opposés; par conséquent, il existe des courbes passant par p dont les
vecteurs normaux en p pointent vers 1’un des c6tés du plan tangent en p.

3. En un point parabolique, la courbure de Gauss est nulle, mais 1’une des courbures princi-
pales n’est pas nulle.

4. En un point planaire, la courbure de Gauss est nulle et toutes les courbures principales sont

nulles, ce qui signifie qu’il s’agit d’un point ombilical.

Exemple 6.7

Soit S la surface paramétrique (paraboloide elliptique) définie par :
o(u,v) = (u,v,u® +v?), u,veR.

Avec des calculs directs, nous trouvons

o = (1,0,2u), ¢, =(0,1,2v),

Puu = (Oa Oa 2)7 Puv = (0, 0, 0), Pov = (07 07 2),

( —2u —2v 1 )
n = b ) )
V14 4u? + 402" V1 + 4u? + 402 V1 + 4du? + 402
2 2
L= , M=0, N= ,
V1 4+ 4u? + 40?2 V1 4+ 4u? + 402
4
et pour tous u, v € R, LN — M? = —————— > 0, alors tout point de S est elliptique.

1+ 42 4 402

\ WA /

-

R

Ficure 6.9 — Paraboloide elliptique.

Exemple 6.8
Soit S la surface paramétrique (paraboloide hyperbolique) définie par :

2 2)
)

o(u,v) = (u,v,u” — v u,v € R.

Pour tous u,v € R, LN — M? = < 0, alors tout point de .S est hyperbolique.

1+ 4u? + 402
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Ficure 6.10 — Paraboloide hyperbolique.

Exemple 6.9

Soit S la surface paramétrique (tore de révolution) définie par :

o(u,v) = ((b+ asinv) cosu, (b+ asinv)sinu,acosv), wu,v € [0,2n], a<b.
Avec des calculs directs, nous trouvons
oy = (—(b+asinv)sinu, (b+asinv) cosu,0), ¢, = (acosvcosu,acosvsinu, —asinv),

Yuy = (—(b+ asinv) cosu, —(b+ asinv) sinw, 0), @y = (—acosvsinu,acosvcosu,0),
Yoy = (—asinwvcosu, —asinvsinu, —acosv), n = (—sinvcosu, —sinvsinu, — cosv),
L= (b+asinv)sino, M=0, N=a, LN-—M?=a(b+asinv)sinuv.

1. LN — M? =0 pour v = 0 ou v = T, i.e. les points paraboliques sont tous les points de deux
cercles supérieur et inférieur.

2. LN — M? > 0 pour 0 < v < T, i.e. les points elliptiques sont tous les points de la face
extérieure {p(u, v)| (u,v) € [0, 27]x]0, 7[}.

3. LN — M? < 0pour 7 < v < 2m, i.e. les points hyperboliques sont tous les points de la face
intérieur {¢(u,v)| (u,v) € [0, 27| x|, 27[}.

points hyperboliques

points paraboliques

points elliptiques

FiGcure 6.11 — Tore de révolution.

Exemple 6.10

Soit la surface paramétrée S définie par :

o(u,v) = (u,v,u+v%), wu,veR.
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Avec des calculs directs, nous trouvons
Pu = (1707 1)7 Yy = (Oa 173v2)790uu = (07070)7 Puv = (07070)7 Py = (050760)7
-1 — 302 1 6v
n= , , , L=0, M=0, N=——.
(\/2 + 901 V2 + 901 V2 £ 91)4) V2 + 90t
3602

1. On a pour tous u,v € R, LN — M? =0et L? + M? + N? = 5 00l #£ 0 pour v # 0,
v

d’ott les points paraboliques sont {p(u,v)| u,v € R,v # 0} = S\ {(u,0,u)| v € R}.

2.L =M = N = 0 pour v = 0, d’out les points planaires sont {(u,0,u)| u € R}.

FI1GURE 6.12 — Surface paramétrée ¢ (u,v) = (u,v,u + v*).

Proposition 6.5

Soit p : U — R3 une surface paramétrée réguliére de support S. Un point p dans S est
1. elliptique, si det d,n > 0.

2. hyperbolique, si det d,n < 0.

3. parabolique, si det d,n = 0 et dyn # 0.

4. planaire, si dyn = 0.

Démonstration

En utilisant la Proposition 6.4 alors, on a

LN — M?

EG — F?%’

et puis que £G — F 2 > 0 (voir (5.7)), on trouve

1. Un point p dans S est elliptique, si LN — M? > 0 < det d,n > 0.

detdpyn = K =

2. Un point p dans S est hyperbolique, si LN — M? < 0 < det dyn < 0.
3. Un point p dans S est parabolique, si LN — M 2=0< det dpn = 0, en utilisant (6.16),
L, M et N ne sont pas tous nuls < (w;;) ne sont pas tous nuls < dpn # 0.

4. Un point p dans S est planaire, si

L*+M*+N*=0&L=M=N=0sw; =0 dyn=0.

ZAGANE Abderrahim 2025




6.2 Courbures 111

#) Exercice 6.5

Soit la surface paramétrée S définie par :
p(u,v) = (u,0,u® +0°), (u,0) € R

1. Montrer que S est elliptique si v > 0, hyperbolique si v < 0 et parabolique si v = 0.
2. Montrer que la surface .S se situe de part et d’autre du plan tangent a chaque voisinage du
point parabolique p(0, 0).

Solution

1. En utilisant des calculs directs, nous trouvons
Pu = (1a07 2“)7 Py = (0a1a3v2)a

Puu = (07 0, 2)7 Puy = (0, 0, O)a Py = (07 0, 6”),

n—( —2u — 30?2 1 )
VT 4+ 90t VI A+ 90t VI + du? £ 90t
2
L= ., M=0, N= Gv ,
V14 4u? + 904 V14 4u? + 904
12v
IN-M?=_ """
1+ 4u2 4+ 94

Puisque pour tous u,v € R, 1 4 4u? 4+ 9v* > 0, le signe LN — M 2 vient du signe 12v et
donc S est elliptique si v > 0, hyperbolique si v < 0 et parabolique si v = 0.

2. Au point (u,v) = (0,0), nous avons ¢, = (1,0,0) et ¢, = (0,1,0). Par conséquent, le
plan tangent a p(0,0) est le plan de coordonnées z = 0. La courbe v-paramétre (u = 0)
est la cubique ©(0,v) = (0,v,v>) qui s’étend de part et d’autre du plan tangent dans un

voisinage de p(0,0).

F1GURE 6.13 — Surface paramétrée ¢(u,v) = (u, v, u? + v3).
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Exercices

Exercice 6.6

Soit la surface S définie par la paramétrisation :
o(u,v) = (u,v,uv), (u,v)e R

1. Déterminer la premiere et la seconde forme fondamentale de S.
2. Calculer la matrice de Weingarten .S.

3. Calculer la courbure de Gauss et la courbure moyenne de S.

4. Calculer les courbures principales de S.

Exercice 6.7

On consideére la surface S définie par le paramétrage :
o(u,v) = (veosu,vsinu,u), (u,v) € [0,27] x R.

1. Déterminer la premiere et la seconde forme fondamentale de S.
2. Calculer la courbure normale de S.

3. Calculer la courbure de Gauss et la courbure moyenne de S.
Exercice 6.8

Soit la surface S définie par la paramétrisation :

_ _Uj 2 _Uj 2 .2 2 2
o(u,v) = (u 5 + uv®,v 3 +out,u” —v7), (u,v) € R

1. Déterminer la premiere forme fondamentale de S.

2. Déterminer la premiére et la seconde forme fondamentale de S.
3. Calculer les courbures principales de S.

Exercice 6.9

On considere la surface S définie par I’équation :
2?4y -2 =1,
1. Montrer que S peut étre paramétréee par
¢(u,v) = (coshucosv, coshusinv,sinhu), (u,v) € R x [0,27].

2. Déterminer les deux formes fondamentales.

3. Calculer la courbure de Gauss et vérifier qu’elle est négative.

3. Calculer la courbure moyenne et vérifier qu’elle est de signe constant.
Exercice 6.10

On considere la surface S définie par I’équation :
2 2 2
z ) 25 N
§+b72+672_17 a,b,c € R".
1. Montrer que S peut étre paramétréee par
¢(u,v) = (acosucosv,beosusinv, csinu), (u,v) € [—g, g] x [0, 27].

2. Déterminer les points ombilicaux de I’ellipsoide.
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Exercice 6.11

Démontrer que la courbure moyenne est nulle en tout point de la surface de révolution
©(u,v) = (coshucosv, coshusinv, u), (u,v) € R x [0, 27].

Exercice 6.12

On considere la surface M plongée dans R? définie par le paramétrage :
cosv sinw sh(u)

plu,v) = (ch(u)’ ch(u)’u  ch(u)
1. Déterminer la premicre et la deuxieme forme quadratique fondamentale de M.

). () €0, +oo[x[0, 27].

2. Calculer la courbure moyenne H et la courbure de Gauss K.

3. Calculer les courbures principales k1, k2.
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