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Abstract

This thesis presents a novel contribution to the analysis of the effect of porosity on
the mechanical behavior of structures made of functionally graded materials
(FGM). A new first-order Timoshenko beam theory (N-FSDBT), based on the
indefinite integral, is developed to investigate the vibrational behavior of power-
law (P-FG), sigmoid (S-FG), and exponential (E-FG) functionally graded beams.
The proposed formulation incorporates the transverse shear deformation and
introduces modified mixture rules to account for the porosity volume fraction—a
critical parameter in FGMs, where micro-voids and structural imperfections may
arise during manufacturing.

Porosity variations are modeled through three distributions: uniform, non-
uniform, and mass-density based. The governing equations of FG beams, derived
within the frameworks of classical beam theory (CBT) and the new N-FSDBT, are
solved using Navier’s technique for simply supported beams. A comprehensive
parametric analysis is conducted to examine the influence of FG beam types,
porosity distributions, material exponent parameters, slenderness ratios, and
porosity indices on the dynamic behavior of imperfect FG beams. The results
provide valuable insights into the impact of porosity and offer pathways for
optimizing FGM-based structural designs.

Keywords: New first-order Timoshenko beam theory, Classical beam theory,
Dynamic behavior, Functionally graded materials, Porosity distributions.



Contribution a I’étude de I'effet de la porosité sur le comportement
mécanique des structures en matériaux fonctionnellement gradués

Résumé

Cette theése présente une contribution novatrice a I’analyse de I’effet de la porosité sur le
comportement mecanique des structures en matériaux fonctionnellement gradués (FGM). Une
nouvelle théorie de poutre de Timoshenko d'ordre un (N-FSDBT), fondée sur I’intégrale
indéfinie, est développée pour étudier le comportement vibratoire des poutres FG de types
puissance (P-FG), sigmoide (S-FG) et exponentiel (E-FG). Cette formulation prend en compte
la déformation transversale par cisaillement et introduit une modification des regles de mélange
afin d’intégrer la fraction volumique de porosité, un parametre critique dans les FGM, ou des
micro-vides et des imperfections structurelles peuvent se former lors de la fabrication.

Les variations de porosité sont modélisées a travers trois distributions : uniforme, non uniforme
et basée sur la densité massique. Les équations gouvernantes des poutres FG, dérivées selon les
cadres de la théorie classique des poutres (CBT) et de la nouvelle N-FSDBT, sont résolues en
utilisant la technique de Navier pour des poutres simplement appuyées. Une analyse
paramétrique approfondie est réalisée pour examiner 1’influence des types de poutres FG, des
distributions de porosité, du paramétre d’exposant des matériaux, du rapport d’élancement et
de I’indice de porosité sur le comportement dynamique des poutres FG imparfaites. Les
résultats obtenus permettent de mieux comprendre les effets de la porosité et offrent des

perspectives pour I’optimisation des structures en FGM.

Mots-clés : Théorie de poutre de Timoshenko d’ordre un, Théorie classique des poutres,

Comportement dynamique, Matériaux fonctionnellement gradues, Distribution de porosité.
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{1} Vecteur colonne
[ ] Matrice
Vs Fraction volumique
E(z) Module de Young en fonction de 1’épaisseur
Ey Module Young (Métal)
E: Module Young (céramique)
p L’indice de la puissance (la loi de la puissance)
p(2) La masse volumique en fonction de I’épaisseur
Pum La masse volumique (Métal)
Pc La masse volumique (Céramique)
h L’¢épaisseur de la plaque
a La largueur de la plague
b La longueur de la plaque
y L’indice de propriété matérielle
(05, Oy Tays Ty 2 Ticz) Les composants des contraintes
(&x Ey) Vaeys Vyzo Vz) Les composants des déformations
i,j Nombre naturelle
Qij Les coefficients de rigidité
v Coefficient de poissant
u Déplacement suivant x
v Déplacement suivant y
w Déplacement suivant z
Uy, Vg, Wo Les déplacements au niveau du plan moyen (z=0)
f(2),¥(2) La fonction de forme (fonction de cisaillement)

0, Rotation de la normale en plan médian par rapport a I’axe y



0, Rotation de la normale en plan médian par rapport a I’axe x
( Jx Dérivée partielle par rapport a x

()y Dérivée partielle par rapport a'y

f'(2) La premiére dérivée de la fonction de forme

8 Variation

U L’énergie de déformation

K L’énergie cinétique de la plaque

Uy L’énergie de déformation de la fondation

w Travaille des forces extérieures

fe La densité de la force de réaction de la fondation
ko Rigidité de Winkler (parametre de fondation)

kq Rigidité de cisaillement (parametre de fondation)
\Y Laplacien

(..) La dérivée seconde par rapport au temps

N Composant de 1’effort normal

M Composant de moment fléchissant

P Effort d’ord élevé

R Effort d’ord élevé

{Aijt Bij! Cij' Dij' Eij' Gij' Fl]} Compassant de rlgldlté

(I, 15, 15,14, Is, I, ) Compassant de moment d’inertie
Y La somme

m Nombre de mode selon x

n Nombre de mode selon y

Amns Bmns Conns Temny Tymn - LES parametres arbitraires
) Fréquence naturelle

[K] La matrice de rigidité



[M] La matrice de masse

a Nombre d’onde

B Nombre d’onde

€ Vecteur de déformation

k Vecteur de courbure

0 Vecteur de rotation normal
Abréviation :

FGM : matériaux a gradient fonctionnelle (Functionally graded materials).
E- FGM : matériau FGM avec distribution exponentielle des propriétés.
P- FGM : matériau FGM avec distribution polynomiale des propriétés.

S- FGM : matériau FGM avec distribution sigmoide des propriétés.

CPT : théorie classique des poutres (classical beam theory).

FSDT : théorie de déformation en cisaillement du premier ordre (first order shear deformation
theory).

HSDT : théorie de déformation en cisaillement d’ordre élevé.
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INTRODUCTION GENERALE

Dans un contexte industriel marqué par des exigences de plus en plus strictes concernant
les imperfections et les concentrations de contraintes dans les matériaux composites laminés
composés de matériaux différents, les chercheurs ont déployé des méthodes analytiques et
investi des efforts significatifs pour résoudre ces problématiques d’ingénierie complexes. Les
avancées technologiques et matérielles ont permis de développer des solutions optimisees.
Parmi ces innovations, le concept des matériaux fonctionnellement gradués (FGM) a été
introduit par des experts japonais en 1984 pour pallier les défauts récurrents des matériaux
traditionnels [1-2]. Ces matériaux se distinguent par une distribution volumique stratégique de
deux ou plusieurs composants, variant progressivement le long d’une ou plusieurs dimensions
pour atteindre des propriétés fonctionnelles spécifiques. Cette conception innovante permet
d’optimiser les propriétés des matériaux en les adaptant de maniére continue et graduelle.

Les FGM se sont révélés particulierement pertinents pour répondre aux défis poses par
des environnements thermiques séveéres, avec des applications dans des domaines variés tels
que I’aérospatiale, la défense, le nucléaire et le biomédical [3-5]. Parmi les éléments structurels
essentiels, les poutres occupent une place prépondérante, et une compréhension approfondie de
leur comportement vibratoire est cruciale pour les ingénieurs avant toute conception. C’est
pourquoi le comportement dynamique des poutres en FGM a suscité un intérét croissant au fil
des années. L'objectif principal de cette thése est d’analyser les propriétés dynamiques de ces
structures innovantes et d’optimiser leurs performances et leur fiabilité¢ dans divers contextes
d’application [6-8].

Les matériaux fonctionnellement gradués poreux (FG poreux) représentent une classe
émergente de FGM qui attire particulierement 1’attention des chercheurs en raison de leurs
caractéristiques uniques. En ajustant la géométrie, la densité des pores et la composition des
matériaux lors de la fabrication, il devient possible d’améliorer considérablement les
performances structurelles. Cette thése se concentre sur 1’évaluation de 1’effet de la porosité sur
le comportement mécanique des structures en FGM. En effet, plusieurs études récentes ont mis
en évidence I’influence des imperfections géométriques, telles que les micro-vides et les défauts

structurels, sur les réponses dynamiques des poutres en FGM. Par exemple, Chen et al. [9] ont
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analysé I’influence des imperfections géométriques sur le flambement ¢€lastique et les charges
critiques, tandis que Wattanasakulpong et Chaikittiratana [10] ont examiné les vibrations
flexionnelles des poutres FG poreuses en incluant la fraction volumique de porosité.

L’¢état de I’art révele que, bien que de nombreux travaux aient étudié les comportements
des poutres FGM classiques (E-FG et P-FG), le développement des matériaux fonctionnels a
gradient sigmoidal (S-FG) reste limité. Ces derniers, introduits pour résoudre les problémes de
variation continue des contraintes observés dans les FGM traditionnels, se caractérisent par une
transition réguliere des propriétés matérielles aux deux extrémités de la structure [11].
Cependant, les recherches sur les poutres poreuses S-FG ou E-FG restent encore a approfondir,
notamment pour comprendre pleinement leurs comportements mécaniques et vibratoires [12-
16].

Dans cette thése, une nouvelle théorie de poutre de Timoshenko d’ordre un, basée sur
I’intégrale indéfinie, est développée pour analyser le comportement vibratoire des poutres FG,
en tenant compte de la déformation transversale par cisaillement. Contrairement a la théorie
classique des poutres d’Euler-Bernoulli, cette formulation permet de modéliser plus
précisement les effets des charges externes, notamment dans le cas des poutres courtes. La
recherche s’est concentrée sur la modification des regles de mélange pour inclure la fraction
volumique de porosité. Différentes configurations de poutres FG poreuses sont examinées : des
poutres P-FG avec porosité uniforme (type 1), porosité non uniforme (type Il), et porosité
dépendante de la densité de masse (type Il1), ainsi que des poutres E-FG avec porosité (type
V).

Une comparaison entre les poutres FG parfaites et poreuses est réalisée. Une approche
mathématique est utilisée pour simplifier les équations de mouvement des poutres FG dans le
cadre de la réponse dynamique. Les équations résultantes sont résolues a 1’aide de la technique
de Navier, avec I’hypothése que les extrémités des poutres FG sont simplement appuyées. Une
¢tude paramétrique est également menée pour examiner 1’influence des parametres de porosite,
de I’exposant du matériau, du rapport longueur-épaisseur et du schéma de porosité sur le
comportement vibratoire des poutres FG [17-18].

Enfin, cette thése se distingue par une approche intégrative visant a établir un lien entre
les résultats théoriques et les applications pratiques. L’étude s’inscrit dans une perspective a la
fois fondamentale et appliquée, en abordant des problematiques telles que la stabilité
structurelle, la durabilité des matériaux et leur comportement sous des charges dynamiques
variées. De plus, ’analyse comparative entre les différents modeles de distribution de porosité

et les types de matériaux gradués permettra de fournir des recommandations pratiques pour la

2
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conception et I’optimisation de ces structures dans des environnements contraignants. Les
résultats attendus contribueront a I'amélioration des performances des matériaux avancés dans
des secteurs clés, tout en ouvrant de nouvelles perspectives pour les recherches futures sur les

matériaux fonctionnels innovants et durables.
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Chapitre 1 . Les Matériaux Avancées

Les Matériaux Avanceées

1.1. Introduction

Les matériaux, I'énergie et la science moderne forment les piliers de la technologie
actuelle. La science des matériaux connait un essor rapide grace aux interactions
interdisciplinaires, aux nouvelles théories et techniques expérimentales, ainsi qu'a la demande

croissante d’applications pratiques [19].

Dans le secteur de la construction, deux tendances majeures émergent : I’automatisation des
techniques de construction et le développement de matériaux a haute performance, comme les
composites [20]. Ces derniers, en raison de leur rapport résistance/poids élevé et de leur

excellente résistance a la fatigue, sont trés prisés, notamment dans 1’aérospatiale [21, 22].

Parmi les innovations récentes, les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) se distinguent par
leur polyvalence et leurs performances élevées, particulierement dans les engins spatiaux de

nouvelle génération, mais aussi dans d’autres domaines de 1’ingénierie [23].

I.2. Matériaux composites

Le terme « matériau composite (CM) » désigne un matériau solide et hétérogéne, forme
de plusieurs constituants distincts, dont I'association confére a I'ensemble des propriétés
qu'aucun des composants considérés ne possede séparément [24]. Le CM nécessite
I’association intime d’au moins deux composants : le renfort et la matrice, qui doivent étre
compatibles entre eux et se solidariser, ce qui introduit la notion d’un agent de liaison,

Pinterface [24].

Le renfort, assure la tenue mécanique et la matrice a pour role d’assurer la cohésion entre
les €léments du renfort, de transférer les flux d’efforts entre les plis, et de garantir la tenue a

I’environnement (corrosion, vieillissement humide) et la tenue en température [26].

Les matériaux composites sont classés selon le type de matrice en trois grandes familles,
a savoir organique, minérale et métallique. Parmi les composites organiques, on trouve le
carton (résines et fibres de cellulose), les pneus laminés (caoutchouc, acier, resines
organiques, fibres de verre, carbone et bore) et les plastiques renforcés (résines et fibres
courtes) [29].
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Parmi les composites minéraux, on trouve le béton (ciment, sable et additifs), les
composites carbone-carbone (carbone et fibres de carbone) et les composites céramiques
(céramiques et fibres céramiques) [30]. Et aussi, les derniers sont les composites métalliques

(aluminium/fibres de bore et aluminium/fibres de carbone).

Ces matériaux composites affectent plusieurs domaines d’application, a savoir
I’emballage, 1’automobile, les structures légeéres, le génie civil, 1’aviation, les sports, la

biomédecine, les composants thermomécaniques et I’aérospatiale.

I.3. Eléments constituants d’un matériau composite

1.3.1. Matrice

La matrice peut étre thermoplastique, thermodurcissable et/ou élastomere type. Le role de
la matrice est de lier les fibres de renforcement, répartir les contraintes, fournir la résistance
chimique de la structure et donner la forme désirée au produit final. Le choix de la matrice

dépend de I’utilisation pour laquelle le matériau composite est destiné.

e Matrices thermoplastiques

Les matrices thermoplastiques sont en forme de chaines linéaires qui peut étre transformé
a 1’état fondu. Dans la plupart des processus de fabrication, les matrices thermoplastiques sont
chauffées, puis formées par moulage, par injection, extrusion ou thermoformage, avant d’étre
refroidi de sorte que le produit fini conserve sa forme. Cette opération est réversible, ce qui
permet de recycler ce matériau.

Aujourd’hui il existe de nombreux types de thermoplastiques avec un large éventail de
propriétés. Ils peuvent étre rendus aussi flexibles que le caoutchouc, aussi rigide que le métal
et le béton, ou aussi transparents que le verre, pour une utilisation dans de nombreux produits.
IIs ne s’oxydent pas, ont une résistance élevée a la corrosion et sont excellents thermiques et
isolants électriques. En raison de leur légereté, haute résistance mécanique et résistance aux
effets de I’environnement, les thermoplastiques sont des matériaux idéals pour de nombreuses
applications. Parmi les résines thermoplastiques, nous citerons : le polyéther sulfone (PES), le
polyamide (polyhexaméthylene sébacique), le polycarbonate (PC), le polyéther-imide (PEI),
le polyéther-cétone-cétone (PEKK) et Polyéther éther cétone (PEEK) [31].
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e Matrices thermodurcissables

Généralement liquides a température ambiante, ils se solidifient pendant leur exécution
sous I’influence de la chaleur et d’un additif appelé durcisseur. Ils sont ainsi transformés par
la cuisson qui est une modification chimique consistant en un lien trés fort entre les molécules
en trois dimensions. La transformation est irréversible et forme un produit infusible et
insoluble.

En général, ils sont plus rigides que les matrices thermoplastiques, résistent mieux au
fluage et conviennent au moulage de grandes pieces avec des fibres courtes, longues ou
tissées [32]. Les matrices thermodurcissables les plus utilisées sont les polyesters, les

phénoplastes, les résines époxy, les polyuréthanes et les polyimides.

Tableau I. 1 : Principales différences entre matrices TD et les TP

Matrices TD TP
Etat de base Liquide visqueux a polymériser Solide prét a I’emploi
stockage Réduit llimité
Mouillabilité des renforts Aisée Difficile
moulage Chauffage continu Chauffage + refroidissement
cycle Long (polymérisation) Court
Tenue au choc Limitée Assez bonne
Tenue termique Meilleure Réduite (sauf nouveau TP)
Chutes et déchets Perdus ou utilisés en charges Recyclables
Conditions de travail Emanations de solvants Propreté

e Elastoméres

Les polymeéres élastoméres ont les mémes qualités élastiques que le caoutchouc. Un
élastomére au repos se compose de longues chaines moléculaires repliées sur elles-mémes.
Sous I’action d’une contrainte, les molécules peuvent glisser les unes par rapport aux autres et
se déformer. Pour que le matériau de base ait une bonne élasticité, il subit une vulcanisation
.C’est un processus de durcissement qui crée un réseau tridimensionnel plus ou moins rigide
sans enlever la flexibilité des chaines moléculaires. Le soufre, le carbone et divers agents

chimiques sont introduits dans 1’élastomére pendant la vulcanisation [33].



Chapitre 1 . Les Matériaux Avancées

Différentes formulations permettent la production de caoutchoucs synthétiques pour des
utilisations spécifiques. Les élastomeres sont utilisés dans la fabrication de coussins, de
certains isolants, de semelles de chaussures ou de pneus. Le styrene butadiéne est un matériau

thermoplastique obtenu par polymérisation du styrene en présence de butadiene [34].

1.3.2. Renforcement

Le renfort constitue le renfort ou le squelette qui fournit la résistance meécanique
(résistance a la traction et la rigidité).ll est, par définition, de nature filamentaire (fibre
organique ou inorganique) allant de la particule allongée a la fibre continue. Le plus utilisé est
la fibre de verre E qui représente plus de 95% des applications. En outre, la fibre d’aramide

(Kevlar) est également d’un grand intérét [35].

En général, dans une structure composite (anisotrope), les fibres fonctionnent bien en
traction, mais en comparaison avec les structures métalliques (isotropes), la performance en
compression est moins bonne et la résistance au cisaillement reste faible. Parmi les fibres les

plus employées, on peut citer :

e Fibres de verre

Actuellement, les fibres de verre représentent la majorité des renforts les plus utilisés
pour le renforcement de matériaux composites avancés dans divers domaines d’application
industrielle. Elles constituent le renforcement essentiel des matériaux composites a diffusion
large et a haute performance (Tableau.l.2). La forme la plus ancienne et la plus populaire des
fibres de verre est le verre E ou le verre de qualité électrique. Les autres types de fibres de
verre comprennent le verre A ou le verre alcalin, Verre C ou verre résistant aux produits

chimiques, le verre R a haute résistance, le verre D et le verre S [23].

Tableau I. 2: Fibres de verre principales [31].

types de verres

Principaux constituants en %

E D R
Oxyde de silice (SiO2) 53-54 70 60
Oxyde d’alumine(Al;O3) 14-15 - 25
Oxyde de magnésie(MgO) 20-24 0.5 9
Oxyde de bore(B20s) 6-9 22 6
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Tableau 1. 3: Propriétés physiques de différentes classes de fibres de verre [23].

Classes de fibres de verre Propriétés physiques
verre A Durabilité, résistance et résistivité électrique élevées
verre C Haute résistance a la corrosion
verre D Faible constante diélectrique
verre E Résistance et résistivité électrique plus élevéees
verre AR Résistance aux alcalis
verre R Résistance supérieure et résistance a la corrosion acide
verre S Résistance a la traction plus élevée

e Fibre de carbone a haute résistance (CFHS)

Les fibres de carbone sont largement utilisées dans 1’élaboration des matériaux
composites thermodurcissables. Elles ont employé dans plusieurs domaines industriels tels
que la construction spatiale, I’aéronautique, 1’aviation, 1’automobile [36]. La fibre de carbone
connue comme la meilleure fibre, il a été préparé a partir de la carbonisation du
polyacrylonitrile (PAN). Le polyacrylonitrile (PAN) est le précurseur le plus utilisé pour
produire les fibres de carbone, qui offre une résistance a la traction élevée et un module

élastique plus éleve.

Les fibres de carbone offrent des caractéristiques de résistance mécanique et thermique
exceptionnelles, une résistance a la traction et a la compression extrémement élevee et une
rigidité supérieure. Elles offrent le module et la force spécifiques les plus élevés. Leur rigidité

et leur module d’élasticité peuvent aller du verre a trois fois celle de I’acier.

De plus, elles ont la capacité de conserver leur résistance a la traction méme a des
températures €levées et sont indépendantes de I’humidité. Les fibres de carbone ne se cassent
pas nécessairement sous contrainte contrairement aux fibres de verre et autres polymeres
organiques. Elles offrent également des conductivités électriques et thermiques élevées avec

un coefficient de dilatation thermique relativement faible [37].

e Fibres aramides

Actuellement, les matériaux composites thermodurcissables avancés renforcés de fibres

d’aramide ont une performance économique significative dans le domaine industriel. Ces
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matériaux avancés ont une excellente ténacité, excellente résistance aux chocs, faible densité

et longue durée de vie [37]. Le kevlar est la fibre aramide la plus connue.

Les fibres de Kevlar sont souvent utilisées pour des applications composites a haute
performance ou la Iégereté, la résistance et la rigidite elevées, la résistance aux dommages et

la résistance a la fatigue sont de la plus haute importance.

Les fibres aramides sont souvent utilisées dans les applications qui exigent une grande
résistance et un faible poids avec une résistance aux chocs élevée. Certaines des applications
les plus fréquentes des matériaux aramides comprennent les gilets pare-balles, les véhicules
de refroidissement, les coques de navires et le renforcement structurel des structures civiles.
Néanmoins, ces fibres présentent souvent une faible force de compression. En outre, le

module de compression de I’aramide est du méme ordre que son module de traction [38].

e Fibre de polybenzimidazole

Le polybenzimidazole (PBI) est une fibre trés efficace et posseéde d’excellentes propriétés
nouvelles et avancées dans les matériaux composites utilisés dans les secteurs de

’aérospatiale, de I’automobile et de I’énergie ¢olienne [39].

I.4. Concept des matériaux fonctionnellement gradués

Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) appartiennent a une classe de matériaux
avancés dont les propriétés évoluent progressivement selon une dimension donnée [40].
Contrairement aux matériaux composites traditionnels (CM), constitués par 1’association de
plusieurs matériaux distincts aux propriétés physiques et chimiques spécifiques, les FGM ne
présentent pas d’interface abrupte. Les composites classiques souffrent souvent d'une faible
liaison interfaciale, provoquant des changements brusques de propriétés et entrainant des
défaillances sous des conditions extrémes, telles que des températures élevées ou des charges
d’impact importantes. Ce phénomene, connu sous le nom de délamination, résulte de la
désintégration de la matrice de renforcement [41].

Pour surmonter cette limitation, des chercheurs japonais ont mis au point les FGM dans les
années 1980. Ces matériaux, illustrés a la fig. 1.1, se distinguent par leur variation continue de

propriétés dans une direction spécifique, assurant une meilleure performance et durabilité.
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Région riche en particules
de renfort

Reégion riche en matrices

Zone de transition

Fig. 1.1 Schéma de la distribution de la composition des matériaux dans les FGM.

Les Matériaux a gradient fonctionnel peuvent comprendre plus de deux phases
constitutives (comme CM), L’interface pointue et le changement progressif d'un composite

traditionnel et d'un FGM sont illustrés respectivement sur les figures 1.2.a et 1.2.b.

@
i 2 @
Phase constitutive A @
@ Phase constitutive B & :
X ]
®
Propriété A

-

== Propriété B s —

il
(@ )

Fig. 1.1 Matériau en deux phases [42] : a) composite traditionnel : composition et propriétés
constantes ; b) FGM : changement graduel de la composition et de la microstructure donne un gradient

dans les propriétés

Bien que les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) aient été développés par des ingénieurs
et des scientifiques, ils existent également dans la nature. Parmi les exemples naturels les plus
remarquables, on trouve les os, les dents, la peau, ainsi que les bio-tissus des animaux et des
arbres. Ces structures présentent une gradation progressive des propriétés, telles que la dureté

et la ductilité. La fig. 1.3 illustre quelques exemples de FGM naturels.

La nature a congu ces matériaux pour répondre efficacement aux exigences de service. Cette

approche biomimétique inspire les ingénieurs a résoudre des problémes d’ingénierie, de la

10
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méme mani¢re que le réseau neuronal artificiel s’inspire du fonctionnement du cerveau

humain [43].

cancellous Bone

Articular Cartilage

Enamcl P ]
\é"\—.'" -
Dentin o Y\ |- Crown
>

Gingiva

high fiber  medium fiber Tow fiber
density density density

Pulp

- Root

b)-Une dent c)- un arbe de bambou
Fig. 1. 3. Exemples des matériaux FGM dans la nature

Les matériaux fonctionnellement gradués présentent une variation continue des propriétés

des matériaux qui résultent de la microstructure non homogeéne.

Les FGM présentent une microstructure, une composition chimique et un ordre atomique qui
varient en fonction de la position, entrainant une variation continue des propriétés du
matériau, telles que les caractéristiques mécaniques, électriques et thermiques. Ainsi, les
propriétés globales des FGM sont uniques et distinctes de celles des matériaux individuels qui
les composent. En raison de ces caractéristiques exceptionnelles, les FGM suscitent un grand
intérét dans divers domaines, tels que l'aérospatiale, les biomatériaux et I'ingénierie, depuis

plusieurs décennies.

La gradation des propriétés dans un FGM permet de réduire les contraintes thermiques,
résiduelles et les concentrations de contraintes souvent observées dans les composites

traditionnels. La fig. 1.4 montre la protection thermique des matériaux FGM et non-FGM.

Les FGM suppriment les interfaces abruptes présentes dans les composites, qui sont
responsables des defaillances, et les remplacent par une interface graduee, permettant une

transition plus douce entre les matériaux [41].

11
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Décollement

Rupture
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\
/
Compression/ Traction

Contraintes thamiques induites

Fig. I. 2. Protection thermique des matériaux [44].

L'une des caractéristiques uniques du FGM est la possibilité de personnaliser un matériau

pour une application spécifique. Les différences entre les matériaux composites et les FGM

sont présentées dans le tableau 1.4.

Tableau I. 4: Les différences entre le composite et le FGM [40].

Composite traditionnel

FGM

-Interface abrupte entre les matériaux qui se
combinent, entrainant un changement brutal des
propriétés

-Transition en douceur entre les matériaux de
combinaison

-La délamination se produit dans des conditions
de travail extrémes

-Trés bonne liaison interfaciale entre les
matériaux, donc la délimitation est évitée

-La charge matricielle, la faiblesse et la force
des matériaux de combinaison sont également
réparties

-Les propriétés des matériaux de combinaison
sont spatialement distribuées

-Toute la piéce est un peu thermoconductrice et
la matrice a perdu un peu de dureté.

-Un c6té est largement dur et l'autre coté est
largement conductrice de chaleur

L'exploitation scientifique des matériaux de base, disponibles sous forme de composés

inorganiques et organiques, a permis le développement de polymeres avancés, d‘alliages

d'ingénierie, de céramiques structurelles, et bien d'autres. La structure du développement des

matériaux modernes est présentée a la Fig. 1.5. Ces matériaux offrent de nombreux avantages,

les rendant adaptés a diverses applications potentielles, comme une réduction de la résistance

dans le plan et a travers I'épaisseur, une amélioration des propriétés thermiques, ainsi qu'une

grande ténacité [45].

12
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FGM

Composite

f

Ingénierie

!

Particules, mousses et fibres avancées
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Elastomére Polymére Verre Métal Céramique
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Organique Inorganique

Matériaux de base

Fig. . 3. Représentation de la hiérarchie des matériaux modernes [45].

La gradation des propriétés des matériaux FGM permet aux concepteurs d’adapter les
réponses des matériaux afin de répondre précisément aux critéres de conception. Par exemple,
la navette spatiale utilise des tuiles en céramique pour se protéger thermiquement lors de la
rentrée dans l'atmosphere. Cependant, ces tuiles sont sujettes a des fissures a l'interface
tuile/superstructure en raison des différences de coefficients de dilatation thermique. Un FGM
composé de céramique et de métal pourrait offrir une protection thermique et une capacité de
charge dans un seul matériau, résolvant ainsi le probleme des tuiles fissurées rencontrées sur

la navette spatiale [99].

Les FGM congus par les ingénieurs sont généralement classés selon la combinaison de
matériaux constituants, tels que céramique/métal, céramique/céramique, métal/métal et
céramique/polymeére, la combinaison céramique/métal étant la plus courante (Fig. 1.6). Les
FGM céramique/métal, contenant des alliages métalliques (matrice) et des phases secondaires

en céramique, sont gradués d'une phase céramique a une phase métallique.

Ces FGM céeramique/metal ont gagné une grande importance gréace a leur capacité a tirer parti
de propriétés mécaniques améliorées, telles que la dureté, la résistance, 1’usinabilité, la

ténacité, et a offrir de meilleures résistances thermiques, a 1’usure et a la corrosion [46]. Ils

13
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permettent également de reduire les contraintes thermiques et d'afficher une meilleure
adhérence entre les phases, améliorant ainsi la résistance a la rupture et la ténacité tout au long

du volume gradué [47].

|
[ Combinaisons des matériaux pour la production d'un FGM
|
| | |
Métal-Métal Métal-céramique Ctelramlgue- Ceramu.:|ue-
Céramique polymére

1. Al-Cu 1. Al-Sic 1. Sic-Carbone
2. Al- Ni 2. Al- Al203 2. Sic-Sic
3. Ni-Ti ,etc 3. Al-ZrO,,etc 3. Carbone-carbone

1. Verre-Epoxy
| 2. Carbone-Epoxy,etc

Fig. I. 4. Exemples de guelques combinaisons pour un matériau FGM [48].

En fonction de la géométrie et de la section transversale du matériau a produire, les FGM
peuvent étre classés en deux groupes principaux, les FGM minces (dit FGM thin) et les FGM

massifs ou en vrac (dits FGM bulk).

a. FGM mince

Les FGM minces, généralement utilisés comme revétements de surface a section
transversale réduite, sont fabriqués selon des méthodes de dép6t adaptées aux exigences de
service. Les principales techniques incluent le dépdt chimique et physique en phase vapeur
(CVD/PVD), Ila pulvérisation plasma, le dépét de couches atomiques (ALD),
1’électrodéposition et la synthése autopropagée a haute température (SHS), entre autres [49].
Toutefois, ces FGM restent inappropriés pour des applications sous conditions de service

extrémes.

14
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b. FGMmassifs :

Les FGM en vrac, constitués de volumes massifs, nécessitent des procédés plus
exigeants en main-d'ceuvre. Ils sont principalement produits par des techniques telles que la

métallurgie des poudres, la coulée par centrifugation et le moulage libre solide, entre autres.

1.5. Historique de développement des matériaux fonctionnellement gradués

L'idée originale de la variation de la composition et de la structure dans la microstructure des
matériaux a été introduite pour la premiere fois en 1972, dans le cadre des composites et des
matériaux polymeres. Les matériaux a gradient fonctionnel (FGM) modernes ont émergé de
ces travaux initiaux par Bever et Duwez [50], qui ont étudié les propriétés globales des
matériaux et réévalué les applications potentielles des composites a gradient. En 1972, Bever
a exploreé divers composites a gradient et les applications possibles, tandis que Shen a rapporté
que la gradation des matériaux polymeéres pouvait étre induite par la variation chimique des
monomeres et des propriétés moléculaires et supramoléculaires. Toutefois, cette étude n’a pas

abordé la conception, la fabrication et I’évaluation du gradient de structure [51].

Le développement des FGM modernes a commencé dans les années 1980 au Japon, motivé
par la recherche d'un matériau adapté a une barriére pour un avion spatial hypersonique. Cette
barriére devait résister a des températures extrémes et une épaisseur inférieure a 10 mm. Ce
défi a conduit a I’adoption du concept FGM. En 1985, dans le cadre du développement de
revétements et de joints en céramique pour moteurs de fusées réutilisables, 1’application de
contrble continu de la texture a été proposée pour réduire les contraintes thermiques et
améliorer la force d'adhérence. Ces matériaux gradués ont été désignés sous le nom de

matériaux a gradient fonctionnel en 1986 [52].

En 1987, un projet de recherche national a été lancé au Japon pour développer des matériaux a
gradient fonctionnel pour les barriéres thermiques d'un avion spatial [52]. Les FGM ont
permis de supporter une température de surface de 17 000 °C et un gradient thermique de 10
000 °C sur seulement 10 mm d’épaisseur. Les résultats de ce projet ont été largement diffusés
par des articles et des conférences internationales, attirant un grand intérét pour les FGM et

leurs applications potentielles dans divers domaines.

De 1987 a 1991, la technologie FGM a gagné en popularité, avec le développement de
plusieurs techniques de production, telles que le dépbt chimique en phase vapeur (CVD), la
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pulvérisation plasma, la métallurgie des poudres, la synthése auto-propagee a haute
température (SHS) et le galvanoformage. En 1990, le premier symposium international sur les
FGM a eu lieu a Sendai, attirant environ 400 participants, et a conduit a la création d'un

comité consultatif international [53].

Depuis 1991, ces techniques ont été réévaluées et modifiées, avec le développement de
nouvelles méthodes. Miyamoto et al. (1999) ont classe ces méthodes de fabrication en quatre
catégories : les processus de couche, de fusion, de masse et de préforme. Ces procédés ont
permis de résoudre le probleme traditionnel de délamination des composites, causé par des

interfaces abruptes, qui sont souvent responsables des défaillances dans les matériaux

composites.
1990-2021
1986 -~ La 16** conférence
A D | internationale sur
1 985 N Les possibilités de  les matériaux &
commercialisation ! gradient fonctionnel
1984 A Mise en place des des FGM ont été Jusqu'aujourd'hui
1983 4 FGM dans diverses lfdcgmém ol dcfh
Développement de applications w‘”; :g- ?nif;:tf" e
1 972 A FGM métalliques d'ingénierie el "
Le concept FGM a dans di"_CMS
été mis en ceuvre applications
L'idée d'un pour la premiére d'ingénierie
classement fois au Japon pour
fonctionnel a été la conception de la
proposée pour la navette spatiale

premiére fois pour
les matériaux &
base de polyméres

Fig. 1. 5. Apercu historique des étapes importantes de la recherche et du développement des FGM
[47].

1.6. Classification conventionnelle des matériaux FGM

1.6.1. Classification basée sur la structure des FGM

En général, les structures FGM sont classees en deux catégories génerales (Fig.1.8). La
premiére catégorie est constituée de structures dites a gradient continu, dans lesquelles le
facteur de gradient traverse en continu le volume du matériau et la seconde catégorie est
appelée gradients discontinus, dans lesquelles le facteur de gradient change progressivement
[54].
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a. Dans le premier groupe, aucune zone claire ou ligne de séparation n'a pu étre observée
a l'intérieur du matériau pour distinguer les propriétés de chaque zone.

b. Les composants du matériau évoluent selon une gradation discontinue par étape dans
un autre groupe, qui est identifie comme FGM stratifié ou séparé. Dans cette
catégorie, il existe une interface similaire entre les couches qui est visible et distingue
chaque couche de la suivante. Le choix du type de structure de gradient dépend

fortement des conditions de travail du matériau.

() (b)

Fig. I. 6. Classification des structures FGM ;(a) FGM a gradient continu ; (b) FGM a gradient

discontinu.

Selon la nature du gradient, les FGM peuvent étre regroupés selon les types suivants :
1) Type de gradient de fraction

2) Type de gradient de taille.

3) Type de gradient de forme.

4) Type de gradient d'orientation.
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Fig. I. 7. Différents types d’un FGM. a) Gradient de composition. b) gradient de la dimension. c), d)
Gradient de ’orientation. e), f) Gradient de fraction volumique [55].

1.6.2. Classification basée sur le type de gradient FGM

Afin de classer les FGM selon leurs types de gradients, trois catégories principales sont
identifiées : le gradient de composition chimique, le gradient de microstructure et le gradient
de porosite (Fig. 1.10) [56].

Dans le cas des FGM a gradient de composition chimique, la composition varie
progressivement selon la position dans le matériau. Cette variation entraine la formation de
phases distinctes aux structures chimiques différentes, dépendant de la composition des
matériaux, des quantités utilisées et des conditions de production [57].

Le deuxiéme type, basé sur la microstructure, concerne les matériaux dont la surface présente
une microstructure différente de celle du noyau, principalement due au processus de
refroidissement. Ces FGM sont utilisés dans des applications nécessitant des surfaces
résistantes a I'usure et a la corrosion, tandis que le noyau conserve d’autres propriétés
spécifiques.

Enfin, les FGM a porosité graduelle présentent une variation de porosité en fonction de leur
emplacement dans le matériau. Dans leur conception, la taille et la forme des pores sont
essentielles selon les exigences de I’application. Ces matériaux trouvent de nombreuses

applications dans 1’industrie médicale, ou des recherches approfondies ont été réalisées.
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Types de gradient des FGM
| |
Gradient de la Gradient de la Gradient de la
composition microstructure porosité

Fig. I. 8. Classification des matériaux a gradient fonctionnel selon le type de gradients FGM [56]

1.7. Application des matériaux fonctionnellement gradués FGM dans le domaine du

génie civil

1.7.1. Les chaussées rigides (Functionally Graded Concrete Materials for Rigid

Pavements)

Les FGM peuvent étre intégrés dans les chaussées rigides en béton, avec une gradation
obtenue par la variation de la fraction volumique de fibres. Cette technique est
particulierement adaptée aux autoroutes, aux routes a fort trafic, aux dallages industriels et
aux pistes d’aéroports, ou [’utilisation de chaussées souples en béton bitumineux est
déconseillée. Elle vise a optimiser I’épaisseur de la chaussée en combinant une surface de
roulement rigide avec une couche de fondation moins rigide, garantissant ainsi une meilleure

résistance et durabilité [58].

1.7.2. Les chaussées souples

Les FGM peuvent étre utilisés dans les chaussées souples pour éliminer les couches
d’accrochage entre la Grave Bitume et la couche de roulement en Béton Bitumineux. Cette
approche permet d’éviter le glissement entre les deux couches, de réduire 1’épaisseur totale
tout en optimisant le comportement mécanique de la structure, augmentant ainsi la capacité

portante et la durabilité de la chaussée [58].
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1.7.3. Les grands vitrages dans les zones chaudes

Les vitres sont en FGM pour contréler la température dans les zones chaudes et éviter les

vitrages multiples.

1.7.4.Les tunnels (functionally graded concrete segment in tunnel)

Les parois intérieurs des tunnels doit étre réalisées en matériau réfractaire et rigide dans la
surface exposée et d’un matériau imperméable dans la surface en contact avec le sol et les

roches. L’utilisation des FGM semble étre une solution efficace.

1.7.5. Les joints dans la charpente métallique

Dans certaines structures métalliques, 1’assemblage nécessite des soudures entre des éléments
de poids et de nuances différents, tels que I’acier et I’aluminium. Les joints ordinaires en
acier, souvent utilisés dans ces cas, présentent 1’inconvénient de subir une forte concentration
de contraintes, les rendant vulnérables aux actions cycliques. L’utilisation de joints en FGM
constitue une solution optimale pour améliorer la performance et la durabilité de ces

assemblages [58].

1.8. Lois régissantes la variation des propriétés matérielles des plagues FGM

Les FGM, qui sont souvent isotropes et non homogeénes, sont constitués d'un mélange de
deux matériaux pour obtenir une composition qui assure une certaine fonctionnalité. Un FGM

peut étre définie par la variation graduelle de la fraction volumique des constituants.

La fonction de loi de puissance [59] et la fonction exponentielle [60] sont couramment
utilisées pour décrire les variations des propriétés des FGM. Cependant, ces fonctions peuvent
engendrer des concentrations de contraintes aux interfaces ou le matériau change de maniere
rapide et continue. Pour remédier a ce probleme, Chung et Chi [61] ont introduit le FGM
sigmoide (S-FGM), basé sur deux fonctions de puissance pour définir une nouvelle
distribution de fraction volumique. Chi et Chung [62-63] ont démontré que I’utilisation d’un

S-FGM réduit significativement les facteurs d’intensité de contrainte dans les corps fissurés.
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Plaque en FGM

Fig. I. 9. Géométrie d’une plaque en FGM.

Les coordonnées x et Y définissent le plan de la plaque, tandis que 1’axe ; perpendiculaire a

la surface moyenne de la plaque et dans la direction de 1’épaisseur.

Les propriétés du matériau dont le module de Young et le coefficient de Poisson sur les
surfaces supérieures et inférieures sont différentes mais sont déterminés selon les demandes
d’exécution.

Toutefois le module de Young et le coefficient de Poisson varient de fagon continue, dans le

sens de 1’épaisseur (I’axez) soit: E = E(z),v = v(2).

Le module de Young dans le sens de I’épaisseur de la plaque FGM varie en fonction de la loi
de puissance (P-FGM) ou la fonction exponentielle (E-FGM) ou avec la fonction sigmoide (S-
FGM).

1.8.1. Propriétés matérielles de la plaque P-FGM

La fraction volumique de la classe P-FGM correspond a une fonction de loi de puissance

sous la forme :

I.1

V(2) = (z +hh/2)P

Ou P est un paramétre du matériau et h est 1’épaisseur de la plaque.
Une fois la fraction volumique locale V(z)a été définie, les propriétés matérielles d’une

plaque P-FGM peuvent étre déterminées par la loi des mélanges [66] :
P(z) =P, + (P, — P)V(2) .2
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Ou Pjet P, sont respectivement les caractéristiques du matériau de la surface inférieure

—h/2) et supérieure(z = h/2) de la plaque FGM, la variation du module de Young dans

(z

la direction d’épaisseur de la plaque P-FGM est représentée sur la fig.1.24, ce qui montre que

la fraction volumique change rapidement pres de surface inférieure pour P < 1, et augmenté

rapidement pres de la surface supérieure pour P > 1.
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Fig. I. 10. Variation de la fraction volumique dans une plaque P-FGM.

1.8.2. Propriétés matérielles de la plaque S-FGM

Dans le cas de I'ajout d'une plaque P-FGM d’une simple fonction de loi de puissance a
une plaque composite multicouche, les concentrations des contraintes apparaissent sur
I’interfaces ou le matériau est continu mais change rapidement [64]. Afin de résoudre ce
probléme, Chung et chi [67] ont défini la fraction de volume de la plaqgue FGM en utilisant
deux fonctions de loi de puissance pour assurer une bonne répartition des contraintes entre

toutes les interfaces. Les deux fonctions de loi de puissance sont définies comme suit :

h P
15tz h
Vl(z)=§ h/2 Pour —ESZSO
h P
1[{-—z
Vz(z)=1—E L Pour 0<z<
2
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En appliquant la loi de mélange, le module de Young de la plaque S-FGM peut étre calculé

par :

E(z) =V,(2)E; +[1 - V,(2)]E, pour —=<z<0 [.4.a

N
IA

E(z) = V,(2)E; + [1 — V,(2)]E, pour 0 <z < I.4.b

N =

La variation de la fraction volumique selon les équations (1.4.a) et (1.4.b) avec des répartitions
sigmoides est présentée dans La fig. 1.25, ce type de plaque FGM est appelée (Plaque S-FGM).

"

f

- 7]
§ S

o] % i
ad V/v/ A N
-0.3 ‘f o‘fnf‘ ! rtl
o _-el. V/ O/u’f _J_P‘:i

=10

()

Fraction velumique
Fig. I. 11. Variation de la fraction volumique dans une plaque S-FGM.
1.8.3. Propriétés matérielles de la plaque E-FGM

Plusieurs chercheurs emploient la fonction exponentielle pour décrire les propriétés

matérielles des matériaux FG comme suit [68] :

E(z) = EzeB(ZJ’g) I.5.a
Avec :
B=11n<E> L.5.b
h \E,

La fig.1.26 présente La variation du module de Young a travers 1’épaisseur de la plaque E-

FGM.
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Fig. I. 12. Variation du module de Young dans une plaque E-FGM.

1.9. Les relations contrainte-déformation

La forme généralisée de la loi de Hooke, qui relie la contrainte & la déformation, est la
suivante :

{o} = [Cl{e} L6
Ou[C]est une matrice de rigidité.
La relation entre la contrainte et la déformation par [C] est une approximation qui est valable

pour de petites déformations. Pour un matériau homogene linéairement élastique, les

propriétés du matériau sont supposées étre les mémes en tout point du matériau.

La relation déformation-contrainte est obtenue en inversant la matrice de rigidité dans la

relation contrainte-déformation (1.6), ce qui donne :

{e} = [C]*{o} = [S]{c} 1.7

Ou|[S]est la matrice de flexibilité ou de souplesse (symétrique).

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposé d’une fagon claire des généralités sur les matériaux
composites, ensuite, nous avons défini les matériaux a gradient de propriétés « FGM », leurs

propriétés, 1’histoire de leur développement, leurs classifications, les principales techniques
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d’élaboration de ces matériaux, ainsi que leurs domaines d’application, nous avons aussi cité
les différentes lois régissant la variation des propriétés matérielles de ces derniers et a la fin

nous avons présente les différents types des matériaux.
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Revue sur les Théories de Plaques

11.1. Introduction

En général, le comportement des plaques sous charges mécaniques et thermiques peut étre
prédit en utilisant soit la théorie de 1’¢lasticité tridimensionnelle (3D), soit des théories
¢équivalentes d’élasticité monocouche « Equivalent single layer theory (ESL) ». Ces théories
d’ESL peuvent tenir compte des effets de cisaillement et de déformation normale selon le

niveau d’hypothéses.

Le modeéle ESL le plus simple est la théorie classique des plaques (CPT), également connue
sous le nom de Théorie de Love-Kirchoff [69], qui ignore les effets de cisaillement transversal.

Il convient donc uniquement aux plaques minces.

La théorie suivante dans la hiérarchie des modeles ESL est la théorie de déformation de
cisaillement du premier ordre (FSDT) connue sous le nom Reissner [70] et Mindlin [71]. La
FSDT tient compte de I’effet de déformation de cisaillement par le biais d’une variation linéaire
des déplacements a travers 1’épaisseur de la plaque. Un facteur de correction de cisaillement est
donc nécessaire.

Afin d’éviter D’utilisation du facteur de correction du cisaillement, des théories de

déformation du cisaillement d’ordre supérieur (HSDT) ont été introduites.

11.2. Généralités sur les théories d’élasticité

11.2.1. Définition des plagques

Une plaque est par définition un corps solide délimité par deux plans paralléles appelés
faces et dont une des dimensions (appelée épaisseur h) est petite par rapport aux deux autres
dimensions (fig.11.1), Les éléments de plaques sont généralement utilisés pour modéliser des
structures minces, car seule une dimension est faible par rapport aux deux autres.

On définit :

e Le plan moyen est situé dans le plan (0, X, y) a équidistance entre les deux faces (Un

plan passant au milieu de 1’épaisseur de la plaque)

e h est I’épaisseur de la plaque.

e Les deux surfaces générées par les points supérieurs (z = h/2) et inférieurs (z = —h/2) de

h sont les surfaces supérieures et inférieures (ou faces) de la plaque
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e Q est appelée surface médiane, ou surface de référence de la plaque.

e le feuillet neutre (ou feuillet moyen) constitue un élément de matiere d’épaisseur
infinitésimale situé autour du plan moyen (O, X, y), ouz =0.

e Une fibre normale est par définition I’ensemble des points situés sur une normale au
plan médian (ayant ainsi pour direction z) a une position (X, y)

Selon le mode de déformation, les plaques peuvent étre classées en trois grandes catégories :
¢ les plaques minces a petites déformations (Kirchhoff).
e les plaques minces a grandes déformations (Karman).

e les plaques épaisses (Mindlin-Reissner).

£ Surface movenne

Fig. Il. 1. Exemple de plaque d’une géométrie quelconque [207].

11.2.2. Théorie Classique de Love-Kirchhoff (CPT, Classical plate theory) :

Le modele le plus simple de Love -Kirchhoff est parfois appelé dans la littérature « la
théorie Classique des plagues minces ». Ce modéle est basé sur une distribution linéaire des

déplacements a travers I'épaisseur [69].

Dans le cas d’une plaque homogene isotrope, la part de cisaillement dans la fleche est
directement reliée a I’¢lancement (L/h).
La théorie classique des plaques minces (CPT) se base sur les hypothéses de Love- Kirchhoff
[72] -
e Les sections perpendiculaires au plan moyen de la plaque restent normales lors de la
déformation Donc la déformation de cisaillement transverse est supposée nulle

(az = Yxz = Yyz = 0) et les effets dus a I’effort tranchant sont négligés.
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e L'épaisseur de la plaque est faible, par conséquent les contraintes dans le sens de cette
derniére sont supposées nulles (g, = 0).
e Lesnormales transversales ne subissent pas d'allongement (c'est-a-dire qu'elles sont non

extensibles).

Ces hypotheses sont clairement résumées dans la fig.11.2 :

A
-

Fig. I1. 2. lllustration de la plague de Love-Kirchhoff avant et apres déformation [69].

En se basant sur les hypothéses ci-dessus, le champ de déplacement s’écrit pour la théorie

classique des plaques sous la forme [69] :

adw,

ux,v,z) = uy(x,y) —z—— (Il. 1.a)
0x
ow,

v(x,y,z2) =vo(x,y) —z—— (I.1.b)
dy

w(x,y,z) = wy(x,y) (Il.1.¢)

Ou:
u, et v, sont les déplacements de membrane dans les directions x et y respectivement.

w,, est la fleche de la plaque.

dwg

a . N : .
™ etaiy0 sont les rotations dues a la flexion (sans cisaillement).

Cette théorie donne des résultats imprécis pour les plaques épaisses car elle ne tient pas en

compte de I’effet de cisaillement.

La CPT est le modéle ESL le plus simple et il convient seulement aux plaques/coques minces
ou les effets de cisaillement et de déformation normale sont négligeable.

e Feldman et Aboudi [73] ont étudié le flambement élastique des plaques FG sous charge

de compression uniaxiale en utilisant une combinaison d'approches micromécaniques et

structurelles. Les équations directrices dérivées de la CPT ont été résolues
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analytiqguement pour la charge de flambement des plaques FG avec diverses conditions
aux limites.

e La CPT est utilisee par Javaheri et Eslami [74-75] pour étudier le comportement de
flambement des plaques FG sous quatre types de chargements thermiques [74] et de
chargement en compression [75].

e Ghannadpour et al. [76] ont examiné le flambement thermique des plaques FG en
utilisant la CPT. Cependant, la charge de flambement a été calculée en utilisant la
méthode des éléments finis au lieu de Solution de Navier [74].

e Mahdavian [77] a examiné le gauchissement des plaques FG soumises & une
compression non uniforme en utilisant la CPT et les solutions de Fourier.

e Mohammadi et al. [78] ont dérivé les solutions analytiques pour la charge de flambage
des plaques FG avec deux bords opposés simplement appuyés et les deux autres bords
ayant des conditions limites arbitraires (c.-a-d. plaque de type Levy). Les équations
gouvernantes derivees de la CPT ont été résolues analytiquement en utilisant une
approche de solution de type Levy.

e Yanga et Shen [79] ont étudié les réponses non linéaires de flexion et de post-
flambement des plaques FG reposant sur des fondations élastiques sous des charges
axiales et transversales en utilisant la CPT avec les hypotheses de Von Karman.

e Alinia et Ghannadpour [80] ont également utilisé la CPT avec les hypotheses de VVon-
Karman pour étudier les réponses non linéaires des plaques FG sous pression
transversale. Cependant, ils ont utilisé le principe de 1’énergie potentielle minimale pour
obtenir les solutions analytiques de plaques simplement appuyées.

e La CPT a également été utilisé pour analyser les plaques circulaires. Par exemple, les
comportements de flexion non linéaire et de post-flambement thermique des plaques
circulaires FG sous des charges mécaniques et thermiques ont été étudiés par Ma et
Wang [81].

e Lietal. [82] ont également étudié le comportement de post-flambement non linéaire
des plaques circulaires FG sous charge mécanique et thermique a I’aide de la CPT avec
les hypotheses de Von Karman.

e La CPT aégalement eté utilisé pour les coques FG en raison de sa simplicité. Du et al.
[83] ont étudié la vibration non linéaire des coques cylindriques FG sous excitation sur
la base de la CPT avec les hypothéses de Von Karman en combinaison avec une
méthode a echelles multiples.
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e Du et Li[83] ont étudié la réponse aux vibrations non linéaires des coques cylindriques
FG dans des environnements thermiques en suivant une approche similaire.

e Shen [84] a étudié le comportement de post-flambement des coques cylindriques FG
sous compression axiale [84] ou pression latérale [85] ou une augmentation de
température uniforme [86] en utilisant la CPT avec les hypotheses de von Karman.

e Woo et al. [87] ont étudie le comportement de post-flambement des plaques FG et des
coques cylindriques peu profondes sous des charges mécaniques et thermiques en
utilisant la CPT et les hypotheses de Von Karman.

e Cheng et al. [89] ont adopté la CPT pour étudier le flambage des coques cylindriques
FG soumis a une flexion pure.

e Woo et Meguid [89] ont étudié la flexion non linéaire des coques peu profondes FG
sous charges transversales et un champ de température. Les équations gouvernantes
dérivées de la CPT avec les hypotheses de Von Karman ont été résolues analytiquement
pour la déflexion, les contraintes et les moments de flexion d’une coque simplement

appuyees en utilisant la méthode de la série de Fourier.
11.2.3. Théorie de déformation de cisaillement du premier ordre (FSDT First Order

Shear Deformation Theory) :

La théorie de déformation de cisaillement du premier ordre, également appelée « Théorie
de Reissner-Mindlin ». Elle est considérée comme une amélioration de la théorie classique des
plaques minces en prend en considération 1’effet de cisaillement transverse.

Mindlin et Reissner ont proposé indépendamment une théorie des plaques qui incorpore
I'effet de la déformation de cisaillement transversal pour I'analyse des plaques épaisses.

On peut souvent trouver des cas dans la littérature ou les deux théories des plaques ont été
associees ensemble sous le nom de théorie des plaques de Reissner-Mindlin ou classées dans la

catégorie des théories des plaques dites déformation de cisaillement du premier ordre.
Hypothése de Reissner-Mindlin :

Les contraintes et les déformations sont constantes a travers 1’épaisseur de la plaque, ou
aprés application des charges, les fibres normales au plan moyen restent droites mais pas
nécessairement normales au plan moyen déformé, de plus la longueur d’une fibre transverse

varie peu au cours de la déformation.
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Dans ce cas la déformation de cisaillement transversale est différente de zéro, mais elle
meéne aussi a la violation statique de la contrainte de cisaillement qui est nulle sur les surfaces
extérieures puisque la contrainte de cisaillement devient constante a travers I'épaisseur de la
plaque. Cette divergence entre I'état de contrainte réel et I'état de contrainte constant prédit par
la théorie du premier ordre est souvent corrigé en introduisant un facteur de correction de
cisaillement K. [72]

La théorie du premier ordre est basée sur un champ des déplacements comportant cing

inconnues (il y en avait que trois dans le cas de la CPT) comme suivant [72] :

u(x,y,z) = up(x,y) —z0,(x,y) (IL. 2.3)
v(x,y,2) = vo(x,y) — z0y(x,y) (IL. 2.b)
w(x,y,z) = wy(X,y) (IL.2.¢)

Ou:

upet vy sont les déplacements de membrane dans les directions x et y respectivement.

w,, est la fleche de la plaque.

Dy, Dy sont les rotations de la normale au plan moyen autour des axes X et y respectivement.
Le champ de déplacement définis dans 1’expression ci-dessus permet de reprendre la théorie

classique des plaques décrite dans la derniére section par le remplacement :

aWO aWO
= - Qy = __)
0x ady

Fig. 1. 3. lllustration de la plague de Reissner-Mindlin [70].
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La théorie FSDT est largement appliquée pour étudier le comportement des plaques FGM :

Praveen et Reddy [91] ont étudié les réponses transitoires non linéaires des plaques FG
sous charges thermiques et mécaniques en utilisant la méthode des éléments finis et la
FSDT avec les hypotheses de Von Karman.

Della Croce et Venini [92] ont présenté une famille hiérarchique d’éléments finis pour
I’analyse de flexion des plaques FG sous charges mécaniques et thermiques a 1’aide de la FSDT

et d’une formulation variationnelle. Cependant, le couplage étirement-flexion a été ignoré dans

leur travail.

Chen [93] a étudié les vibrations non linéaires des plagques FG soumises a une action
combinée de contraintes de compression et de flexion initiales dans le plan a 1’aide de
la FSDT avec les hypothéses de Von Karman.

La FSDT avec les hypotheses de Von Karman a également été utilisée par Alijani et al.
[94] pour étudier les vibrations non linéaires des plaques FG simplement appuyées dans
les environnements thermiques.

Fallah et al. [95] ont étudié les vibrations libres des plaques FG reposant sur une
fondation élastique a 1’aide de la FSDT et d’une approche semi-analytique basée sur
une combinaison de la série de puissance infinie et de la méthode de Kantorovich.
Lanhe [96] et Bouazza et al. [97] ont dérivé des solutions analytiques pour la
température de flambage des plaques FG simplement appuyées sous deux types de
charges thermiques en utilisant la FSDT et solution de Navier.

Yaghoobi et Yaghoobi [98] ont étudié le flambage des plaques sandwich FG reposant
sur une fondation élastique sous des charges thermiques et mécaniques.

Park et Kim [99] ont adopté la FSDT avec les hypotheses de Von Karman pour étudier
le post-flambement et les vibrations des plaques FG sous charges thermiques en utilisant
la méthode des éléments finis.

Kiani et Eslami [100] ont étudié le flambement et le post-flambement des plaques
sandwich FG reposant sur une fondation élastique sous charge mécanique en utilisant

la FSDT avec les hypothéses de Von Karman.
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11.2.4. Théorie de déformation de cisaillement d'ordre élevé (HSDT Higher Shear

Deformation Theory) :

Les limitations de la FSDT peuvent étre surmontées en introduisant les théories de
déformation de cisaillement d’ordre élevé des plaques.

La théorie des plaques d’ordre élevée est basée sur les mémes hypothéses que les théories
classiques et du premier ordre des plaques, sauf que la section droite et perpendiculaire au plan
moyen avant déformation, ne reste pas droite aprés déformation et peut présenter un
gauchissement. Ce mod¢le n’exige aucun coefficient de correction du cisaillement et donne des

contraintes de cisaillement transversales plus précises.

Fig. Il. 4. Tllustration de la plaque d’ordre élevé.

Le champ de déplacement de cette théorie est genéralement écrit comme suit :

u(x,y,z) = up(xy) — 205 + f(2) oy (x,y) (I1.3.a)
v(x,y,z) = vo(x,y) — 20y + f(2) @y (%, y) (II.3.b)
w(x,y,2) = wo(x,y) (I11.3.¢)

Ou: ug, vy etwysont les déplacements de membrane dans les directions X, y et z
respectivement.

Dy, Dy sont les rotations de la normale au plan moyen autour des axes x et y respectivement.

- _ aWO _ 6w0
On pose aussi ((px =——+ Dy, Oy = oy + Q)y).
La fonction f (z) représente la fonction de forme déterminant la distribution des déformations

et des contraintes de cisaillement transversales sur I'épaisseur.
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En effet, les déplacements de la théorie de Love-Kirchhoff (CPT) sont obtenus facilement

en mettant :
f(z)=0 (I.4)
La théorie de Reisner-Mindlin (FSDT) peut étre obtenue par :
f(z)=z2 (IL.5)

On obtient aussi le déplacement de la théorie de la plaque de déformation de cisaillement
parabolique (Parabolic shear deformation plate theory (PSDPT)) de Reddy par :

4
f(z)= 2(1_3?2 ) (II.6)

Reddy [72] a proposé une théorie modifiée qui prend en compte non seulement ’effet de
déformations transversale de cisaillement mais aussi leur variation parabolique dans

I’épaisseur.

La théorie sinusoidale de plaque de déformation de cisaillement (sinusoidal shear

deformation plate theory (SSDPT)) de Touratier [101] est obtenue comme suit :
h . z
f(2) = si (”—) (IL7)
V4 h

Touratier a proposé le modéle “sinus" (SSDPT) en introduisant une fonction
trigonométriques sinusoidale pour modéliser la répartition des contraintes de cisaillement a
travers 1’épaisseur .Ce modele est différent des autres modeles d’ordre élevé puisqu’il n’utilise

pas de fonction polynomiale.

En outre, la théorie exponentielle de plaque de déformation de cisaillement (Exponential

shear deformation plate theory (ESDPT)) de Karama et al [102] est obtenue par :

f(z) =26 2" (I1.8)
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Pour d’autres théories de déformation de cisaillement d’ordre élevé, la fonction f (z) est

montrée sur le tableau suivant :

Tableau I1. 1. Fonctions de cisaillement relatives aux différentes théories de plaque d'ordre élevé

HSDT
Théorie Fonction de cisaillement f(z)
Ambartsumyan [103] f(z)=2 ez
Y 2 4 3
Rei 104 f(z)—§z 1—£
eissner [104] 1 o’
(1 (1
Soldatos et al. [105] f(z)=h sm(ﬁj = zsmh(ij
_Z[ij
Aydogdu [106] h
f(z)=za "M@ 4+o0
h/ z)sinh| ~
Ait Atmane et al [107] cosh(z/2) (! 7)sin (h Zj

'O~ oo -1 o721

_(h/x)sinthz/m)-z
~ (cos(rz/2-1))

El Meiche et al [108] f(z)

(h/ ﬂ)sinh(z zj .y

[cosh(z/2)-1]

Hebali et al. [109] f(z) =

11.2.4.1. Modeéles baseés sur des fonctions polynomiales

Le comportement de flexion des plaques FG a été étudié par Roque et al. [110] a I’aide
d’une méthode sans mailles avec des RBF multiquadriques. La formulation était basée
sur la HSDT de Pandya et Kant [111] avec 7 inconnues et en tenant compte d’une
variation cubique des déplacements axiaux et d’un déplacement transversal constant a
travers 1’épaisseur.

Matsunaga a encore étendu sa théorie aux problemes de flambage thermique [112] et
aux problémes de flexion thermique de plaques FG.

Chen et al. [9] ont étudié les vibrations libres et le flambage des plaques FG sous une

combinaison d’une contrainte d’extension et d’une contrainte de flexion pure.
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Xiang et al. [113] ont proposé une théorie de déformation de cisaillement du nieme
ordre pour I'analyse des vibrations libres des plaques sandwich FG et composites. Le
champ de déplacement de leur théorie a été obtenu en modifiant le champ de
déplacement de la TSDT pour tenir en compte des termes polynomiaux d'ordre n. La
TSDT est donc deduite en tant que cas specifique. Cette théorie a été appliquée aux
problémes de flexion des plaques FG et aux problémes de vibration libre des plaques
isotropes, des plaques sandwich FG et des plaques FG reposant sur une fondation
élastique.

Xiang et Kang [114] ont évalué diverses théories de déformation de cisaillement a cing
inconnus pour la flexion des plaques FG a I’aide d’une méthode sans mailles avec des
FBR a cannelures, tandis que Sobhy [115] a évalué diverses théories de déformation de
cisaillement a cing inconnus pour le flambage et la vibration libre des plaques sandwich
FG reposant sur une fondation élastique avec diverses conditions aux limites en utilisant
une méthode en série.

Wattanasakulpong et al. [116] ont utilisé la théorie TSDT raffinée et la méthode de Ritz
pour analyser les problémes de vibration libre et forcée des plaques FG encastrées sous
des charges thermiques.

Nguyen-Xuan et al. [117] ont présenté une formulation efficace pour les plaques
sandwich composites en utilisant une théorie de deformation de cisaillement de
cinquieme ordre (FiSDT) en combinaison avec I’analyse isogéométrique par ¢léments
finis (I'IGA). Les comportements de flexion statique, de flambage et de vibrations libres
des plaques rectangulaires et circulaires dans différentes conditions limites ont été

étudiés.

11.2.4.2. Modeéles baseés sur des fonctions non-polynomiales

La fonction non-polynomiale a d’abord été utilisée par Levy [19] avec une fonction
sinusoidale pour développer une théorie raffinée pour les plaques isotropes épaisses.
La fonction sinusoidale a ensuite été adoptée par Touratier [101] pour élaborer une
theorie de déformation de cisaillement sinusoidale (SSDT) a cing inconnues pour les
plaques composites isotropes et stratifiées, respectivement.

La SSDT a été largement utilisé pour étudier la flexion thermique des plaques
composites , le flambage des plaques composites, la flexion des plaques sandwich FG ,

le flambage et les vibrations des plaques sandwich FG, les vibrations des plaques FG,
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la flexion des plaques FG,la flexion thermique des plaques de FG reposant sur une
fondation élastique, le flambage thermique des plagues FG reposant sur une fondation
élastique, nanopoutres et nanoplaques.

e Soldatos [119] a d’abord utilisé une fonction hyperbolique pour développer une HSDT
pour les plaques composites stratifiees.

e Akavci [120] a proposé une nouvelle fonction hyperbolique pour développer une HSDT
pour I’analyse de flexion des plaques composites et 1’analyse des vibrations libres des
plaques FG reposant sur une fondation élastique.

e Grover et al. [121] ont utilisé une fonction hyperbolique inverse pour développer une
HSDT pour les plagues composites et les plaques sandwich.

e Mahi[122] a récemment développé une HSDT pour les plaques sandwich et composites
FG basé sur une nouvelle fonction hyperbolique.

e La fonction exponentielle a d’abord été utilisée par Karama et al [102] pour développer
une HSDT pour les poutres composites.

e Mantari et al. [123] ont également utilisé la fonction exponentielle pour développer une
HSDT pour les coques sandwich et composite. Cette HSDT a été adoptée par pour
étudier le comportement de flexion des plaques FG.

e Basé sur une nouvelle fonction exponentielle, Mantari et al. [123] ont proposé une
HSDT pour I’analyse des vibrations des plaques FG reposant sur une fondation
élastique.

e Mantari et al. [124] et Mantari et Guedes Soares [125] ont utilisé une fonction
tangentielle pour développer une HSDT pour les plaques isotropes, composites et
sandwich et les plaques FG .

e Mantari et al. [124] ont combiné des fonctions exponentielles et trigonométriques pour
développer une HSDT pour les plaques sandwich et composites , les plaques FG [ et les
coques doublement courbées FG.

e Mantari et Guedes Soares [125] ont combiné des fonctions exponentielles et
hyperboliques pour développer une HSDT pour les plaques/coques isotropes et
multicouches et les plaques FG.

e Une combinaison de fonctions tangentielles et exponentielles a été proposée par Mantari
et al. [124] pour développer une HSDT pour les plaques FG.
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Nguyen et al. [126] ont combiné des fonctions tangentielles et cubiques inverses pour
les plagues sandwich FG, tandis que Thai et al. [127] ont combiné des fonctions
tangentielles et linéaires inverses pour les plaques composites et sandwich.

Thai et al. [127] ont suivi leurs travaux antérieurs pour développer une HSDT pour
I'analyse Isogéométrique des plaques sandwich FG en utilisant deux nouvelles fonctions

trigonométriques.

11.3. Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les différentes théories de déformation des plaques a savoir

la théorie classique des plaques (CPT), la théorie de déformation de cisaillement du premier

ordre (FSDT) et la théorie de déformation de cisaillement d’ordre élevé (HSDT) pour prédire

la réponse globale des plaques et des coques sous chargement mécaniques et thermiques.

Un apergu sur les divers modeles pour la modélisation et I’analyse des plaques et des

coques FG a été aussi présenté.

Parmi les modeles ESL, la CPT est largement utilisé pour prédire Les réponses non
linéaires de flexion et de post-flambement des plaques/coques minces FG. Tous les
effets de la température, des imperfections géométriques initiales et de la non-linéarité
géométrique peuvent étre facilement inclus dans le modele CPT car il est le plus simple
parmi les modéles ESL. Bien que la CPT ignore les effets de cisaillement et de
déformation normale, il peut fournir des prédictions acceptables pour les plaques
minces/coques ou les effets du cisaillement et des déformations normales sont
insignifiants.

Parmi les théories de déformation de cisaillement, laFSDT et la TSDT ont été largement
utilisés pour la modélisation et 1’analyse des plaques/coques FG. Cela pourrait étre di
au fait que laFSDT et la TSDT ont été developpés il y a longtemps par rapport a d’autres
HSDT ayant le méme nombre d’inconnues.

Un grand nombre de HSDT basées sur des fonctions non polynomiales ont été
développées récemment. Cependant, elles ne sont pas largement utilisées par rapport

aux HSDT basées sur des fonctions polynomiales, sauf dans le cas de la SSDT.
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Modéle Analytique : Nouvelle approche mathématique

.1 Introduction
Les matériaux fonctionnellement gradués (FGM) ont émergé comme une solution innovante dans le
domaine de I’ingénierie des structures, offrant une transition continue entre deux matériaux aux
propriétés distinctes. Ces matériaux permettent d’optimiser les performances mécaniques, thermiques
et physiques des structures, tout en réduisant les concentrations de contraintes qui se produisent dans
les interfaces classiques des matériaux composites traditionnels. Parmi ces structures, les poutres
fonctionnellement graduées poreuses (FG) suscitent un intérét croissant, notamment dans des
applications aéronautiques, biomédicales et mécaniques, ou la gestion des contraintes et du poids est
cruciale.
Dans cette étude, nous nous intéressons a la formulation théorique des poutres FG poreuses, en
prenant en compte I’impact des variations de propriétés mécaniques, telles que le module d’élasticité
et la densité, en fonction de la distribution du matériau et du taux de porosité. La présence de porosité,
qu’elle soit uniforme ou non uniforme, est un parameétre fondamental influengant le comportement
mécanique et dynamique de ces structures.
Ce chapitre a pour objectif de développer une approche analytique rigoureuse permettant de modéliser
ces poutres en intégrant différentes lois de gradation des matériaux (puissance, exponentielle et
sigmoidale) ainsi que divers modeles de porosité. Nous analysons également I’impact du cisaillement
et des imperfections matérielles sur la réponse mécanique des poutres FG. Dans ce cadre, une nouvelle
théorie de la déformation au cisaillement de premier ordre est introduite pour mieux appréhender les
effets des irrégularités structurelles.
Apres avoir détaillé les hypothéses fondamentales adoptées pour la modélisation, nous établirons les
équations gouvernantes du mouvement des poutres FG poreuses. L’approche analytique utilisée
repose notamment sur la méthode de Navier, qui permet une résolution efficace des équations
différentielles en exploitant des fonctions propres trigonométriques adaptées aux conditions aux
limites considérées. Enfin, ce chapitre mettra en lumiere les avantages et les limites des différentes
approches théoriques utilisées pour prédire le comportement vibratoire et mécanique de ces poutres,

ouvrant ainsi la voie a des applications concretes en ingénierie.

1.2. Formulation théorigue de la poutre FG poreuse
Dans cette étude, la structure de la poutre est composée de céramique sur sa face supérieure et de

métal sur sa face inférieure. Les variations des propriétés mécaniques, telles que le module d'élasticité
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E et la densité p, dépendent des distributions des matériaux fonctionnellement gradués selon les lois
de puissance (P-FG), exponentielle (E-FG) et sigmoidale (S-FGM) [16], en prenant en compte les
effets de la porosité.
La porosité, présente en tant que micro-vides ou défauts dans la structure du matériau, est intégrée
dans le modele pour évaluer son impact sur le comportement mécanique. Différents schémas de
distribution de la porosité, uniformes ou non uniformes, sont considérés pour mieux représenter les
conditions réelles de fabrication et les contraintes structurelles auxquelles les poutres FG sont
Soumises.
La géométrie et ’axe de la poutre sont illustrés dans la Fig. I11.1. La poutre est modélisée comme un
solide allongé avec une section rectangulaire, ou I’axe longitudinal est aligné avec I’axe X. La
céramique et le métal, qui composent la poutre, sont distribués selon un gradient continu le long de
I’épaisseur z. Ce gradient vise a optimiser les propriétés mécaniques et thermiques tout en minimisant
les concentrations de contraintes.
Cette formulation théorique repose sur les hypotheses suivantes :
1. Ladistribution du matériau suit une loi analytique basée sur des fonctions continues (P-FG,
E-FG ou S-FGM), permettant une transition fluide entre les matériaux.
2. Les effets de cisaillement transversal sont pris en compte pour refléter plus fidélement les
déformations dans les poutres courtes ou les structures épaisses.
3. Les propriétés mécaniques du matériau, comme E et p, varient non seulement en fonction du
gradient fonctionnel mais également en fonction des paramétres de porosité.
L’objectif de cette formulation est d’analyser les réponses mécaniques et dynamiques des poutres FG
poreuses sous différentes conditions de chargement et d’appui, tout en fournissant une base théorique
robuste pour évaluer I’influence des parameétres de porosité sur les performances structurelles
globales. Cette approche permet également de modéliser et d’optimiser des structures avancées en

FGM dans des applications ou les charges dynamiques et thermiques jouent un role clé.

Ceramic

z 4

ry
¥

Fig.111.1 Geométrie de la poutre FG
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I11. 2-1. Poutre poreuse P-FG

Les caractéristiques des matériaux des poutres P-FG utilisant les modéles de porosité
uniforme (IP-1) et non uniforme (IP-11) peuvent étre décrites comme suit [10] :

1\P
P=F=B)(5+3) +Ru=S(R+Ep) 1P

. (I11.1)
P:(PC—Pm)£%+%] +P —%(PC +Pm){1—¥J IP-II

Soient P, et P les propriétés respectives du métal et de la céramique ; p désigne I’indice
d’exposant de matériau ( (0< p<oo). Lorsque ¢ =0 la poutre FG imparfaite devient une

poutre FG parfaite, sans porosité ni défauts, caractérisée par une transition parfaitement lisse

entre les propriétés métalliques et céramiques.
- Modéle de porosité uniforme (IP-1)

Dans ce modeéle, la porosité est distribuée de maniere homogene a travers I'épaisseur de la
poutre. Cela signifie que la densité de porosité reste constante, ce qui entraine une répartition

uniforme des propriétés mécaniques dans toute la structure.
- Modéle de porosité non uniforme (IP-11)

Ce modele suppose une répartition variable de la porosité a travers I'épaisseur de la poutre. La
variation peut étre symétrique ou asymeétrique, ce qui reflete mieux les irrégularités des

matériaux gradués fabriqués par des procédes réels.

I11.2-2. Porosités de densité de masse
Ce modéle de porosité repose sur la distinction entre la densité de masse réelle et la densité de

masse apparente. Les formulations de la densité de masse réelle et apparente peuvent étre

exprimées comme suit [65] :
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mO:jp(z) dz at £ =0 and m(g):jp(z) dz at £>0
h h

p
E(z)=(Ec—Em)(ﬁ+3 +Em—%_m—nm(Ec+Em) IP-I11 (111.2)
0

P 2
=22 o -5 1- 2]

I11. 2-3. Poutres S-FGM imparfaites

Les caracteéristiques des matériaux des poutres S-FG utilisant les modeles de porosité uniforme

(IP-1) et non uniforme (IP-I1) peuvent étre exprimées comme suit [128] :

p
Pl:(PC—Pm)[l—%[l—ij }+Pm—%(Pc+Pm) for nggg IP-1

h
b (111.3)
Pzz(Pc—Pm)F(uzfj :|+Pm—£(Pc+Pm) for —N<7<0
2 h 2 2
p
R=(P-P,) 1—1(1—25j P - S(P+P,) 1 A7) tor 0<2< MNP
2 h 2 h 2 (111.4)

p
Pz:(PC—Pm)E(HZ%j }Pm—%(F’chPm)(l—%j for —23230

I11. 2-4. Poutres E-FGM Imparfaites
Dans cette étude, un nouveau modele de distribution de porosité, nommé IP-1V, est proposé sur
la base de la loi de mélange exponentielle afin de prendre en compte la présence de vides. Ce
point est devenu crucial dans I’analyse des structures basées sur la loi de mélange des matériaux
fonctionnellement gradués exponentiels (E-FGM). L’intégration des effets de porosité dans les
modeles permet d’améliorer la précision des prédictions et de mieux représenter le

comportement réel des matériaux dans les applications d’ingénierie.

La porosité est une caractéristique inhérente a de nombreux matériaux avanceés, résultant des

processus de fabrication tels que le frittage, le dép6t ou le laminage. Négliger cet aspect peut
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conduire a une surestimation de la rigidité et de la résistance des structures, compromettant
ainsi leur fiabilité ou leur efficacité. Le modéle propose aide les ingénieurs et chercheurs a
mieux comprendre I’impact de la distribution des porosités sur la réponse des structures,

permettant ainsi des conceptions plus sdres et plus robustes.

Les propriétés mecaniques des poutres E-FGM imparfaites, telles que le module d’élasticité et
la densité, sont modélisées a 1’aide de la loi de mélange exponentielle modifiée pour inclure

I’influence de la porosité. Les formules générales de ces propriétés peuvent étre exprimées

comme suit :
h
P=P, e"(”i] (111.5)
P=P, 1—5(1—25) ep(HE] IP-IV
2 h (111.6)
11.3. Déduction des équations du mouvement :

Afin d'établir les égquations du mouvement gouvernantes des poutres FG imparfaites, une nouvelle
théorie de la déformation par cisaillement intégrale de premier ordre est proposee. Cette approche
permet de mieux prendre en compte les effets de la déformation transversale dans le cas des poutres
courtes ou épaisses, ce qui n'est pas correctement capturé par la théorie d'Euler-Bernoulli classique.

Les champs de déplacement intégral sont alors définis comme suit :

u(x,z,t) =u0(x,t)+zkj9(x,t)dx

W(X, Z,t) = W, (X, 1) (111.7)

L’utilisation de cette théorie permet de prendre en compte, de maniere plus réaliste, les effets
de la porosité et des imperfections sur la déformation de la poutre FG. En effet, les défauts dans
la structure du matériau, tels que les vides ou les irrégularités dans la distribution des matériaux,
influencent la réponse mécanique et dynamique de la poutre. L’objectif est d’obtenir une
expression plus exacte du mouvement en tenant compte des variations de matériau dues a la

porosité et de I’effet de cisaillement.

Une fois les champs de déplacement définis, les équations du mouvement gouvernantes peuvent

étre dérivées en appliquant les principes de la mécanique des milieux continus et en utilisant
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les équations d'équilibre dynamique pour les poutres FG avec porosité. Ces équations sont
ensuite résolues pour obtenir les réponses dynamiques de la poutre sous différentes conditions
de chargement et de soutien, permettant ainsi d’évaluer l'impact des parametres de porosité sur
le comportement vibratoire et mécanique des structures en matériaux fonctionnellement

gradués.

Uy (X, t) et wy(X,t) sont les inconnues (déplacements axiaux et transversaux), respectivement,

t est le temps et Gest la rotation de la section transversale. Conformément aux déplacements

définis dans 1’Equation (7), le champ de déformations peut étre obtenu comme suit

gxz%+zk0
OX
" (111.8)
=—24k|g(xt) dx
Ve =" [o(xt)

En s'appuyant sur la méthode de type Navier, les intégrales mentionnées précédemment peuvent
étre exprimées sous forme dérivée comme suit :

J.de: nol A-—L Kk =-a?
OX az

(1.9)

Cette reformulation permet d’exprimer les intégrales en termes de fonctions propres
trigonométriques associées aux conditions de bord simplement appuyées. En utilisant cette
approche, les équations différentielles partielles peuvent étre simplifiées en équations

différentielles ordinaires, facilitant ainsi leur résolution.

Avantages de I’Approche Navier
La méthode de type Navier offre plusieurs avantages dans 1’analyse des plaques et des poutres:
1. Simplicité Mathématique : En utilisant des fonctions trigonométriques comme
solutions propres, la méthode réduit la complexité de I’intégration et de la résolution
des équations.
2. Adaptabilité : Cette méthode est particulierement efficace pour des conditions de bord

simplement appuyées, souvent rencontrées dans les applications réelles.
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3. Précision : En décomposant les réponses structurelles en séries modales, 1’approche

permet une analyse précise des comportements vibratoires et dynamiques.

Applications Pratiques

Cette méthode est largement utilisée pour modéliser les comportements dynamiques des
structures en matériaux gradués fonctionnels (FGM), notamment dans les plagues soumises a
des charges thermiques et mécaniques. En combinant I’approche Navier avec des lois de
gradation avancees et des modeles de porosité, les ingénieurs peuvent prédire avec précision
les réponses vibratoires des structures complexes dans des domaines tels que ’aérospatiale, la
mécanique et le génie civil.

111.3.1 Théorie des Poutres Classique (CBT)

La théorie classique des poutres (CBT), qui néglige les déformations dues au cisaillement y,, =0, si

mplifie les formulations mécaniques en supposant que les sections transversales restent perpendicula
ires a I’axe neutre de la poutre aprés déformation. Ainsi, 1I’équation (8) se réduit a la forme suivante |
129] :

ou, _o°w,

=——-z—> 111.10
o ox ox’ ( )

En supposant que les composants du matériau de la poutre fonctionnellement graduée (FG)
suivent la loi de Hooke, la relation constitutive peut étre exprimée comme suit [129] :

asz_n(C)esz_n(C)(%—zaa:goj (111.12)

ou Q_ll représente le module d'élasticité, qui varie en fonction de I'épaisseur selon la distribution

du matériau :

Qu()=E(2) (111.12)

Les résultantes des contraintes, comprenant la force axiale et le moment de flexion, peuvent

étre exprimées respectivement comme suit :

2
N=AMe gV
OX OX

(111.13)
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M :—%_[—)GZWO

ox x>

Ou AB et D sont les composants de rigidité de la poutre fonctionnellement graduée (FG)

poreuse sont definis comme suit [129] :

(A.B.D)=[Qu(¢)X2,2°)dA

Les conditions d’équilibre de la poutre sont définies par [15]:

oM
Q= OX
(111.14)
Q_IM _ ] o°W,
x oxt 0 at?
le moment d'inertie de masse |,de la poutre est exprimé par
J°:£p@mA (111.15)

En utilisant les relations d’équilibre établies précédemment pour la poutre fonctionnellement
graduée (FG) et aprés application de techniques de simplification mathématique, on obtient
I’équation différentielle gouvernant le comportement en vibration libre de la poutre FG selon

la théorie classique des poutres (CBT) [129] :

_o'w o*W,
7 axﬁ =—J0—5?Q (111.16)

Dans lequel I'expression ci-dessous s'applique

ﬁ=[5—%§j (111.17)

Cette équation permet de décrire le comportement dynamique des poutres FG en tenant compte
de la variation des propriétés mécaniques a travers 1’épaisseur, essentielle pour prédire leur

réponse vibratoire sous diverses conditions de chargement.
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111.3.2. Nouvelle théorie de premier ordre FSDBT
Les relations régissant le comportement de la poutre fonctionnellement graduée (FG) dans le
cadre de la Nouvelle Théorie de Déformation au Cisaillement de Premier Ordre (New-

FSDBT) sont formulées comme suit :

O, = Q_ll(é/)g Qll(é/)(ﬁuo + Zﬂ@j
(111.18)
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Ou Q. (&) est la rigidité au cisaillement.

Ces relations permettent d’incorporer 1’effet du cisaillement transverse, améliorant ainsi la
précision des prédictions pour les poutres FG de grande épaisseur ou soumises a des charges
complexes.

Les résultats des contraintes sont
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Dans ce cadre, le facteur de correction du cisaillement C° et le composant de rigidité du
matériau sont définis comme suit :

C® est le facteur de correction du cisaillement, essentiel pour compenser la distribution non
uniforme des contraintes de cisaillement a travers I'épaisseur de la poutre, A représente le

composant de rigidité en cisaillement du matériau,

G=[Qs(¢)dA (111.20)

En tenant compte de I’inclusion des déformations en cisaillement et des effets de 1’inertie
rotatoire dans la Nouvelle Théorie de Déformation au Cisaillement de Premier Ordre (New-
FSDBT), les conditions d’équilibre de la poutre fonctionnellement graduée (FG) poreuse

s’écrivent comme suit :
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n appliquant le principe de Hamilton [130] et en intégrant les équations différentielles tout en
prenant en compte les conditions d'équilibre de la structure FG (Fonctionnellement Gradée)
avec les relations mentionnées precédemment, on obtient, aprés avoir appliqué des techniques
de simplification mathématique, I'équation différentielle simplifiée qui prédit le comportement
vibratoire de la poutre FG dans le cadre de la nouvelle théorie FSDBT (First-order Shear
Deformation Beam Theory).

Cette équation différentielle simplifiée permet de modéliser de maniere efficace les vibrations
de la poutre FG en tenant compte des propriétés matérielles variables le long de son épaisseur.
La FSDBT, en particulier, offre une approche plus précise pour décrire la déformation due au

cisaillement, ce qui est essentiel pour les structures ou les effets de cisaillement ne peuvent étre

négligés.
n o*w, n \o'w,  o'w, J.x O'w,
aoe T\ ace ) e Naear Toe ot D (I1.22)
dans lequel I'expression ci-dessous s'applique
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11.4. Résolution des équations du mouvement :

Dans cette étude, les poutres poreuses FG (Fonctionnellement Gradées) sont analysées sous des
conditions aux limites de type simplement appuyées (SS). Une solution de type Navier [131-132] est
employée pour résoudre les équations gouvernantes du systeme. Par ailleurs, les formules de
I'équation (24) sont utilisées pour décrire les fonctions de variables de déplacement des poutres.

Cette approche permet de modéliser avec précision le comportement mécanigue des poutres poreuses
FG, en tenant compte de leur microstructure poreuse et de la variation graduelle des propriétés
matérielles. Les conditions aux limites simplement appuyées simplifient I'analyse tout en restant
représentatives de nombreuses configurations pratiques. La méthode de Navier, basée sur des séries

trigonométriques, est particulierement adaptée pour resoudre les équations différentielles
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gouvernantes dans ce contexte, offrant une solution analytique efficace pour prédire les déplacements

et les contraintes au sein de la poutre.

En utilisant les expressions fournies par I'équation (24), il est possible de décrire les champs de
déplacement en fonction des variables spatiales, ce qui permet d'explorer en détail la réponse
vibratoire et statique des poutres FG poreuses. Cette méthodologie ouvre la voie a une meilleure
compréhension des propriétés mécaniques de ces matériaux innovants, notamment dans des

applications ou la légéreté et la résistance mécanique sont des critéres essentiels.

U,e'* cos (n—” xj
L
UO
S ot o7 nz
W, = TW,e 'sm[ij (111.24)
n=1

0
X,e“" sin (n—” x)
L

Ou U, ,W_and X, sont des des paramétres arbitraires doivent étre déterminés et n désigne le

numéro du mode.

Remplacement de I'équation. (24) dans 1’équation. (22), 1'équation de fréquence est trouvée

pour le faisceau FG dans le cadre de FSDBT :

4 2
nz J nz xJ
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De méme, en remplacant Eq. (24) dans 1’équation. (16), I’équation de fréquence suivante est
trouvée pour le faisceau FG dans le cadre du CBT [129] :
nmy 4
n (_> +w?p=0

L (111.26)

11.5. Conclusion
L’¢étude menée dans ce chapitre a permis d’établir une formulation théorique approfondie des
poutres fonctionnellement graduées poreuses, en intégrant les effets de la porosité et des
variations de propriétés mécaniques le long de 1’épaisseur. La prise en compte des différentes
lois de distribution du matériau ainsi que des modeles de porosité a permis de mieux

comprendre I’impact de ces parametres sur la réponse mécanique et vibratoire de ces structures.
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Les équations du mouvement dérivées dans ce travail, basées sur une nouvelle théorie de la
déformation au cisaillement de premier ordre (FSDBT), offrent une modélisation plus réaliste
des poutres FG, notamment pour les structures épaisses ou 1’effet du cisaillement ne peut étre
négligé. L’utilisation de la méthode de Navier a également démontré son efficacité pour obtenir
des solutions analytiques sous certaines conditions aux limites, facilitant ainsi 1’analyse des
phénomenes vibratoires.

Les résultats théoriques obtenus constituent une base solide pour 1’optimisation des structures
FG poreuses dans diverses applications industrielles, notamment dans 1’aéronautique, le
biomédical et les structures avancées en génie mécanique. Toutefois, il serait pertinent d’étendre
cette ¢tude en intégrant des approches numériques et expérimentales afin de valider les
prédictions théoriques et d’explorer des configurations plus complexes.

En perspective, I’extension de cette analyse aux structures tridimensionnelles, ainsi qu’a
d’autres conditions de chargement, pourrait permettre d’améliorer encore la compréhension du
comportement des poutres FG poreuses. De plus, I’influence de facteurs environnementaux tels
que la température et I’humidité pourrait étre prise en compte pour affiner la modélisation et

accroitre la fiabilité des prédictions.
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Résultats et Discussion

IV.1. Introduction

Ce chapitre présente une analyse détaillée des résultats obtenus pour 1’étude des poutres

fonctionnellement graduées (FG) parfaites et imparfaites en tenant compte des effets de la

porosité et de la distribution du matériau sur les caractéristiques vibratoires. L’objectif

principal est d’évaluer I’impact de différents parameétres structurels, notamment le rapport

d’¢élancement (L/h), I’indice de gradation des matériaux (p) et les schémas de distribution

de la porosité sur les fréquences propres des poutres FG.

Les résultats sont examinés pour différents types de poutres FG, notamment :

o Poutres exponentiellement graduées (E-FG)

e Poutres polynomiales graduées (P-FG)

e Poutres symétriquement graduées (S-FQG)

L’analyse est menée en comparant plusieurs théories de déformation, dont la Nouvelle

Théorie de Déformation au Cisaillement de Premier Ordre (New-FSDBT) et la Théorie

Classique des Poutres (CBT). De plus, des distributions spécifiques de porosité, telles que

IP-I, IP-II, IP-III et IP-IV, sont prises en compte afin d’évaluer leur influence sur le

comportement vibratoire des structures étudiées.

Les principales investigations de ce chapitre portent sur :

e LDL’impact de la porosit¢ sur la réduction des fréquences propres pour différentes
distributions de vides.

o L’effet du rapport d’élancement (L/h) sur les fréquences des poutres P-FG et S-FG.

e L’interaction entre I’indice de gradation des matériaux et la porosité¢ pour prédire les
tendances vibratoires des poutres FG imparfaites.

o La comparaison entre les poutres parfaites et poreuses afin de déterminer I’influence de
I’imperfection sur la stabilité dynamique.

L’analyse comparative avec les résultats existants dans la littérature permet de valider la

précision du modele utilisé et de mettre en évidence les avantages de la New-FSDBT pour

la prédiction des comportements dynamiques des poutres FG.

IV.2. Discussion des résultats numériques :
Dans cette section, les résultats numériques pour les poutres FG (Fonctionnellement Gradées)

parfaites et imparfaites sont comparés et validés par rapport aux résultats disponibles dans la
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littérature scientifique. Toutes les poutres FG étudiées sont constituées d'un mélange d'Alumine

(A41:05) et d'Aluminium (Al), dont les propriétés matérielles sont détaillées dans le tableau 1.

Le paramétre de fréquence de vibration libre adimensionnel pour les poutres FG est défini

comme suit [15]

d=w— |2 (IV.1)

Tableau IV.1 : les propriétés matérielles de la poutre FG :

E,=210Pa, E,=70Pa  p,=7850kg/m’,  p, =2707kg/m?
Matériaux |

Ve =Vvy =03

E, =210GPa, E, =70GPa p, =2700kg/m?, p. =3800kg / m®
Matériaux 11

v, =V, =023

E, =210GPa, E =70GPa p, =2702kg/m?, p. =3960kg / m*
Materiaux 111

v,=v, =03

IV.3. Validation Numérique des Fréquences Propres des Poutres FG

La Tableau 2 compare les résultats numériques des cinq premieres fréquences propres d’une
poutre fonctionnellement graduée (FG) parfaite composée du matériau I, en fonction de

I’exposant de gradation des matériaux ( p ). Les valeurs obtenues a 1’aide de la nouvelle Théorie

de Déformation au Cisaillement de Premier Ordre Modifiée (New-FSDBT) sont confrontées
aux résultats d’Avcar [129], Li [133], Simsek [134], ainsi que Kahya et Turan [135], qui ont
utilisé la théorie FSDBT traditionnelle. Comme I’illustre la Table 2, les résultats issus du modéele
propos¢ montrent un excellent accord avec ceux d’Avcar [129] et de Li [133], validant ainsi la
précision et la fiabilité de I’approche développée.

La Tableau 3 présente une comparaison des fréquences fondamentales adimensionnelles
d’une poutre FG parfaite constituée du matériau II, sous différentes valeurs de 1’exposant de

gradation ( p) et pour plusieurs rapports longueur/épaisseur (L/h). Les résultats obtenus dans

cette étude sont vérifiés par rapport a ceux d’Avcar [129], Sina et al. [8], Simsek [134], Pradhan
et Chakraverty [136], Cheng et Chang [137], et Nguyen et al. [138], qui ont utilisé¢ la Théorie
Classique des Poutres (CBT) et la FSDBT traditionnelle.
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Tableau 2 : Variation des fréquences propres (rad/s) de la poutre P-FG en fonction de 1'indice

d'exposant du matériau ( p ).

Num p=0 p=1 p=c0
éro Kahya Kahy Kahy
du Prése Avcar Li and Prése Avcar Li aand Simse Prése Avcar Li aand
mode nte [129] [133] Turan nte [129] [133] Turan [124] nte  [129] [133] Turan
(n) [135] [135] [135]
L 6615. 6615. 6615. 6742.8 6457. 6457. 6457. 6574. 6443. 6728. 6728. 6728. 6858.
66 66 66 3 93 93 93 81 08 89 89 89 23
21904 21904 21904 22788 21603 21603 2603. 22456 21470 22279 22279 22279 23178
? A4 14 A4 8.88 18 .18 18 .85 .95 .03 .03 .03 91
40402 40402 40402 42195. 40145 40145 40145 41942 39775 41094 41094 41094 42917
’ .57 .57 .57 37 42 42 42 .82 .55 .04 .04 .04 .53
4 59865 59865 59865 62259. 59779 59779 59779 62243 59092 60889 60889 60889 63325
40 40 40 45 .01 .01 .01 73 37 .98 .98 .98 .00
. 79534 79534 79534 82223. 79686 79686 79686 82505 78638 80895 80895 80895 83630

57 .57 57 70 .16 .16 .16 .87 .36 .78 .78 .78 .93

Tableau 3 Les fréquences adimensionnelles de la poutre P-FG en fonction de I'indice ( p ) et du

rapport d'élancement (L/h)

p=0 p=0.3
Théorie Comparaison
L/h=10 L/h=30 L/h=100 L/h=10 L/h=30 L/h=100
Présente 2.8491 2.8492 2.8491 2.7427 2.7427 2.7427
Avcar [129] 2.849 2.849 2849 2743 2743 2.743
Sina et al. [8] 2.849 2.849 2.849 - - -
CBT
Simsek [139] 2.837 2.847 2.848 2731 2741 2.743
Pradhan and Chakraverty [28] 2.837 2.847 2.849 2768 2.778 2.779
Cheng and Chang [137] - - - - 2.743
Présente 2.8023 2.8438 2.8486 2.7003 2.7378 2.7423
Avcar [129] 2.805 2.844 2.849 2703 2.738 2.742
Sina et al. [8] 2.797 2.843 2848 2.695 2737 2742
FSDBT
Simsek [139] 2.804 2.843 2.848 2701 2.738 2.742
Pradhan and Chakraverty [28] 2.805 2.844 2.848 2.738 2.774 2.778
Nguyen et al. [138] 2.804 2.844 2849 2702 2738 2.742
Cheng and Chang [137] - - - 2.702 - -
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IV.4. Analyse Comparée des Fréquences Propres des Poutres FG Parfaites et

Imparfaites

La Tableau 4 illustre la comparaison des trois premieres fréquences propres adimensionnelles

des poutres fonctionnellement graduées parfaites (P-FG) constituées du matériau III, en

fonction de I’exposant de gradation des matériaux ( p ).

Tableau 1V.4 les Trois premicres fréquences adimensionnel du faisceau P-FG en fonction de

l'indice d'exposant du matériau variable ( p ).

Numérodu P
Théorie
Mode (N) 0 0.2 0.5 1 2 5 10 ©
Présente 5.1525 4.8058 4.4098 3.9949 3.6425 3.4401 3.3190 2.6772
Avcar [129] 5.1525 4.8058 4.4098 3.9948 3.6425 3.4401 3.3190 2.6772
Simsek [134] 5.1525 4.8066 4.4083 39902 3.6344 3.4312 33134 2.6772
1 Thai and Vo [26] 5.1527 - 4.4107 3.9904 3.6264 3.4012 3.2816 -
Nguyen et al. [29] 5.1525 4.8047 4.4075 3.9902 3.6344 3.4312 3.3135 -
Kahya and Turan [135] 5.2219 - 44693 4.0497 3.6936 3.4882 3.3643 2.7133
Chen and Chang [137] 5.1525 - 4.4079 39904 3.6346 3.4315 3.3136 -
17.871
Présente 0 16.7452 15.4443 14.0478 12.7894 11.8948 11.3548 9.2857
17.871
Avcar [129] . 16.7453 15.4443 14.0478 12.7895 11.8949 11.3548 9.2857
17.881
2 Thai and Vo [26] 5 - 15.4588 14.0100 12.6405 11.5431 11.0240 -
17.871
Nguyen et al. [138] . 16.7393 15.4250 14.0030 12.7120 11.8157 11.3073 -
17.871
Chen and Chang [137] . - 15.4277 14.0064 12.7179 11.8226 11.3119 -
34.144
Présente 0 32.1236 29.7662 27.1781 24.7138 22.6712 21.4402 17.7414
34.114
Avcar [129] 9 32.1236 29.7662 27.1781 24.7137 22.6714 21.4402 17.7414
] 34.209
3 Thai and Vo [26] . - 29.8382 27.0979 24.3152 21.7158 20.5561 -
34.144
Nguyen et al. [138] 9 32.1098 29.7146 27.0525 24.4970 22.4642 21.3219 -
34.144
Chen and Chang [137] - 29.7231 27.0683 24.5242 22.4933 21.3399 -
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Les résultats obtenus en utilisant la Nouvelle Théorie de Déformation au Cisaillement de
Premier Ordre (New-FSDBT) sont confrontés a ceux de Simsek [134], Nguyen et al. [138],
Kahya et Turan [135], Thai et Vo [26], ainsi que Chen et Chang [137], qui ont appliqué la
FSDBT traditionnelle.

L’analyse comparative des Tableaux 3 et 4 montre clairement que les résultats obtenus a partir
du mod¢le proposé sont en trés bon accord avec ceux des études antérieures sur les poutres FG
parfaites. Cette correspondance confirme la précision et la fiabilité de 1’approche développée
pour prédire les comportements vibratoires de ces structures avancées.

Il ressort également du tableau 4 que les résultats obtenus avec la New-FSDBT sont
rigoureusement identiques a ceux rapportés par Avcar [129], mais présentent de légeres
différences avec ceux d’Al-Rjoub et Hamad. Cette divergence est principalement attribuée a
I’omission de I’effet du coefficient de Poisson dans 1’équation constitutive utilisée dans leur
¢tude. Cela souligne I’'importance de prendre en compte correctement toutes les propriétés
mécaniques du matériau pour garantir une modélisation fidéle du comportement dynamique des
poutres FG.

L’¢tude des fréquences propres met en évidence plusieurs tendances fondamentales :

e Influence du Nombre de Modes : Plus le nombre de modes vibratoires considérés est
¢élevé, plus la fréquence propre augmente. Cela s’explique par la rigidité accrue associée
aux modes supérieurs.

o Effet de I’Hétérogénéité du Matériau : Lorsque 1’exposant de gradation ( p ) augmente,
la fréquence des poutres FG poreuses diminue de maniere significative. Cette tendance
est due a I’augmentation de la proportion de matériau métallique, qui réduit la rigidité

globale de la structure.

Tableau IV.5. Les trois premieres fréquences des poutres P-FG parfaites/poreuses en fonction

de l'indice d'exposant matérielle ( p)

Numéro p
Type de la
du Mod Théorie
poutre 0 0.2 0.5 1 2 5 00
e(N)
1 5.4834 5.1019 4.6690 42210 3.8518 3.6675 2.8491
Parfait 2 Présente 21.9335 20.4076 18.6759 16.8839 15.4073 14.6699 11.3964
arfaite
£=0 3 49.3503 45.9172 42.0207 37.9889 34.6665 33.0073 25.6420
1 5.4834 5.1019 4.6690 4.2210 3.8518 3.6675 2.8491
Avcar [129]
2 21.9335 20.4076 18.6759 16.8839 15.4073 14.6699 11.3964
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3 49.3503 459172 42.0207 37.9889 34.6665 33.0073 25.642
1 5.4834 5.1351 4.8072 4.5207 4.2877 4.0295 2.8491
Al-Rjoub and
2 21.9335 20.4076 18.6759 16.8839 15.4073 14.6699 11.3964
Hamad [58]
3 49.3503 459506 42.1617 38.3034 35.1372 33.3944 25.642
1 5.5574 5.1449 4.6589 4.1269 3.6478 3.395286 2.50655
2 Présente 22.2297 20.5795 18.6354 16.5076 14.5910 13.5811 10.0262
3 50.0168 46.3038 41.9297 37.1422 32.8298 30.5576 22.5589
1 5.5574 5.1449 4.6589 4.1269 3.6478 3.3953  2.5065
Imparfaite
£=01 2 Avcar [129]  22.2297 20.5795 18.6354 16.5076 14.5910 13.5811 10.0262
3 50.0168 46.3038 41.9297 37.1422 32.8298 30.5576 22.5589
1 5.5574 5.1837 4.8244 44982 42144 39084 2.5065
Al-Rjoub and
2 22.2297 20.5795 18.6354 16.5076 14.5910 13.5811 10.0262
Hamad [58]
3 50.0168 46.3428 42.0992 37.5368 33.4594 31.1261 22.5589
1 5.6452  5.1961 4.6426 3.9917 3.3244 29002 1.9616
2 Présente 22.5807 20.7842 18.5705 15.9667 13.2977 11.6008 7.8463
3 50.8065 46.7645 41.7837 35.9251 29.9199 26.1017 17.6542
. 1 5.6452  5.1961 4.6426 3.9917 3.3244 29002 1.9616
Imparfaite
£=02 2 Avcar [129]  22.5807 20.7842 18.5705 15.9667 13.2977 11.6008 7.8463
3 50.8065 46.7645 41.7837 35.9251 29.9199 26.1017 17.6542
1 5.6452 5.2419 4.8444 44636 4.0897 3.6833 1.9616
Al-Rjoub and
2 22.5807 20.7842 18.5705 15.9667 13.2977 11.6008 7.8463
Hamad [58]
3 50.8065 46.8107 41.9915 36.4365 30.8147 27.0427 17.6542
IV.5. Impact de la Porosité sur les Fréquences Propres des Poutres FG

La Table 5 présente une comparaison des trois premieres fréquences propres adimensionnelles

des poutres FG parfaites et imparfaites (matériau III), en fonction de I’exposant de gradation

(p) et de ’indice de porosité ({). Les résultats obtenus a 1’aide de la New-FSDBT sont

comparés aux travaux de référence d’Avcar [129] et d’Al-Rjoub et Hamad [58] dans le cadre

de la FSDBT traditionnelle.

L’ajout de porosité dans le matériau induit plusieurs effets notables sur les fréquences

vibratoires des poutres FG :

e Diminution de la Rigidité : La présence de vides entraine une réduction de la rigidité

effective du matériau, ce qui se traduit par une diminution des fréquences propres.

e Réduction des Différences entre les Modes : L’impact de la porosité est plus marqué

pour les modes inférieurs et tend a s’atténuer pour les modes supérieurs, suggérant une

modification plus homogéne du comportement dynamique a haute fréquence.
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o Interaction entre Hétérogénéité et Porosité : L’effet combiné de la gradation des
matériaux et de la porosité amplifie la diminution des fréquences propres, nécessitant
une prise en compte rigoureuse lors de la conception des structures FG destinées a

fonctionner sous contraintes dynamiques.

IV.6. Analyse des Effets de 1a Porosité sur les Fréquences Propres des Poutres FG

Les Tableaux 6 et 7 présentent les résultats des trois premicres fréquences propres pour les
poutres fonctionnellement graduées de type P-FG, S-FG et E-FG, en tenant compte de 1’impact
de la porosité. L’étude est réalisée en appliquant a la fois la théorie classique des poutres (CBT)
et la nouvelle théorie de déformation au cisaillement de premier ordre (New-FSDBT) afin de
comparer leurs prédictions.
Une analyse comparative est menée sur trois modeles distincts de distribution de porosité (IP-
I, IP-II et IP-III) pour les poutres P-FG et S-FG, tandis que pour le cas des E-FG, la comparaison
est effectuée entre une poutre parfaite et une poutre présentant une nouvelle distribution de
porosité (IP-E-FG).

Effet de I’Indice de Porosité sur les Fréquences Propres

Tableau IV. 6 les trois premicres fréquences sans dimension de faisceaux P-, S-FG

parfaits/poreux avec (L/h=10, p=2).

Typededi Parfaite Imparfaite (IP-I) Imparfaite (IP-II) Imparfaite (IP-11I)

Théorie Mode strubutio £=0 £=01 =02 =01 =02 ¢=01 ¢=02

n

p—

3.852 3.6478 33244  3.8388  3.8171 3.5126  3.0369

2 P-FGM 15.407 14.591 13.2977 153551 15.2684 14.0506 12.1475
3 34.666 32.83 299198 34549 34354  31.614  27.332
BT 1 3.9917 3.83488 3.60428 3.99064 3.9852  3.7326 3.39814
2 S-FGM 159667 153395 144171 159626 159409 149304 13.5926
3 35.925 34514 324386 359158 35.8672 33.5934 30.5832
1 3.7952 3.5972 3.2828  3.7818  3.7598  3.4638  2.9989
2 P-FGM1 14.57 13.8399 12.6761 14512 144225 13.3256 11.5803
3 30.8806  29.4182 27.0748  30.742  30.5386 28.3226 24.7368
New-FSDBT
1 3.9384 3.7865  3.5625 3.937 39314  3.6851 3.3579
2 S-FGM 15.1733  14.6165 13.7894 15.1646 15.1398 14.2209 12.9895
3 323098  31.2052 29.5486 32.2824 32.222  30.3498 27.8118

Selon les résultats présentés dans le Tableau 6, I’augmentation de I’indice de porosité entraine

une diminution marquée des fréquences propres pour les poutres ayant des distributions de type
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IP-I et IP-III. Cette baisse s’explique par la réduction de la rigidité relative par rapport a la
masse de la poutre, ce qui diminue la capacité de la structure a résister aux vibrations. Cette
tendance est particulierement prononcée lorsque la proportion de phases métalliques est
inférieure a celle des phases céramiques, car la rigidité est fortement influencée par la teneur en
céramique, qui offre une meilleure résistance mécanique.

En revanche, la distribution IP-II présente un comportement différent, ou I’augmentation de la
porosité n’entraine pas une diminution aussi marquée des fréquences. Ce phénomene est
attribué a une meilleure répartition de la porosité a travers I’épaisseur de la poutre, permettant

un équilibre plus stable entre rigidité et masse.

Tableau IV.7 trois premiéres fréquences sans dimension de la poutre E-FG parfaits/poreux avec

(L/h=10, p=2).
Parfaite Imparfaite
Théorie Mode

=0 £ =0.05 £=01 =015 =02

1 4.989 4.999 5.00916 5.0195 5.03

CBT 2 19.956 19.996 20.0366 20.078 20.12

3 44.901 44.991 45.0826 45.1754 45.27
1 4.9208 4.9304 4.94016 4.95006 4.96012
FSDBT 2 18.9403 18.9746 19.0094 19.0448 19.0806
3 40.273 40.3384 40.4048 40.4722 40.5406

Les résultats du tableau 7 montrent également une légeére augmentation des trois premieres
fréquences propres avec 1’accroissement de 1’indice de porosité. Cette tendance s'explique par
la réduction de la masse de la poutre, qui contrebalance en partie la diminution de la rigidité.
Cependant, cet effet dépend du type de distribution de la porosité et des proportions relatives
des matériaux métalliques et céramiques.

Comparaison entre la New-FSDBT et la CBT

L’analyse comparative entre les modeles CBT et New-FSDBT révele que la New-FSDBT
fournit des résultats plus précis et plus significatifs que la théorie classique. En intégrant les
effets du cisaillement transverse et de I’inertie rotatoire, cette approche permet de mieux
capturer les effets de la porosité et de prédire avec davantage de fiabilité le comportement
vibratoire des poutres FG, en particulier lorsque leur épaisseur devient importante.
Implications pour la Conception des Structures FG

Les résultats obtenus soulignent l'importance de choisir judicieusement la distribution de

porosité pour optimiser la performance dynamique des poutres FG. Les configurations de
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porosité qui maintiennent un bon équilibre entre rigidité et masse offrent des performances
vibratoires plus stables, tandis que des distributions mal adaptées peuvent réduire

considérablement la résistance de la structure aux vibrations.

Tableau I'V.8 : les trois premicres fréquences de la poutre E-FG parfaits/poreux par rapport a la

variation en fonction de 1'indice d'exposant du matériau ( p) avec (L/h=5).

Théorie
Type dela p Numéro CBT New-FSDBT
. du Mode

outre

) p p

0.2 0.5 1 2 5 0.2 0.5 1 2 5

1 54779 5.4493 53499 49890 34595 5.3881 53609 5.2661 4.9208 3.4364

Parfaite 2 219116 21.7972 21.3996 19.9560 13.8379 20.5916 20.4964 20.1640 18.9403 13.4824

3 49.3008 49.0438 48.1492 449010 31.1354 43.3872 43.2100 42.5884 40.2730 29.4338
5.5127 54833 53807 5.0092 3.4486 5.4212 53932 52955 4.9402 3.4257

Imparfaite
£=01 2 220510 21.9330 21.5228 20.0366 13.7942 20.7076 20.6096 20.2672 19.0094 13.4419
' 3 49.6146 49.3494 48.4264 45.0826 31.0370 43.6030 43.4206 42.7818 40.4048 29.3504
] 55492 55188 54129 5.0300 3.4368 52071 5.1819 5.0937 4.7702 3.3495

Imparfaite
£=02 2 221968 22.0750 21.6514 20.1200 13.7470 18.0162 17.9493 17.7138 16.8284 12.5176
' 49.9427 49.6686 48.7156 452698 40.5794 34.3526 34.2569 33.9188 32.6202 25.6858
IV.7. Influence de la Porosité et de l’indice d'exposant du matériau sur les

Fréquences Propres des Poutres E-FG
L’analyse des poutres fonctionnellement graduées exponentielles (E-FG), qu’elles soient
poreuses ou parfaites, révele une relation inverse entre le parameétre de fréquence et 1’indice

d'exposant du matériau ( p ). Cela signifie qu’une augmentation de p, qui traduit une plus forte

concentration de matériau métallique dans la poutre, entraine une réduction des fréquences
propres. Ce phénomene est attribué a la diminution de la rigidité globale de la structure, le métal
¢tant généralement moins rigide que la céramique.

Par ailleurs, 1’analyse des résultats présentés dans le tableau 8§ met en évidence une
augmentation des fréquences propres avec le numéro de mode. Cette tendance est typique des
structures vibrantes, car les modes supérieurs correspondent a des déformations plus complexes
nécessitant une plus grande énergie, ce qui entraine des valeurs de fréquences plus élevées.
Impact Spécifique de la Porosité

L’introduction de la porosité ajoute un effet supplémentaire au comportement vibratoire des
poutres E-FG. Contrairement aux poutres parfaites, ou les fréquences varient de maniére plus

marquée avec p, les poutres poreuses présentent une certaine stabilité des valeurs de fréquence
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lorsque I’

indice de porosité augmente.

Ce phénomene peut étre expliqué par deux effets opposés :

1. Réduction de la rigidité due a la porosité : L’augmentation du taux de porosité diminue

la densité de matiére rigide dans la poutre, ce qui entraine une réduction de la capacité

de la structure a résister aux déformations et donc une diminution des fréquences.

2. Diminution de la masse de la poutre : En parall¢le, la réduction de la masse associée a

la porosité tend a contrebalancer cet effet en augmentant les fréquences propres, puisque

des structures plus 1égéres vibrent a des fréquences plus élevées.

L’équilibre entre ces deux mécanismes explique pourquoi les variations des fréquences propres

sont moins marquées dans le cas des poutres poreuses, suggérant une stabilisation du

comportement dynamique avec I’augmentation de I’indice de porosité.

IV.8.
[1]

@)

[2]

Analyse en Fonction du Type de Distribution de Porosité

Distribution IP-II (Porosité Uniforme Modérée)
Pour les modes 2 et 3, les fréquences vibratoires adimensionnelles diminuent de
maniere linéaire a mesure que ’indice de porosité augmente.
Cette tendance suggere une influence plus progressive et homogeéne de la porosité sur
la rigidité de la poutre, ce qui permet une meilleure prévisibilité de la réponse
dynamique.
Ce comportement peut étre li¢ a une répartition plus équilibrée des vides dans la
structure, limitant les effets localisés de perte de rigidité.

Distribution IP-I (Porosité Concentrée ou Aléatoire)
Contrairement au cas IP-II, les fréquences propres des poutres présentant une
distribution IP-I montrent une diminution rapide et non linéaire avec 1’augmentation
du parametre de porosité.
Cette décroissance abrupte est probablement due a une répartition irréguliere ou
localisée des vides, ce qui crée des zones de faiblesse structurelle plus marquées et
réduit drastiquement la capacité de la poutre a résister aux vibrations.
Cette tendance est particuliérement préoccupante pour les structures soumises a des
charges dynamiques importantes, car elle peut accélérer 1’apparition d’instabilités

mécaniques.
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Fig. IV. 1 Variation des trois premiéres valeurs de la fréquence adimensionnelle des poreux P-

et S-FG. poutres pour L/h=10, p=2 Eten fonction de différentes valeurs d'indice de porosité.

1V.9. Impact du Parametre de Porosité sur la Réponse Vibratoire des Poutres P-
FG et S-FG

L’influence du parameétre de porosité sur la réponse vibratoire des poutres P-FG et S-FG est
étudiée pour trois modes vibratoires et deux distributions de porosité (IP-I et IP-1I), comme
illustré dans la Figure 1.

Indépendamment du mode de vibration considéré, I’augmentation du paramétre de porosité
entraine une diminution des fréquences propres adimensionnelles des poutres P-FG et S-FG.
Cette réduction des fréquences s’explique par la diminution de la rigidité effective du matériau,
induite par la présence de vides, qui réduit la capacité de la structure a résister aux vibrations.

Analyse en Fonction de la Distribution de Porosité

1) Distribution IP-II (Porosité Uniforme Modérée)

e Pour les modes 2 et 3, les fréquences propres adimensionnelles diminuent de maniere
linéaire a mesure que 1’indice de porosité augmente.

e Cette tendance suggere une réduction progressive et homogeéne de la rigidité de la
poutre, ce qui facilite la prévisibilité de la réponse vibratoire.

o Laporosité étant répartie de maniere équilibrée, les effets de réduction de la rigidité sont
modérés, limitant les instabilités structurelles.

2) Distribution IP-I (Porosité Concentrée ou Localisée)

o Contrairement au cas IP-II, les fréquences propres des poutres présentant une
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Dimensionless fundamental frequency

distribution IP-I diminuent rapidement et de maniére non linéaire avec I’augmentation
de I’indice de porosité.

Cette chute abrupte des fréquences indique une altération significative de la rigidité
structurelle, causée par une distribution non homogene des vides qui crée des zones de
faiblesse locales.

Une telle diminution non linéaire des fréquences peut conduire a une perte de stabilité
structurelle, ce qui peut €tre critique pour les applications soumises a des charges

vibratoires dynamiques.
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Fig. IV. 2 Variation de la fréquence adimensionnelle des poutres poreuses P- et S-FG pour

p=1 ¢ =03 par rapport a différents types de porosité et rapports L/h

1V.10. Effet du Rapport d’Elancement sur les Fréquences Propres des Poutres P-FG et S-

FG

La Figure 2 illustre les courbes de fréquence en fonction du rapport d’élancement (L/h) pour

les poutres P-FG et S-FG, en prenant en compte trois distributions de porosité : uniforme (IP-

I), non-uniforme (IP-II) et dépendante de la densité de masse (IP-III).

Influence du Rapport d’Elancement (L/h) sur les Fréquences Propres

Augmentation initiale des fréquences : Les courbes montrent que lorsque le rapport L/h
augmente jusqu’a 20, les fréquences propres des poutres augmentent progressivement.
Cette augmentation est due a la réduction de la rigidit¢é en flexion relative a
I’¢lancement, ce qui modifie la dynamique vibratoire de la poutre.

Stabilisation au-dela de L/h= 20 : Lorsque L/h dépasse cette valeur, les fréquences
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propres adimensionnelles deviennent constantes, quelle que soit la distribution de
porosité. Cela suggere que I’effet de 1’¢lancement sur la rigidité structurelle atteint une
limite ou il n’influence plus significativement la réponse vibratoire.
Impact des Différentes Distributions de Porosité
L’analyse des courbes met en évidence des variations notables selon le type de porosité :
e Distribution dépendante de la densité de masse (IP-III) — Fréquences minimales

e Parmi les configurations étudiées, la distribution IP-III entraine les valeurs de
fréquence les plus faibles.

e C(Cette diminution est attribuée a une réduction plus marquée de la rigidité¢ du
matériau, la répartition de la porosité affectant davantage la densit¢ de masse
globale.

e Distribution non-uniforme (IP-II) — Fréquences supérieures a celles de la poutre
parfaite

e Contrairement a IP-III, la distribution IP-1I produit des fréquences légerement
supérieures a celles de la poutre parfaite.

e Cela suggere que certaines configurations de porosité peuvent contribuer a un
renforcement localis¢ de la rigidité, offrant une meilleure résistance aux

vibrations.
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Fig. IV. 3 Variation de la fréquence adimensionnelle des poutres E-FG poreuses en fonction de différents

rapports portée/hauteur. (¢ =0.3).
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IV.11. Impact de la Distribution de Porosité sur les Fréquences Propres des
Poutres E-FG, P-FG et S-FG
IV. 11.1 Effet de la Distribution de Porosité (IP-IV) sur les Poutres E-FG
La Figure 3 illustre I’impact de la distribution de porosité IP-IV sur les caractéristiques
vibratoires des poutres E-FG. Les courbes montrent que la présence de vides dans la poutre E-
FG n’induit pas d’instabilit¢ dans le comportement vibratoire, contrairement a ce qui est
observé dans d’autres types de poutres FG.

e Absence de réduction significative de la rigidité : Contrairement aux autres distributions
de porosité, la configuration IP-IV ne diminue pas la rigidité globale de la poutre. Cette
stabilité structurelle permet de maintenir une bonne résistance aux vibrations.

e Maintien des fréquences propres : L’analyse des courbes montre que la porosité ne
provoque pas de baisse drastique des fréquences propres, ce qui suggére une meilleure
répartition des vides dans la structure, permettant d’éviter une perte excessive de
rigidité.

1V.12. Analyse des Fréquences Propres des Poutres E-FG, P-FG et S-FG

La Figure 4 présente les fréquences propres adimensionnelles des poutres E-FG, P-FG et S-
FG parfaites et imparfaites, en tenant compte d’une porosité¢ dépendante de la densité de masse
et d’un indice de gradation des matériaux (p) variable.

o Relation inverse entre fréquence et indice de matériau (p)

o Pour les trois types de poutres, il est clairement observé que la fréquence
diminue lorsque 1’indice de matériau (p) augmente.

o Cette tendance s’explique par une augmentation de la fraction volumique du
métal, qui réduit la rigidité globale de la structure et entraine une baisse des
fréquences propres.

o Comparaison entre les poutres parfaites et imparfaites

o L’analyse comparative montre que les fréquences propres sont
systématiquement plus €élevées pour les poutres parfaites (sans porosité).

o Cela est attendu, car la porosité introduit des vides dans la structure, ce qui
diminue la masse volumique effective et réduit la rigidité globale.

e Comportement spécifique des poutres E-FG

o Les poutres E-FG affichent une diminution plus rapide des fréquences par

rapport aux poutres P-FG et S-FG.
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o Ladifférence entre les poutres E-FG parfaites et imparfaites est faible, suggérant
que I'imperfection n’affecte pas significativement la réponse vibratoire,

contrairement aux autres types de poutres.

poutre parfaite
— - — poutre imarfaite

»
3]
]

Sigmoid function

»
[=)
1

w
o
1

n
3]
1

Power law
function

fréquence fondamentale adimentionnelle
w
(6]
|

n
=)
1

=

&
o
=
N -
w -
h_
o1 -
o -
~ -
0 -
© -
S

Fig. IV.4 Variation de la fréquence adimensionnelle des plaques E-, P-, S-FG
parfaite/imparfaite en fonction de I'indice d'exposant du matériau variable avec
(L/h=10, £=0.2)
1V.13. Conclusion
Les résultats obtenus dans ce chapitre mettent en évidence 1’importance de la porosité, de la
distribution du matériau et des parametres structurels sur les fréquences propres des poutres
FG. Plusieurs conclusions majeures peuvent étre tirées de cette étude :
1. Impact de la porosité sur les fréquences propres
o L’augmentation de I’indice de porosité entraine une réduction marquée des
fréquences propres, notamment pour les distributions IP-I et IP-III, qui
introduisent des zones de faiblesse structurelle.
o La distribution IP-II permet une atténuation plus progressive de la fréquence,
suggérant une meilleure répartition des vides a travers 1’épaisseur.
o La distribution IP-1V, spécifique aux poutres E-FG, ne compromet pas la
stabilité vibratoire, indiquant une meilleure optimisation de la rigidité.
2. Effet du rapport d’élancement (L/h)

o Laugmentation du rapport d’élancement jusqu’a L/h=20 entraine une hausse
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progressive des fréquences, tandis que pour des valeurs supérieures, celles-ci
deviennent stables.

Les poutres présentant une porosité liée a la densité de masse (IP-III) affichent
les valeurs de fréquence les plus faibles, indiquant une réduction significative de

la rigidité effective.

3. Influence de I’indice de gradation des matériaux (p)

o

Pour toutes les configurations étudiées, une augmentation de ppp entraine une
diminution des fréquences propres, en raison de la proportion plus élevée de
matériau métallique, qui réduit la rigidité globale.

Cette tendance est particuliérement marquée dans les poutres E-FG, ou la

réduction des fréquences est plus rapide que dans les poutres P-FG et S-FG.

4. Comparaison entre poutres parfaites et imparfaites

o

Les poutres parfaites affichent des fréquences plus élevées que leurs homologues
poreuses, confirmant que la présence de vides altére significativement la
dynamique vibratoire.

Toutefois, dans le cas des poutres E-FG, la différence entre les structures
parfaites et imparfaites est moins prononcée, suggérant que cette configuration

permet de mieux compenser les effets de la porosité.
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Conclusion Générale et Perspectives

Dans cette étude, une modélisation approfondie des poutres fonctionnellement graduées (FG)
imparfaites a été réalisée en prenant en compte la porosité du matériau, un facteur souvent
négligé dans les approches conventionnelles. Quatre modéles de distribution de porosité ont été
introduits et étudiés afin d’évaluer leur influence sur les caractéristiques vibratoires des poutres

FG sous différentes lois de gradation du matériau : S-FG, P-FG et E-FG.

L’analyse a ét¢ menée en appliquant a la fois la théorie classique des poutres (CBT) et une
nouvelle version améliorée de la théorie de déformation au cisaillement de premier ordre
(FSDBT), permettant de mieux capturer les effets du cisaillement transverse. Pour garantir la
conformité aux conditions aux limites de contrainte nulle sur les surfaces libres de la poutre, un

facteur de correction du cisaillement a été intégré dans le modele.

L’étude a nécessité une approche analytique rigoureuse, combinant le principe variationnel de
Hamilton et des techniques de simplification mathématique afin de dériver les équations
différentielles régissant le comportement dynamique des poutres FG poreuses. Ces équations
ont ensuite ¢té résolues a 1’aide de la méthode de Navier, permettant d’obtenir des solutions
analytiques précises. Une validation théorique a été effectuée par comparaison avec les résultats

de la littérature, confirmant la fiabilité et la robustesse du modele proposé.

L’impact de divers parameétres a ¢été examiné sur les fréquences fondamentales

adimensionnelles, notamment :
o Le type et la distribution de la porosité
e Les parametres de porosité et I’indice de porosité
e L’indice de gradation des matériaux (p)
e Lerapport d’¢lancement (L/ h)
Principaux Résultats et Contributions
Les résultats obtenus permettent de dégager plusieurs conclusions majeures :
1. Validation et Fiabilité du Mode¢le Proposé

e Les fréquences propres obtenues avec la nouvelle théorie FSDBT sont en excellent
accord avec celles des études antérieures, confirmant la précision du modele et sa

capacité a prédire fidélement le comportement dynamique des poutres FG poreuses.
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e L’introduction des effets de porosité dans la formulation analytique a permis une
meilleure représentation de la réalité physique des structures FG, contrairement aux

approches classiques qui supposent souvent un matériau homogene et parfait.
2. Influence de la Distribution de Porosité

e Le mode¢le de distribution de la porosité a un impact significatif sur les fréquences

propres des poutres FG.

e Les poutres P-FG et S-FG avec une distribution non uniforme (IP-II) présentent les
fréquences les plus élevées, indiquant une rigidité plus importante et une meilleure

résistance aux vibrations.

e Enrevanche, les poutres FG présentant une distribution de porosité basée sur la densité
de masse (IP-III) affichent les fréquences les plus faibles, ce qui traduit une réduction

plus marquée de la rigidité structurelle due a la présence accrue de vides.
3. Effet du Rapport d’Elancement (L/ h)

e Lorsque le rapport d’élancement (L/ h) augmente jusqu’a 20, les fréquences propres
augmentent progressivement, en raison de la réduction de la flexibilité en flexion

relative.

o Toutefois, au-dela de cette valeur, les fréquences se stabilisent, indiquant qu’une
augmentation supplémentaire de L/h n’a pas d’impact significatif sur la réponse

vibratoire.
4. Influence de I’Indice de Gradation des Matériaux (p)

e L’augmentation de ppp entraine une diminution des fréquences propres, due a
I’augmentation de la fraction volumique du métal, qui est mécaniquement plus souple

que la céramique.

e Cet effet est particulicrement marqué dans les poutres E-FG, ou la transition
exponentielle entre les phases du matériau amplifie ’effet de la gradation sur les

propriétés dynamiques.
5. Comportement Dynamique des Poutres E-FG

e Les poutres E-FG poreuses offrent une meilleure réponse vibratoire par rapport aux

poutres P-FG et S-FG poreuses.
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o Contrairement aux autres types de poutres FG, la porosité¢ dans les poutres E-FG ne

réduit pas drastiquement la rigidité, ce qui explique leur stabilité vibratoire accrue.

o Cette robustesse fait des poutres E-FG un choix optimal pour les applications nécessitant
des performances mécaniques fiables dans des environnements a haute sollicitation

dynamique.

Perspectives et Travaux Futurs

Les résultats obtenus ouvrent plusieurs pistes de recherche pour approfondir 1’étude des

structures FG poreuses et imparfaites :
1. Intégration d’un Modele Thermo-Mécanique Couplé

e Dans cette étude, seule I’influence de la porosité sur les propriétés mécaniques a été

examinée.

o I serait pertinent d’introduire un couplage thermo-mécanique, prenant en compte les
effets de la température sur la réponse vibratoire des poutres FG, en particulier pour les

applications aérospatiales et énergétiques.
2. Influence de Conditions aux Limites Complexes
o [’analyse menée repose sur des conditions aux limites simplement appuyées.

e Une ¢étude complémentaire pourrait explorer I’impact de conditions encastrées, libres

ou mixtes sur la dynamique des poutres FG, afin d’étendre I’applicabilité du modele.
3. Développement de Méthodes Numériques Complémentaires

e L’approche analytique adoptée dans cette étude pourrait €tre complétée par des
méthodes numériques avancées, telles que la méthode des €éléments finis (FEM) ou la

méthode des différences finies (FDM), pour traiter des configurations plus complexes.

e DLintroduction d’algorithmes d’intelligence artificielle et d’optimisation, tels que les
réseaux de neurones et les algorithmes génétiques, permettrait d’améliorer la prédiction

des comportements vibratoires et d’optimiser la conception des structures FG.

4. Application aux Structures Réelles et Validation Expérimentale
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Conclusion Générale et Perspectives

o Une extension naturelle de ce travail serait de réaliser des essais expérimentaux pour

valider les modéeles théoriques développés.

e Ces tests pourraient étre effectués sur des prototypes de poutres FG fabriqués par
impression 3D ou par procédés de fabrication additive avancés, permettant ainsi de

comparer les résultats théoriques et les mesures expérimentales.

o L’application des résultats obtenus a des structures industrielles réelles, telles que les
composants aérospatiaux, les implants biomédicaux ou les ponts en matériaux
composites, constituerait une avancée majeure dans 1I’optimisation et la conception des

structures FG intelligentes et adaptatives.

Conclusion Finale

Cette ¢tude a permis de développer une approche analytique robuste pour 1’analyse des poutres
FG poreuses, en prenant en compte 1’effet combiné de la porosité, du rapport d’élancement et
de I'indice de gradation du matériau sur leur réponse vibratoire. L’intégration de la New-
FSDBT a permis d’améliorer la précision des prédictions, ouvrant ainsi la voie a des
applications concrétes dans des domaines variés, allant de I’ingénierie aérospatiale a la

conception de biomatériaux avanceés.

Les perspectives évoquées constituent des axes de recherche prometteurs pour 1’optimisation et
I’amélioration des performances des structures FG, avec pour objectif final le développement
de matériaux et de structures intelligentes, capables de s’adapter aux environnements

complexes et extrémes
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