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Avant-propos

Ce polycopié s’adresse aux étudiants inscrits en troisieme année licence mathéma-
tiques et couvre ’ensemble des cours du module intitulé espaces vectoriels normés que j’ai
le privilege de diriger au Centre universitaire Ahmed-ZABANA de Relizane. L’utilisation
de ce manuscrit nécessite la connaissance des notions des espaces vectoriels, sous-espaces
vectoriels, bases et dimensions qui ont été enseignées aux étudiants dans le module d’al-
gebre 2, avec aussi des notions d’analyse contenues dans les modules analyse 1, analyse 2
et analyse 3. Ce polycopié est composé de deux chapitres, le premier contient sept sections
et le deuxieme est composé de huit sections. L’avant-derniere section de chaque chapitre
est consacrée aux exercices et la derniere a leurs corrections. Une bonne partie de ces
exercices ont été proposés aux séances des travaux dirigés, ou donnés en examens.

Au premier chapitre intitulé espaces de Banach, nous présentons dans la premiere sec-
tion quelques rappels sur les espaces métriques. Dans la deuxieme et la troisieme section,
nous abordons les espaces vectoriels normés (e.v.n en abrégé ) R ou sur C. La quatrieme
section est consacrée a I’étude des applications linéaires continues d’'un e.v.n dans un autre
e.v.n. La cinquieme est dédiée aux espaces vectoriels normés de dimension finie comme
une classe spéciale des e.v.n.

Le deuxieme chapitre est dédié a une classe de K-espaces de Banach, ou K = R ou C,
dont la norme est définie par un produit scalaire, ses espaces sont les espaces de Hilbert.
La premiere section est consacrée a des rappels sur les formes sesquilinéaires et les formes
hermitiennes et toutes les définitions et les théoremes qui font des éléments essentiels
des notions du produit scalaire et des espaces de Hilbert, puis dans la section suivante,

nous présentons la notion d’orthogonalité dans un espace préhilbertien. Dans la troisieme



et la quatrieme section, nous introduisons respectivement deux théoremes fondamentaux
de T'analyse hilbertienne; le théoréeme de projection et le théoreme de représentation
de Riesz. Dans la cinquieme section, nous présentons et étudions 'existence d’une base
hilbertienne avec tous les résultats qui découlent de cette notion, telles que le procédé
d’orthonormalisation de Gram- Schmidt, I'inégalité de Bessel et 1'égalité de Parseval.
Dans la sixieme section, nous allons présenter quelques exemples des plus classiques de
bases hilbertiennes. Ce sont des fonctions spéciales qui jouent un réle important dans la
théorie de 'approximation et ’analyse numérique et qui interviennent dans la résolution
d’un grand nombre de problemes de la physique théorique et mathématique.

Nous espérons enfin que ce polycopié constituera un support utile pour nos étudiants
et les aidera a améliorer leurs résultats aux examens.

Nos remerciements vont a tous ceux et celles qui ont contribué a la formation des
étudiants du troisieme année mathématiques a l'institut de sciences et technologies. Un
grand merci a mon encadreur le Professeur Benaicha Slimane pour ses conseils et ses

encouragements pour préparer ce polycopié.
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Chapitre 1

Espaces de Banach

Dans ce qui suit K désignera le corps des nombres réels R ou le corps des nombres

complexes C.

1.1 Rappels

Définition 1.1. (Distance)

Soit X un ensemble non vide. Une distance sur X est une application d : X x X — R,
vérifiant pour tout z,y,z € X

(i) d(z,y) = 0 < x =y (séparation);

(73) d(z,y) = d(y,z) (symétrie);

(1ii) d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

L’ensemble X muni d’une distance d est appelé un espace métrique et on note (X, d)

Définition 1.2. (Suite de Cauchy)

Une suite (2,,),~, dans un espace métrique (X, d) est dite de Cauchy si et seulement si :

Ve >0, Ing e NVn, meN, n>ngetm >nyg=d(xp,om) <€

7
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Remarque 1.1. Une suite (z,,),,5, dans un espace métrique (X, d) est dite de Cauchy si

et seulement si :
Ve >0, Ing € N, n > ng, Vp € N= d(2p1p, x,) <€

Proposition 1.1. Soit (X, d) un espace métrique.
(7) Toute suite convergente dans X est de Cauchy.
(73) Toute suite de Cauchy dans X est bornée.

(7ii) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.

Définition 1.3. Soit (X, d) un espace métrique.
On dit que (X, d) est complet si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente dans

X.

Définition 1.4. Soient (X, d) un espace métrique a € X et r > 0.

1. On appelle boule ouverte de centre a et de rayon r ’ensemble :
B(a,r)={r e X : d(a,x) <r}.

2. On appelle boule fermée de centre a et de rayon r 'ensemble :
B(a,r)={zx e X: d(a,z) <r}.

3. On appelle sphére de centre a et de rayon r ’ensemble :

S(a,r)={re X :d(a,x)=r}.

Définition 1.5. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Une partie U de X est dite ouverte (ou U est un ouvert) si U = () ou si

Ve e U, 3p > 0, tel que B (x,p) C U.
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2. Une partie F' de X est dite fermée (ou F' est un fermé) si son complémentaire X \ F

est ouvert.

Exemple 1.1. 1. Une boule ouverte est un ouvert. En particulier, dans R ( muni de la
distance usuelle d (z,y) = |x — y|), les intervalles |a, b[ sont des ouverts
2. Une boule fermée est un fermé. En particulier, dans R, les intervalles [a,b] sont des

fermés.

Remarques 1.1. 1. La distance entre deux parties A et B non vides de (E,d) est :
d(A,B) =inf{d(z,y), v € A, y € B}

2. Le diametre d’une partie non vide A de E est :
diam A =sup{d(z,y); x € A, y € A}

3. Si diam A est fini, A est dite bornée.
4. Une application f définie sur un ensemble U et a valeurs dans E est dite bornée si

f (U) est une partie bornée de E.

Définition 1.6. Soit (X, d) un espace métrique. L’adhérence d'une partie A de X, notée

A, est le plus petit ensemble fermé contenant A.

Définition 1.7. Soient (X, d) un espace métrique, A une partie non vide de X et a un
élément de X. On dit que le point a est adhérent a A dans X si toute boule ouverte de

centre a et de rayon r > 0 a une intersection non vide avec A. Autrement dit :
Vr e R:, B(a,r)NA#D0.

Théoréme 1.1. Soient (X, d) un espace métrique, A une partie non vide de X et a un
élément de X. Alors a est adhérent a A si, et seulement si, il existe une suite (u,) de

points de A qui converge vers a.
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Remarque 1.2. 1. [’adhérence d’un ensemble A est ’ensemble des points adhérents a

A.

Définition 1.8. Soit (X, d) un espace métrique. Une partie D de X est dense dans X si

D=X.

Définition 1.9. Soit (X, d) un espace métrique et soit A une partie non vide de X. La
restriction de la distance d de X x X a A x A est appelée la distance induite sur A de la

distance d sur X et est notée d4. Cette distance est définie par
dA . A X A — R+

(l’,y) L dA (xay) = d(l’,y) :
Proposition 1.2. Si (X, d) est complet et A C X, Alors A est complet pour la distance

induite si et seulement si A est fermé.

Exemples 1.1. .
1. R et C sont complets pour la distance usuelle (x,y) — |z — y].
2. C([a,b],K) est complet pour la distance uniforme des (f, 9) = sup,eoy [f (2) — g (2)].

K=CouK=R

Définition 1.10. Soient (X,d;) et (Y, ds2) deux espaces métriques et f : X —— Y une
application.

e On dit que f est continue en g € X si
Ve>0, In >0, Vo € X, dy (z,20) <n=do (f (x), f (x0)) <e.

o f est est dite continue sur X si elle est continue en tout point de X.

e On dit que f est uniformément continue sur X si

Ve >0, In>0, Vo,y € X, di (z,y) <n=da (f(x), f(y)) <e
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Remarque 1.3. Une fonction uniformément continue est continue.

Théoréme 1.2. (Prolongement des applications uniformément continues)
Sotent (X1,dy) et (Xa,ds) deuz espaces métriques. D une partie dense de X et
f: D — X5 une application uniformément continue sur D. Supposons que (Xa,ds) est

complet. 1l existe alors une unique application uniformément continue f: X1 — X5 qui

prolonge f : f|D =f
Démonstration. Voir [5] exercice 4 page 23. O

Définition 1.11. Soient (X, d;) et (Y, ds) deux espaces métriques. On appelle isométrie

de X sur Y toute application f: X —— Y vérifiant

Ve,y € X, dy (f(2), f(y) = di (z,y).

Définition 1.12. Soit (X, d) un espace métrique. Une complétion de (X, d) est un espace
métrique complet (X' ,cj) et une application isométrique g : X — X dont l'image est

dense dans X et on la note parfois {(f( , ci) ,g}
Théoreme 1.3. Tout espace métrique admet une complétion .

Démonstration. Voir [5], exercice 6, page 25. O

Théoréme 1.4. (Unicité du complété) Si {(X, J) ,g} et {(X’, 3/) ,h} deux complétions
d’un espace métrique (X, cz), alors il existe une unique isométrie bijective f : X — X'

telle que fog=nh .
Démonstration. Voir [5] exercice 6 page 25. O

Exemple 1.2. R est le complété de Q.
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1.2 Normes

Définition 1.13. Une norme sur un K-espace vectoriel E est une application, le plus
souvent notée :

.|| : £ — R4 = [0, +00]

v [l

ayant les trois propriétés suivantes :
(7) Pour tout z € E, ||z]| =0 <=z =0.
(i7) Pour tout A € K, pour tout « € E, ||Az|| = |A|||z] (homogénéité).
(i17) Pour tout (z,y) € E?, ||z + y|| < ||z]| + |ly|| (inégalité triangulaire).
L’espace vectoriel £ muni de la norme |.|| est appelé un K-espace vectoriel normé (en

abrégé e.v.n) et 'on note (E, ||.||).

Remarque 1.4. Pour tous z,y € I

[zl =Nyl < llz =yl

En effet, pour tous x,y € F/, on a :

Izl =Myl = llz =y +yll = lyll < llz —yll + lyll = Iyl = ll= =yl

d’une autre coté, on a

Iyl =Mzl = lly =2 + =l = [l < lly = z[| + =[] = [J«]| = lly = ]|,

d’ou le résultat.

Exemple 1.3. 1. R muni de sa valeur absolue ou C muni de son module est un espace

vectoriel normé.
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2. E=K", pour z = (21,29, ...,x,) € F, on définit :

[l = fa] + |o| + .o+ |n]

2 2 2
lzlly = Vsl + ool + .. + [z
2]l = max {|z1], |22], ..., ], }
Plus généralement, pour tout a > 1, ||z||, = (X, |;15i]a)é est une norme sur R”.

3. Pour tout a,b € R avec a < b, 'espace C* ([a, b] , K) des fonctions infiniment différen-

tiables et & valeurs dans K muni de 'une des normes :

b
17l i= sup @1 Wl =y [ 1] @) de

z€|a,b]
ou encore de la norme :

7= [ 1f @)l da

est un espace vectoriel normé.
La norme ||.||, est la norme de la convergence en moyenne, ||.||, est la norme de la conver-

gence en moyenne quadratique et ||.||_ est la norme de la convergence uniforme.

Remarque 1.5. Lorsque seules les propriétés (ii) et (iii) de la définition 1.13 sont véri-

fiées, on dit que ||.|| est une semi-norme.

1.2.1 Distance associée a une norme
Définition 1.14. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé, 'application d définie par :

d: EX E—>R+

est une distance sur F, et est appelée la distance canonique associée a la norme |.|.
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Définition 1.15. (Boules) Soit (F, ||.||) un espace vectoriel normé, a € F et r € ]0, +o0].

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r > 0 est :

B(a,r)={z € E; ||z —a| <r}.

2. La boule fermée de centre a et de rayon r > 0 est :

B(a,r)={x € E; ||t —a|| <7}.

3. La sphere de centre a et de rayon r > 0 est :

S={zx€kF|zr—a|=r}.

Définition 1.16. (Convergence d’'une suite). Soit (£, |.||) un espace vectoriel normé et

(75),en une suite d’éléments de £. On dit que (z,,),,oy converge vers un élément [ de £ si

Ve >0, dng €N, Vn > ng, |z, -] <e

Un tel élément [ est alors unique; il est appelé la limite de (z,,) et on écrit | = lim,,_, o .

On dit que (z,,) est une suite convergente.

Soient (E, ||.||z) et (F,||.]|») deux espaces vectoriels normés sur K.

1.2.2 Continuité dans un espace vectoriel normé

Définition 1.17. Soit T" une application définie sur D une partie de F, a valeurs dans
F. Soit a un point du domaine D de T'. On dit que T est continue en a si la limite de T
en a est T (a).

Cela équivaut a dire :

Ve>0, 36 >0telquex € Det ||z —aly, <d=|T(x) =T (a)||p <€
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Proposition 1.3. L’application 7': D C E — F est dite continue au point a de D si
et seulement si pour toute suite (u,) de D convergeant vers a, la suite de terme général

T (u,) converge vers T (a).

Définition 1.18. L’application T": D C E — F est dite continue sur D si elle est

continue en tout point de D.

Définition 1.19. 1. Une partie A de E est dite bornée s’il existe M > 0 tel que pour
tout z € A, ||z]|, < M.

2. Une application T': D C E — F est dite bornée si son image 7" (D) est bornée dans

([ p)-

Définition 1.20. (Homéomorphisme) Soient (E, ||.|| ) et (F,||.]| ;) deux espaces vectoriels
normés, X une partie de E, Y une parie de F' et f une application de E dans F.

1. On dit que f est un homéomorphisme de X dans Y si, les trois propriétés suivantes
sont vérifiées :

(i) f est continue.

(ii) f est une bijection.

(iii) L’application réciproque de f, f~1 est continue.

2. On dit que X et Y sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme de X dans Y.

Définition 1.21. Soit (£, ].||) un espace vectoriel normé. Une partie A de E est dite
compacte si elle est vide ou si toute suite de points de A admet une suite extraite qui

converge dans A.

Propriétés 1.1. 1. Si E est de dimension finie, une partie est compacte si et seulement

si elle est fermée et bornée.
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2. Soit A une partie de F et f : A — F une application continue. Si A est un compact
de E, alors f (A) est un compact de F.

3.Cas particulier :

Une fonction f de A dans R, continue sur un compact non vide A C E est bornée et

atteint ses bornes, c¢’est a dire il existe 1 € A et z9 € A tels que :

f(z1) =supf(z) ; f(x2)=inff(z).

z€A €A

1.2.3 Continuité uniforme

Définition 1.22. Une application f: A C E — F est uniformément continue sur A si,

Ve>0,30>0Vee A VyeA: ly—zl,<d=[If(y) — f(@)lr<e

Remarque 1.6. Si A est compact, alors toute application f: A C E — F' continue sur

A est uniformément continue.

Définition 1.23. On dit qu’une application f : A C E — F est lipschitzienne ou

k-lipschitzienne sur A de rapport k si

Ve,y € A |If () = FWllr < kllz—yllg-

Remarque 1.7. Toute application lipschitzienne est uniformément continue. Toute ap-

plication uniformément continue est continue. Les réciproques ne sont pas toujours vraies.

Proposition 1.4. Toute norme sur E est 1-lipschitzienne.

Démonstration. De la remarque 1.4, on a pour tous x,y € E, |||z] — ||y||| < ||z — y||, c’est

a dire que l'application x — ||z|| € R, est 1-lipschitzienne. O
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1.2.4 Normes équivalentes

Définition 1.24. Deux normes N; et N, sur un espace vectoriel F sont équivalentes s’il

existe des constantes C; > 0 et Cy > 0 telles que :
C1Ny (z) < Ny () < CoNy () pour tout x € E

Remarque 1.8. 1. Deux normes N; et Ny de E sont équivalentes si les fonctions % et
N- ,

» sont bornées sur E'\ {0}.

2. Si N; et N; sont équivalentes, alors une suite converge dans (E, N7) si et seulement si

elle converge dans (£, N3).

Exemple 1.4. Pour z = (21, 23, ..., 2,) € K", on pose :
llly = faa] + [@a] + .. + |,

2]l = max (Jz1], 2], ..., [2a])-

Les normes |||, et ||.||, sont équivalentes sur K".

En effet,

Soit z € K™ o '
H$||oo = ]IJ| pour certain j (ou 1 < j < n)

< |wq| + 2| + .+ |20

< [lll; -

D’une autre part
zlly = [z1] + |zo| 4 ... 4 [2n]

=nlz;| =nllzf,

Done |[zf| . < [lz]] < n [zl

Remarques 1.2. .

1. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie p, (eq, s, ...,€,) une base de E.
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Une suite (a,) de E s’écrit :

Qp = G1p€1 + A2np€a + ... + Appéyp,

ou (an), (agm),...,(ap,) sont des suites dans K.

(a,) converge vers | = lye; + laes + ... + lye, si et seulement si (aj,) vers [; pour tout
jel2 ... n.

2. Une suite (a,) dans F est dite de Cauchy si, pour tout € > 0, il existe N, € N tel que

pour tout m,n € N vérifiant n > N, et m > N, on ait ||a, — a,|| < €, ce qui s’écrit :
Ve >0, AN, €N; Y (n,m) e N}, n> N.et m > N. = ||ay, — aml| <,
ou encore :
Ve>0, IN.eN, VneNn> N et Vp e N= ||anp — an| <e.

3. 51 (E,||l.llz) et (F,||.]l ) sont deux espaces vectoriels normés, alors ||.||; + ||.||» définie

une norme sur ’espace vectoriel £ x F.

1.3 Espaces de Banach

Définition 1.25. Un espace de Banach est un espace vectoriel normé (E, ||.||) qui est

complet pour la distance canonique associée a |.||.

Exemples 1.2. 1. £ = R" ou £ = C" muni des normes

1<j<n

1
n r
]l = (leﬂp) ,p=21 et ||lz), = max {|z;|}
j=1

sont des espaces de Banach (voir remarque 1.9).

2. Un espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.



1.3. ESPACES DE BANACH 19

3. L’espace vectoriel {(xj)jeN* CK; Yo |z < oo}, (p € [1,4+00]) muni de la norme
1
P
]l = (Z |l’j|p) ,p>1
i>1
est un espace de Banach, noté [,.
4.a) C (]0,1],K) l'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans K = R

ou C muni de la norme

[flle = sup | (#)]

te(0,1]

est un espace de Banach.
b) L’espace vectoriel E = C ([—1, 1], R) des fonctions continues sur [—1, 1] a valeurs dans
R muni de la norme ||f|, = [*, |f (t)| dt n’est pas complet.

En effet, si on définit pour tout n € N*| la fonction f,, sur [0, 1] par

1, stt e {0,%},

fa () = l—n(t—l>, sit € [%,%4—%},

(fn) converge (au sens de la convergence simple) vers la fonction f, ou f est définie par
f(t)=1sur [O,%} et f(t)=0 sur}%,l}.
On montre facilement que (f,,) est une suite de Cauchy pour la norme ||.||; en prouvant

que pour p,q > n; ||fp — fqll, < % Par contre (f,) ne converge pas dans E car f n’est

pas continue (f n’appartient pas a l'espace F). Donc E n’est pas complet.

Théoréme 1.5. Soient (E,||.||z), (F,|.||z) deux espaces vectoriels normés et soit E x F

muni de la norme ||.||p+ ||| z- £ X F est complet si et seulement si E et F' sont complets.

Démonstration. Supposons I et F' sont complets et soit (u,), .y une suite de Cauchy

dans E x I de terme général u,, = (2, yn) OU (2y,),,cy une suite £ et (yy), oy de F.



20 CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

On a, pour tout € > 0, il existe r € N tel que

||xp - xQHE + ||yp - ?JqHF <eVp,g2>r.

Il en résulte que les suites (2,),cy €t (Yn),en sOnt deux suites de Cauchy dans E et F,

d’ou elles sont convergentes et posons

qginwmq =z€let qgrlloqu =y €cF.

Alors

ey =zl g + 19y —yllp <€ Vp =,

par conséquent

H(x;myP) - (may)HExF < €, vp >
c’est a dire

lup =l pyp <€ Vp 27

avec u = (x,y). Donc, E x F est complet.
Réciproquement, supposons que E x I’ est un espace complet et soient (z,,),,cy €t (¥n),,cn
deux suites de Cauchy de E et F. Alors, pour tout € > 0 il existe r; € N et 5 € N tels

que

€ €
pr - ‘%qHE < 57 Vp,q >ry et Hyp - quE < 5, Vp,q > T,

&0 [(ps ) — (g )| e < € DOUT b0E p, g > 70 = sup (11, 72). Done, la suite (un)cx
est de Cauchy dans E x F. Cela implique lim,,_,, « u, = (z,y) et il vient immédiatement

lim,, , o x, = x et lim, Yy, =y c’est a dire que E et F sont complets. O

Remarque 1.9. La démonstration précédente est valable pour un produit fini d’espaces

vectoeiels normés E = Ey x Ey x ... x E,, muni de la norme ||(z1, 22, ..., ) || p = Xiey |2 5,
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ot |||z, désigne une norme sur Ej.

Il en résulte que £ = K" =K x K x ...K (n fois) est complet.

1.4 Applications linéaires continues

Théoréme 1.6. Soient (E, ||.||) et (F,||.||z) deuz espaces vectoriels normés et T : E —
F une application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) T est continue sur E.

(73) T est continue en Og.

(i13) 1l existe une constante C' > 0 tel que pour tout x € E, on ait ||T (z)| < C ||z| 5.

Démonstration. 1l est clair que (i) = (ii).

Montrons que (i) = (iii).

Par hypothese, I'application T est continue en Og. On a 7' (0g) = Op car T est linéaire,
donc pour tout € > 0 fixé, il existe § > 0 tel que pour tout x € E, vérifiant ||z||, < J, on

ait |17 (@) < e.

Soit x € E, x # 0 et considérons y = 24— alors |jy|| = £ < §, donc ||T (y)||» < e

]l

Or on a HT (%W)HF = m |T ()|, dott |T ()] < 2 |||z pour tout = # 0 et

comme elle est vraie aussi pour x = 0, alors il suffit de prendre C' = % pour avoir (ii7).

Supposons que (iii) est vérifie. Alors pour tout z,y € F, on a

1T (= y)llp < Cllz = ylg
dou || T (x) =T (y)||p < Cllz — y||z- Donc T est lipschitzienne et par conséquent conti-
nue. Ceci montre que (iii) = (i). D’ou (i) <= (ii) <= (ii7) O
Remarque 1.10. L’application linéaire T vérifiant (i) ou (ii) ou (iii) est dite linéaire

bornée.
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1.4.1 Norme d’une application linéaire

Définition 1.26. Soit 7' : F — F une application linéaire continue(bornée) entre les

espaces vectoriels normés (E, ||.||z) et et (F,|.|[»). Le nombre

T
wp 1T @e
wepiaios oz

est appelé la norme de T et est noté ||T||( ou |||T|||).

Remarques 1.3. 1. D’apres le théoreme 1.6 le nombre  sup e
z€E,2#0g B

2. Si pour une constante C, on a |1 (z)||» < C||z||z pour tout x € E, alors T est bornée

et | 7| < C. De plus,
1T @)l e < TN |zl pour tout x € E.

3. On vérifie facilement que

1T = sup [T (z)|[

lzll g=1
ainsi que

|T|| =inf{C >0: ||T (2)||p < C|z||g pourtout x € E}.

Notation On note .Z (E, F') I'espace vectoriel des applications linéaires continues entre

Eet F.Quand E = F, Z (E, F) est simplement noté .Z (F).

Proposition 1.5. Soient (£, ||.||z) et (F,].||) deux espaces vectoriels normés. L’appli-

cation T' — ||T|| est une norme sur espace vectoriel .Z (E, F').

Démonstration. (i) Soit T € £ (E, F') avec ||T|| = 0.

Alors, par définition de T, on a T' (z) = 0 pour tout = € E et donc T' = 0.
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(17) Soient T'€ £ (E,F) et a« € K. On a

[T} = sup [[(T) (z)l

\ac||E:1

= sup |a| [T (2)]|p = laf sup [T (2)]p

[zl p=1 |zl p=1
= [l 1T
(i7i) Soient T, S € £ (E, F). Pour tout € E, on a
(T +5) (@)[l[p = T (z) + 5 (@)l
<7 @)+ 15 @) s
< Tl g + 1SN ]z = AT+ 1S =]l

et donc [|T"+ S| < [T + [|S] O

Exemple 1.5. On munit 'espace vectoriel C ([0, 1],R) des fonctions continues sur 'in-

tervalle [0, 1] & valeurs dans R de la norme

1flloe = sup_[f(¢)].
te€[0,1]

L’application linéaire T : C ([0,1] ,R) — C ([0, 1],R), f —— T f définie par

Tf:a—T(f@) =T @)= [ fO)a

pour tout z € [0, 1] est une application continue.

En effet, pour tout = € [0,1], on a

7(f @)l < [T @l <)l <17

et donc [T (f)llo < Ifllc et [T} < 1.
Nous allons maintenant démontrer que ||7|| = 1.
Prenons f = 1. Alors || f||, = 1, T(f(z)) = z et donc ||[T'(f)||,, = 1. Il vient que

17 (N)lloe = [[flloo et donc ona [T = 1.
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Proposition 1.6. Soient E, F' et G des espaces vectoriels normés, soient 7' € £ (E, F)

et € Z(F,G). Alors SoT € £ (FE,G) et on a
1S o T < [[SIHIT]-
Démonstration. 11 est clair que S o T" est linéaire. Pour tout z € F, on a :
1SoT (@)l =IS(T (@)l < ISINT @)z < ISIITN |25 -
Donc S o T est continue et on a ||S o T|| < ||S] [|T]- O

Théoreme 1.7. Soient E un espace vectoriel normé et F un espace de Banach. Alors

Uespace vectoriel normé £ (E, F) est un espace de Banach.

Démonstration. Soit (T,), -, une suite de Cauchy dans £ (F, F).

On construit la limite de (73,),,5,. Fixons z un élément quelconque de E. On a
V(p.q) € N*, T, (2) = Ty (@)l < 1T — Tyl - Il

donc la suite (7}, (x)) est de Cauchy dans F', et comme F' est complet, elle converge. On
note 7' (z) sa limite. On définit ainsi une application 7" de E dans F.

On vérifie que T' € .Z (E, F). L’application T est linéaire car z,y € F et A\, u € K|
T+ py) = lim T, Az +py) = lim (AT, (2) + uT, (y)) = AT (2) + uT (y)

Elle est continue. En effet, (T,), étant de Cauchy, elle bornée donc il existe M > 0 tel
que ||7,]| < M pour tout n.

Si x € E est fixé, on a donc ||T), (z)||p < M ||z||; pour tout n, donc a la limite lorsque n
tend vers 400, on obtient |1 (z)||, < M ||z|| 5. Ainsi, T est continue.

I1 nous reste a prouver que (7},) converge vers 1" au sens de la norme ||.]|.
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Soit € > 0, il existe N € N tel que pour tout p,q > N, ||T, — T,|| < e. En fixant z € E,

on donc

Yp,q = N, T, (2) = Ty ()l p < T = Toll - Nlzllp < €l g -

En fixant p > N et faisant tendre ¢ vers l'infini, on obtient |7, (z) — T (z)|| < €||z||5-
Ceci est vrai pour tout = € E, on a donc ||T, — T'|| < €, et ceci pour tout p > N, d’ou

Z (E, F) est un espace de Banach. O

Définition 1.27. Soit F un espace vectoriel normé. L’espace vectoriel .Z (E, K) est appelé

espace dual (topologique) de E et est noté E'.

Corollaire 1.1. Le dual E' = Z (E,K) d’'un espace vectoriel normé E est un espace de

Banach.

Démonstration. Comme (K, |.|) est complet, d’apres le théoreme 1.7, 'espace E’ est de

Banach. O

1.5 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Théoréme 1.8. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont équi-

valentes entre-elles.

Démonstration. Soient E un espace vectoriel de dimension finie n avec n € N*, ||.|| une
norme arbitraire sur E et {ej, ey, ...,e,} une base de E. Nous allons montrer que cette
norme est équivalente a une norme particuliere sur F, de sorte que, par transitivité, deux

normes arbitraires seront équivalentes. Choisissons la norme ||.|| définie précédemment.
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Six=37", ze

]l =

n
Zmiei
=1

n
<Y e
=1
n
— S i e
=1
n
< (32 et o
n
- (Z ||eiu) Jall

D’ou, en posant a = > |le;|| > 0, on a

2]l < el - (1.5.1)

D’autre part, d’apres la remarque 1.4, on a pour tous z,y € E :

ezl = ylll < fle =yl
Et comme |z|| < a||z|, Vo € E d’apres (1.5.1), il en résulte que 'on a pour tous
r,y€e b
[zl = llylll < allz =yl -
C’est a dire que 'application :
s (B, ) — (R, 1)

est a-lipschitzienne et est par conséquent continue sur (E, ||| ). Soit

Seo (0, 1) ={z € E, ||z|| = 1}.

C’est une partie fermée et bornée de (E, |||, ), elle est donc compacte dans (£, ||.||..)-

L’application ||.|| atteint ses bornes sur S (0g,1). En particulier, ||.|| atteint sa borne
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inférieure. Cela signifie qu’il existe xg € Sy (0, 1) tel que :

2]l = [lzoll , V& € S (0p, 1) -

Posons = ||xo|| > 0. Si B = 0, alors g = 0 ¢ So (0g, 1), ce qui est absurde. D’ou

B>0etona:

Vi € So (0p,1) ¢ ||z]| > 8. (1.5.2)

Enfin, étant donné x € E — {0g}, et avec (1.5.2) pour € S (0g, 1), on aura

(X[

Izl > B2l (1.5.3)

qui est satisfaite pour = = 0.

De (1.5.1) et (1.5.3), les deux normes ||.|| et |||| , sont équivalentes. O

Proposition 1.7. Soient F, F' deux espaces vectoriels normés, avec E de dimension finie

n et T : E — F une application linéaire. Alors, T est continue.

Démonstration. Soient B = (eq,...,e,) une base de E, ||.|| une norme de E et ||.||, une
norme de F. Les normes de E sont équivalentes d’apres le théoreme 1.8, en particulier,

||| et |||l sont équivalentes. Par suite, il existe une constante C' > 0 telle que
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|z]|, < C'lz|| pour tout x = >1" ; x;¢; € K*. On a
i@l = |7 (S0

i=1
Z%T e

F

F

< ZH% (es HF

n

Z Iz| HT € HF

IA

Il

M= I[M= 1 M:

i)l | ma |z

i=1
i=1

I7 @)l ) o
I7 @)l el
IT (e )

IA
A/

Tellp) Cllxll,

i=1

donc, pour C" = (31 ||T (e;)]| ) C, on obtient

T ()| < C'||z||, pourtoutx € E.

C’est a dire T est continue. O

Proposition 1.8. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé de dimension fine. On a :

1. Si {ey, ey, ..., } est une base de E, alors I'application linéaire
oc: K" — F
(71, 2, oy ) > 200 Wi
est un homéomorphisme.

2. (E,||.]]) est un espace de Banach.

Démonstration. 1. De la proposition précédente, o est continue. La continuité de o ne
changera pas si on remplace les normes sur K" et F par des normes équivalentes, alors

on choisit la norme ||.|| , sur K" et sur F, on prend la norme ||z||_ = max;<;<y |z;| pour
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tout z = > ; x;e; € E. Dans ce cas, 'application o est une isométrie et bijective, donc
c’est un homéomorphisme de K" dans FE.

2. Comme (K", ||.||,.) est complet ( voir remarque 1.9), on en déduit que (E, ||.||,) est un
espace de Banach. Par conséquent, (E, ||.||) est un espace de Banach car les deux normes

.1l et ||.|| sont équivalentes sur E. O

Proposition 1.9. Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé de dimension finie. Alors, toute

boule fermée B (z,r) de E est compacte.

1.6 Exercices

Exercice 1.1. Pour (z,y) € R? on pose N (z,y) = max {|z|,|y|,|z — y|}. Montrer que

N est une norme sur R? et déterminer la boule unité fermée.

Exercice 1.2. Soit £ = C?(]0,1],R). Pour f élément de E, on pose Ny (f) = [y |f ()| dt,

Na () =1£ ) + Jo |/ ()] dt et N3 (f) = [f (O)] + |f" (0)| + Jo [/ (1)] dt.
1. Montrer que Ny, Ny et N3 sont des normes.

2. Montrer que :
Ve E, Ni(f) < Na2(f) < Nz(f).
Exercice 1.3. 1) Montrer que les trois normes ||.||;, |||, |||, définies sur R™ vérifient

les inégalités suivantes :

[l < llzfly < flzfly <7l -

2) Dessiner les boules unités de R? muni des normes |||, [|-|lo: |||l -
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Exercice 1.4. Soit EF = R[X] 'espace vectoriel des polyndmes de variable X et coeffi-

cients réels. On définit sur E trois normes par, si P = > ja; X" :

Nl(P):i|ai|, NQ(P)=<f:O|ai|2>2, N (P) = max |as] .

0<i<p

Vérifier qu’il s’agit de 3 normes sur R [X]. Sont-elles équivalentes deux a deux?

Exercice 1.5. Soient (E, ||.||) un espace vectoriel normé, a,b € E et r > 0. Montrer que :

1.b+ B(a,r) = B(a+br).

2. B(a,7) =a+1B(0,1).

Exercice 1.6. Dans R [X] on pose

o]
|Pl =[P (k).
k=0
Montrer que 'on obtient une norme sur R [X] et que cet espace n’est pas complet.

Exercice 1.7. Soit l'espace vectoriel £ des suites (u,), -, de nombres réels telles que la
suite (w11 — uy,) soit bornée.

1) Montrer que I'on définit une norme sur E en posant
[ull = uol + sup |unt1 — un)
n>0

et que l'espace F est complet.
2) Montrer que 'espace [, des suites bornées est inclus dans F et comparer les normes

|.]] et ||.]|o, sur ce sous-espace.

Exercice 1.8. On considere l'espace vectoriel C* muni d’une norme X +— || X]||. Pour
A € M, (C) ( Iespace vectoriel des matrices carrées d’ordre n d’élément dans C ), on

pose N (A) = Sup”XHSI HAXH
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1. Montrer que N est bien définie et que N (A) = supj x| %.

2. Montrer que A — N (A) est une norme sur M, (C).

3. Montrer que
VAe M, (C), vBeM,(C), N(AB)< N(A)N (B).

4. En est-il ainsi pour toute norme sur M, (C).

5. Dans cette question, on suppose n =2 et A = ! ’
3 2414
Calculer N (A) dans chacun des deux cas :
X1 Ty
a) = max {|z1], [z2]}. b) = [z1] + 2.
) T2

Exercice 1.9. Soit E 'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs dans

R. On définit pour tout f € FE, les deux normes suivantes :

1 d
170 = sup @l 7= 17 @lde

1. Vérifier que ||.||, et ||.||; sont deux normes sur E et montrer que pour tout f € E,

LI < 11l

2. En utilisant la suite de fonctions f, (x) = 2™ prouver que ces deux normes ne sont pas

équivalentes.
Exercice 1.10. Soit N l'application de R? dans R définie par

|z + ty
N :(xz,y) —> su
(z9) 1te]11§3 1+¢2

1. Montrer que N est une norme sur R2.
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2. Représenter graphiquement la boule By (0,1) = {(z,y) € R?: N (z,y) < 1} dans le
plan usuel.

3. Calculer Daire (dans le plan usuel) de By (0, 1).

Exercice 1.11. On note E le R-espace vectoriel des applications f : [0,1] — R de classe

C' sur [0,1] et telles que f(0) = 0.

Pour f € E, onnote Ny (f) = sup,eioy |f (@)|+5ubyeay |F (@)] et N (£) = sup,coy | () + F' ().
Montrer que N; et Ny sont des normes sur E, et qu’elles sont équivalentes.

On rappelle qu’'une fonction f définie sur [0, 1] est de classe C' si f est dérivable sur [0, 1],

et f" est continue sur [0, 1].

Exercice 1.12. Pour f € C ([0,1],R), on pose N (f) = f) ' |f (t)| dt.
1) Montrer que N est une norme

2) En utilisant la fonction f, définie par :

0 si te[0,1-1]
fn(t>:
nt+1—n st te[l—%,l}

Montrer que N n’est pas équivalente avec la norme de la convergence uniforme.

Exercice 1.13. Soient £ un espace vectoriel réel et N : E — R, une application

vérifiant, pour tout A € R et tout z € F,
NAz)=|AN(z) e N((x)=0=2=0g.
Montrer que N définit une norme si, et seulement si, I’ensemble
B={xeFE: N(z) <1}

est une partie convexe de FE.



1.6. EXERCICES 33

Exercice 1.14. Pour x = (21, 23, ...,x,) € R" et p € ]0,4+00], on pose

1
n b
l=1l, = <Z|ﬂflp> et ol = max {Jui], i =1,2,....n}.
i=1

1. Montrer que ||, n’est pas une norme pour p € |0, 1[.
2. Montrer que |||, est une norme pour p € [1, oo].

3. Montrer que pour tout x € R™ , [|z]|, = ||z]|,, quand p — oo.

Exercice 1.15. Soit F = C' ([0, 1],R) I'espace des applications de classe C! sur [0,1] &

valeurs dans R. On consideére les normes définies comme suit :

1 1 3
£ = [ 1F@la 1l = ([ 1FOF )" 1l = s IF @)

0<

1. Montrer que l'application N : E — R définie par : N (f) = [f (0)| + [|f']|, est une
norme. ( f’ désigne la dérivée de f).

2. Montrer que 'on a les inégalités suivantes :

£ < My et [l < N ()

sin(nmz)
n

3. En utilisant la fonction f,, définie sur [0, 1] par f, (x) = , montrer que .|| et

N (f) ne sont pas équivalentes.

Exercice 1.16. On munit 'espace F' = C ([0, 1],R) de la norme de la convergence uni-

forme et on y considere la suite des applications réelles (T;,),définies par :

1

fHTn(f):n/Onf(x)dx, n € N*.

1. Montrer que pour tout n non nul, 7,, appartient a E’.

2. Calculer la norme de T,, pour tout n € N*.
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3. Montrer que :

VieE, lim T.(f)=T(f)=f(0).
4. En déduire que T, est continue, puis calculer sa norme.

Exercice 1.17. Soit & un nombre réel positif et soit la suite (f,,),~, de fonctions définies

sur [0, 1] par
fo (z) = nFae 2.

Déterminer les valeurs de k pour lesquelles la suite (|| f,||,,) a l'infini pour limite et la

suite (|| fn||;) converge vers 0.

1.7 Corrections

Correction 1.1. Tout d’abord, pour tout (z,y) € R?, ona |z| >0, |y| > 0et |z —y| >0,
donc N (z,y) > 0.

(i) Pour tout (z,y) € R?
N(z,y) =0 [z| = [yl = [+ —y[ = 0 <= (z,y) = 0.
(ii) Pour tout (x,y) € R* et A € R,
N (X(z,y)) = N (Az, hy)
= max {[Az[, |y, [Az — Ayl}
= max {[A[ [z], [y, [Al [z =y}
= [Afmax {|z|, |y[, [z — [}

= [A[N (2,9)

(iii) Soient (z,y) et (z,t) deux éléments de R?,

N((xz,y)+ (2,t)) =N(x+z,y+t) =max{|lz+ z|, |y + |, [(x +2) — (y+1)|}.
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On a |l + 2| < x| + 2], |y +t| < |yl + [t
et (z+2)—(y+ )| <|z—y|+|z—1]
Donc

max {[z + 2|, [y +t], [(x + 2) = (y + )|} <max{|z|+ 2], [y[ +[t], |z —y[ + ]2 — [}
< max {[z[, [yl |z — yl} +max{[z], [t], [z — t[}
= N (z,y)+ N (z,1),
dott N ((z,y) + (2,t)) < N (z,y) + N (2,t). Ceci prouve que N est une norme sur R?.
La boule unité est définie par B (0,1) = {(z,y) € R?*: N (z,y) < 1}

et pour la dessiner, on a

N(zy) <l<=1{ —1<y<1

r—1<y<zx+1

La boule est limitée par les droites d’équations : z = -1, x =1, y=—-1,y=1,y=x+1,

y=x—1.

s . - ( R

FIGURE 1.1 — Boule unité fermée

Correction 1.2. 1) Il est connu que N; est une norme.

Montrons que N, est une norme sur F.
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(i) Pour f € E, f" est continue sur [0, 1] et donc f” est intégrable sur [0, 1]. D’ott Ny est
une application de E dans R, .

(ii). On a pour o € R et toute f € E :
Ny (af) = [(@) O)] + [ [(af)'
=MU®N+MAINM¢=&W%U)
(iii) On a, pour toutes f,g € E :
No(f +9) =10 +9) O+ [ (f +9) (1)
= 1FO) +g O+ [ 17 () + (5] di
<UFOI+1g O+ [ (7 @]+ 1o () de

=Qﬂw+4|f@wﬁ+0ﬂw+gmﬂmw)
= Na (f) +Ni(g).
(iv) Soit f € E telle que Ny (f) = 0.
On alors : |f (0)] + fy |f" (t)| dt = 0. Donc f(0) =0et [y |f (t)|dt = 0.
Puisque | f’| est continue et positive, il résulte f' = 0, donc f est constante, f = f(0) = 0.
Ceci montre que N, est une norme.

Notons que pour tout f € E :

N3 (f) = [f(0)] + No(f').

Il est facile a vérifier que N3 est une norme.

2. Soit f € E'et t € [0,1]. Comme f’ est continue sur [0, 1]
FOI=|r O+ [ 7] < IO+ [17 @lde< IO+ [ 1 @)]de =N (7).

Done N (f) = [y |f ()| dt < [y No(f)dt = No (f).

Ensuite en appliquant le résultat précédent a f’, on obtient
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N (f) = [f0)|+ N (f) < |f(0)] + Na (') = N3 (f).
Il résulte que
Ve E, Ni(f) <Na(f) <Ns(f).
Pour n € Net t € [0,1], on pose f, (t) = t".
Ny (f) = Jy trdt = n%rl et donc la suite (f,), oy tend vers 0 dans l'espace vectoriel normé
(E, Ny).

Par contre, pour n > 0, Na (f,) = n fy t""'dt = 1 et la suite (f,), .y ne tend pas vers 0

dans l'espace vectoriel normé (FE, N5). On en déduit que les normes N; et Ny ne sont pas

équivalentes.
De méme en utilisant f, (t) = % , on montre que les normes N, et N3 ne sont pas
équivalentes.
Correction 1.3. 1. Soit = (21, ...,z,) € R", on a ||z|| = max {|z4], ..., |z,|}, alors il

existe j € {1,...,n} tel que ||z|| = |z;|, donc
Iz [1%, = lay]*
<z + o+ |za* = |22,
d'ott [|zf|, < [z,
Iz]l5 = la1]® + .. + [
<z + oA 20l + 2 cicjan 7] |25
= (21| + ... + |za])?
= ||}
d’ou [z, < ||
|zl = || + ... + |2,
< n |zl

=zl
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d’ou [|z||; < n|z||. Il résulte que

2]l < lllly < llzfl, < 7l

oo °

FIGURE 1.2 — Boules d’unité

Correction 1.4. Il n’est pas difficile de vérifier que Ny, Ny et N3 sont des normes sur E.
Supposons qu’il existe C' > 0 tel que Ny (P) < CNy (P).

Pour P(X)=1+X+ ..+ X" on

Ni(P)=n+1 et Ny (P)=1,

donc n+ 1 < C, ce qui est impossible pour n grand.

Si Ny (P) < C'N4 (P), pour le méme polynéme P, on a

NQ(P>:Vn+1§07

ce qui est toujours impossible.
Avec le méme polynome, si on a Ny (P) < C'Ny (P). Alors, n+1 < Cy/n+ 1 qui est aussi

impossible.



1.7. CORRECTIONS 39

Correction 1.5. 1. Soit z € b+ B (a,r). Alors il existe t € B (a,r) tel que z =b+t et
[z = (a+ )| = [[(z = b) —all = [t —al| <.

Donc, z € B(a+b,7).
Réciproquement, supposons que z € B (a + b,r) et posons t = x —b. Alors, on a z = b+t

et

la =t = lla = (z = b)[| = [[(a +b) — =[] <.

On a donc t € B (a,r) ce qui prouve z € b+ B (a,r).

2. Soit « € B (a,r), alors ||z — a|| < r. En écrivant = a4+ r*=2, en posant y = £=% on a

|l = all
Iyl = —— <1,
r

dot x € a+rB(0,1).
Réciproquement, si z € a+7rB (0,1), z s’écrit x = a+ry avec ||y|| < 1, d’ou ||z —al| <,

donc = € B (a,r).

Correction 1.6. Tout d’abord la somme est finie, puisque si P est de degré k, le polynéme
P+ est nul. Donc, ||P|| est bien définie. Prenons ensuite P, Q dans £ et A € R. Alors,

pour tout k£ > 0,

(P +Q® (k)| < |PD (k)] + Q™ (k)]
et donc, en passant a la somme ||P + Q| < || P]| + ||@]]. On a clairement [|[AP|| = |A| | P]].
Enfin, si ||P|| = 0 c’est a dire 3725 ‘P(k) (k)’ = 0. Soit P un polynéme de degré n > 0.
Alors le polynome P™ est un polynéme constant non nul et donc P™ (n) est non nul.
Mais

P ()| < 1Pl
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et il en résulte que ||P| n’est pas nul. Le seul polynéme P tel que ||P| soit nul est le

polynéme zéro.

Pour tout entier n, il existe un polynéme P, de degré au plus n et un seul tel que, si

0<k<n,

En effet, si 'on pose
n
k
P, (X)=> ap X",
k=0
on est amené, pour déterminer P, a résoudre un systeme de n + 1 équations a n + 1
inconnues dont la matrice est triangulaire supérieure avec éléments diagonaux non nuls.

C’est donc un systeme de Cramer qui a une solution et une seule.

Sin < m, on a alors

[1Pn = Pl = < = o
B2 F

La suite (P,) est donc une suite de Cauchy.

La forme linéaire qui & P associe P (k) est continue puisque
[P™ (n)| < [|P]|.

Si la suite (P,) convergeait vers une limite P, la suite (Pék) (k:)) convergerait vers P*) (k).

Mais, sin > k, on a

donc on devrait avoir P*) (k) = Qik pour tout entier k et aucune dérivée de P ne serait le
polynéme zéro, d’ott une contradiction. Il en résulte que R [X] n’est pas complet pour la

norme ainsi définie.
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Correction 1.7. 1) On a |ug| > 0 et sup,,>q |[tns1 — un| > 0, donc |Jul| >0,
|lu]] = 0 ce qui équivaut |ug| = 0 et |u,1 — u,| = 0 pour tout n € N, cela signifie que
(un),en €St une suite constante avec uy = 0. Alors, u = 0.

Pour tout A € R et pour tout u € F/, on a
| Aul] = |Aug| + sglg | A1 — Ay
= [Alfuo| + [Alsup [tnr1 — | = [A]||u]|.
n>0
Soient u et v deux éléments de F
llu+ || = |ug + vo| + sup |u, + vy
n>0
< <|u0| + sup |un\> + <|v0| + sup ]vn]>
n>0 n>0
= flull + lloll -
Ceci montre que 'on a défini une norme sur F.
Soit (u (p)) une suite de Cauchy de E. Pour tout € > 0, il existe N, tel que ¢ > p > N,
implique
(@) = u )] = luo () = o ()] + sup|(uns1 (@) = tns1 (P)) = (tn (@) = tn (p))]

= |uo (q) — uo (p)| + sup [(tn41(0) = un (9)) = (Uns1 (p) — un (p))] < e

Donc, quel que soit n,

|uo (¢) = uo (P)] + [(unt1 (@) = un (q) = (Uns1 (P) — un (p))] < €. (1.7.1)

Alors (ug (p)) est une suite de Cauchy de R et converge vers un nombre v et pour tout
n, la suite (un11 (p) — uy (p)),, est une suite de Cauchy de R et converge vers un nombre

a,. On considere la suite u = (u,), définie par

n—1
Up =g+ Y ay,
k=0
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qui est telle que

Up1 — Uy = Ay

En faisant tendre ¢ vers l'infini dans I'inégalité (1.7.1), on obtient, si p > N,

|uo (@) = uo ()] + |an = (uns1 (p) = un (P))] = [uo (q) = uo (p)]

+(uns1 (9) = un (9)) = (Unga (p) = un ()]

< e.

Alors
|ttnt1 = tn| = |(Ung1 = tn) = (tUns1 (p) = tn (P))| + [tins1 (p) — un (P)] < €+ [Ju(p)]],
ce qui montre que la suite u = (u,,) est dans E. Par ailleurs, si p > N,
lu—u(p)l <

donc la suite (u (p)) converge vers u. Il en résulte que E est complet.
2) Tout d’abord

[ul] < Juo| + sup (Jun| + [tni1]) < 3ull,
n>0

avec égalité pour la suite (—1, 1,0, ...), ce qui montre que [y, est inclus dans E.

Considérons la suite u (p) = (inf (n;p)),,5o- On a alors

lu(@)ll=p et [ulp)|=1
Il ne peut pas exister de constante C' telle que, pour toute suite u de [,
Jull o < Clull.

Les normes ne sont pas équivalentes sur /...
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Correction 1.8. 1. Soit A € M,, (C), application f de C"* dans C™ définie par

f(X) = AX est linéaire, donc continue puisque 1’espace de départ est de dimension finie.
Or B(0,1) = {X € C": | X]|| <1} est bornée et fermée, donc compact, donc f atteint
ses bornes sur B (0, 1).

Ainsi application N est de M,, (C) dans R est bien définie.

Soit X € C" — {0}, ona AX = || X|| A (L>, don 1A% — HA (W)H

Xl Xl
X AX -
Comme HWH =1, on donc HHX—”” < N (A), don
[AX]]
sup <N(A).
x#0 || X]]

Réciproquement, soit X € B (0,1) avec X # 0. On a

0 < [IX[| <1 don [|[AX ] < K& et done

[AX]] [AX]]
N(A) < 57 Ssup——.
XU~ x0 [1X]

Par conséquent

JAX]
N (A) = su .
(=5 =]

2. Pour tout A € M,, (C), N (A) est un réel positif.
Si N(A) =0, 0ona AX =0 pour tout X € C" donc A = 0.

Soit A € Cet A e M,, (C); pour tout X € C" tel que || X|| <1, on a
[(AA) X = [[A (AX)]| = [A[|AXT],

donc

sup [|(AA) X} = sup [[A(AX)| = sup [A[|AX][,
X1 I x)<1

[X1I<1

dott N (M) = [A| N (A).
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Soit A, B € M,, (C), pour X € C" tel que || X| <1, on a

I(A+ B) X| = [|AX + BX]||
< [lAXT -+ [ BX]]

< sup [|AX| + sup IBX]|,

fl=ll<1 [l <

donc

sup [[(A+ B) X|| < sup IAX][ + sup IBX]

[lz]|<1 ]l < llzll <

c’est-a-dire N (A+ B) < N (A)+ N (B). N est donc une norme sur M,, (C).

3. On a vu que, pour A € M, (C), on a N (A) = supy, ||1\4)?H” d’ou, pour tout X € C",
JAX]| < N (4) | X]).

Soit A, B € M,, et X € C" tel que || X|| <1.Ona:

I(AB) X|| = |A(BX)|| < N (A)[|BX]| < N (A) N (B) [ X]|| < N (A) N (B), donc

sup [[(AB) X|| < N (A) N (B),

X<t
d’ou

N (AB) < N (A)N (B).

4. On définit une norme sur M,, (C) en posant, pour A = (a;;),

5 (A) = max {|ay|, (i,5) € {1,...,n}*} .

Si A est la matrice dont tous les coefficients sont égaux a 1, on a A% = nA. Comme
§(A) = 1 et 6(A%) = n, l'inégalité de la question précédente n’est pas vérifiée par la

norme 9.

Ty
a) Soit X = € C? tel que || X|| = max {|x1],|z2|} < 1.

X2
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T, — 2[)’22

Ona AX = , donc
3r1 + (2 + Z) To

|AX]| = max {|z1 — 2z2|, [3z1 + (2 +7) 22[}
< max{\xll + 2|z, 3 21| + \/5|x2|}

§max{3,3+x/§}:3+\/g

donc N (A) < 3v/5.

1
Or, si X = ;ona || X| =1 et la seconde composante de AX s’écrit 3, = 3+ /5,
2—i
[2+3|

d'ott ||AX]| >3+ /5 et N(A) >3+ +/5. On conclut que N (A) = 3 + /5.

b) Soit X € C? tel que | X|| = |z1| + 22| < 1. On a

[AX| = |z1 = 2@2] + 321 + (2 4 1) 22
S |I‘1‘ —|—2 |ZL’2| +3|l’1| + \/5|I2|
<Alzy|+ (24 V5) |2l

< (24 V5) (Jo| + |z2) < 2+ 5,

dott N (A) <2+ /5.

0 -2

Or, si X = ,ona || X|| =1et AX = d'ott [|[AX] = 2+ /5 puis
1 241

N (A) > 2+ /5.

On conclut que N (A) = 2 + /5.

Correction 1.9. 1. Toute fonction continue sur [0, 1] est bornée (et atteint ses bornes).
Ceci justifie que || f||, est bien défini pour tout f € E. De plus, on a || f||,, > 0. D’autre
part, si || f||., = 0, alors pour tout = dans [0, 1], on a f (z) =0, et donc f = 0.

Pour l'inégalité triangulaire, soient f et g deux éléments de E. Pour tout x de [0, 1], on



46 CHAPITRE 1. ESPACES DE BANACH

|f (@) +g@)] <[f@)]+]g@)] <[fllo+ 9l
On obtient
1+ 9lle < 1fllee + 9l -

Soient A € Ret f € E. Pour tout x de [0,1], on a :

IAf (@) = AL ()]

et passant au max, on a bien ||Af||_ = |A| || f]|. Pour ||.||;, Il facile de vérifier que c’est est

une norme. On remarque que pour chaque x de [0,1], on a :

1f @) <11 fll -

Ensuite
1 1
[ @ldz < £l [ de
0 0
Il résulte que
11l < 1l -
2. Pour f, (z) =2", ona:

1

1
=1 Il = [ ande = ——.
Falle =1 Ml = [ a"der =

Si les normes étaient équivalentes, il existerait une constante C' > 0 telle que || f]|, <
C||f|l;. Pour f = f,, on obtient et un passage a la limite en n donne 1 < 0, ce qui est

une contradiction.

Correction 1.10. 1. Soit (z,y) € R?. On a pour tout ¢ € R tel que [¢| <1 :

z+tyl _ e[+t yl _ =]+ ]
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et, pour tout ¢ € R tel que [t| > 1, alors t* > |¢] :

[z +tyl el eyl _ (el + Ty e (el + ly[) 1)

_ < < = :
1+¢2 1+ = 2 - t] s
Dot : Vt € R, ZH < || + [y,
|lz—+ty|

Ainsi, I'application t € R — est bornée, donc N est bien définie.

1+2

- On a, pour tous (z,y), (z/,y') € R? :

N ((z,y), (@ y)) = N(z+ 2",y +y)

[z +2) +t(y+y)

= su
telg 1+ 2
|z + ty| + |2’ + ty]
< sup
teR 1+ t?
|z + ty| |z + ty

su su
_telg 1+¢t2 te%R) 14 ¢2

= N (v,y) + N (2,¢).

- On a, pour tout A € R et tout (x,y) € R? :

N (A(z,y)) = N (\z, \y)
—w | Az + Aty
N teﬂg 14 ¢2

|z + ty|
1+1¢2

= [Afsup = [A[N (2,9).
teR

- On a, pour tout (z,y) € R :

|z + ty|
(x,y) 0<:><V e R, e 0

— (Mt eR, z+ty=0)
> (z,y) =(0,0).

On conclut que N est une norme sur R2.
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2. Soit (x,y) € R% On a

(r,y) € By (0,1) <= N (z,y) <1

|z + ty
<—> su <1
te[g 1+t —

|z + ty| 1

<—=Vte R
N

= VER, - (1+8) <z+ty<1++#

VieER, 2 —ty+(1—2) >0
<~
VteER, 2 +ty+ (1+2)>0
P —4(1-2)<0
<~
y>—4(1+2z) <O0.

Ainsi, By (0;1) est la partie du plan comprise entre les deux paraboles (voir schéma

ci-apres) :

3. Les points d’intersection des deux paraboles P et P’ ont pour ordonnées —2 et 2. L’aire

S de By (0,1) est donnée, par exemple, par l'intégrale double :
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FIGURE 1.3 — Boule unité

Correction 1.11. Montrons d’abord que N; et N, sont des normes sur E. Pour f € F,
Ny (f) et Ny (f) existent dans R car f et f’ sont continues sur le compact [0, 1].

Les propriétés, pour tous A de R, f,g de E :

Ni(Af) = AN (), N (Af) = (AN ()

Ni(f+g) <N (f)+Ni(g), Na(f+9g) < No(f)+DNa(yg)

sont immédiates. Soit f € E.
Si N (f) =0, alors sup,¢pq) | f (z)| = 0, donc f = 0.

Supposons Ny (f) = 0. Alors f + ' = 0, donc il existe C' € R tel que :
Ve el0,1], f(x)=Ce™™.

Comme f (x) =0, en déduit C' = 0, puis f = 0.
Ainsi Ny et Ny sont des normes sur E.
Montrons que N; et Ny sont équivalentes :

Soit f € F,on a:

Ve e[0,1], |f(x)+ f (@) <I[f@)]+][f (@) <N (f),
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d’ou : Ny < Ny.

Soit f € E. Considérons l'application g : [0,1] — R,  —— e*f (x), qui est de classe C!
sur [0, 1].

On a, pour tout x [0, 1] :

g ()] =e" (F (&) + £ ()] < eNa ()

puis, pour tout z de [0, 1] :
9 @) =|[ g Oat| < ["1g O]t < 2eNa (1) < eNa (1),

d'ou |f (z)] = e [g ()| < eNa (f)-

|f @) = (f" () + f () = [ (2)]
<[ (@) + f @) +[f (@)
< (I+e) N2 (f).
Dou Vf € E, Ny (f) < (1+ 2¢) Ny (f).
On a montré : Vf € E, Ny (f) < Ny (f) < (14 2e) Ny (f), donc Ny et N, sont des normes

équivalentes.

Correction 1.12. 1. Soit £ = C([0,1],R) et f € E,ona N (f) > 0.

Supposons que N (f) = 0= [} ' |f| dt.

Comme la fonction ¢ — €' |f (¢)|dt est continue et positive, on en déduit, V¢ € [0, 1],
e'|f () =0,doun f=0.

Pour tout A € R, on a :

N = [ @lde= [ 1f0ld= AN ().
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Enfin, pour f et g dans E, on a :
VEeR e[f(t)+g@)<e[f () +elg)].

En intégrant sur [0, 1], on a donc N (f +¢g) < N (f) + N (g9).
N est donc une norme sur E.
2. La norme de convergence uniforme est || f ||, = sup,eoq |f (t)]-

Montrons que la fonction f +— WAL yrest pas bornée.

N(f)

Ona f, € E, |[full =1et

1 1 1
N(fn):/l_let\fn(t)]dtg/l_Letgﬁ><e,

d’ou |7°;’ > 2, ce qui montre que [ +— A”]A n’est pas bornée et donc les deux normes

|fnll
N(fn ()

ne sont pas équivalentes.

Correction 1.13. Supposons que N soit une norme et montrons que la boule unité fermée
B est convexe.

Soient a,b € B. Pour tout ¢ € [0, 1], 'inégalité triangulaire donne

N((1=t)a+1tb) < N((1—1t)a)+ N (tb)
=|1—t|N(a)+t{|{N@®b)=(1—-t)+t=1.

Ainsi, le vecteur (1 —t)a + tb appartient a B. Puisque cela vaut pour tout ¢ € [0, 1],
le segment [a,b] est inclus dans B et I'on peut affirmer que la boule B est convexe.
Inversement, supposons que la partie B est convexe. Pour établir que N est une norme,
il suffit de démontrer I'inégalité triangulaire N (x 4+ y) < N (z) + N (y) pour tous z et y
de E.

Lorsque x ou y désigne le vecteur nul, c¢’est immédiat. Supposons désormais les vecteurs
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x et y tous deux non nuls.

Introduisons les vecteurs a = fo) et b = % Les vecteurs a et b appartenant a B, le

segment d’extrémités a et b est entierement inclus dans B et donc, pour tout ¢ [0, 1],

N((1—t)a+1tb) <1. (1.7.2)
En choisissant t = % € [0, 1], on obtient
N N
(1—t)a+th= @ =z ) Y vy

et (1.7.2) se relit

Donc N est norme.

Correction 1.14. 1. Prenons les points = = (1,0, ...,0) et y = (0,1,...,0), on a
1
le+yl, =27 et [lzll, +llyll, =2, pour0<p<1,

donc ||z +yl[, > |lz[l, + lyll,- L'inégalité triangulaire n’étant pas vérifiée, |.||, n’est pas
une norme.

2. Toutes les propriétés sont évidentes sauf I'inégalité triangulaire pour p € [1,+oo[. En
utilisant I'exercice précédent, on voit qu’il suffit de vérifier que la boule unité fermée B,
associée a cette norme est convexe. Soient donc z = (x1,..;, %),y = (Y1, ., Yn) € B, et
A€ [0,1]

On remarque que la fonction ¢ — t? est convexe sur [0, +-00] car sa dérivée est croissante.

On a donc

(=N 4wl < 30 (1= A ] + Alw])”

=1

[M]=

1= Nz + dllf =

@
I
—

3

s (1= X) [@s]” + Mwil?)

s
Il
—

= (=Nl + Allyll; < 1.
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Ainsi (1 = A)z + Ay € By, qui est donc convexe. On a donc bien montré que |[.|[, est une
norime.

Pour tout x € R" et pour tout p > 1 :
1
2]l < Nll, < 7nv izl -

En effet, on a
z|%. = (max {|x;|, i =1,2,....,n})"
=|z;[", (1 <j < n) pour un certain j
< " 4 ol + o f2nl” = (2]}
donc [zl < [l
D’autre part, on a
2]l = lzal” + |al” + o+ [

< ayl” + o+ zgl” = 2]

n fois
1
Ensuite (H:cHZ)p < (nH:cHZO)% , donc |z, < nv ||z|| .. Par passage a la limite pour p

tend vers +oo0, il résulte que ||z, — [|z]|

Correction 1.15. 1. La solution est similaire a celle d’exercice 1.2 pour la norme N5.

2. En utilisant l'inégalité de Schwarz, on obtient

([ 17 @i 1d93>2 < ([ r@ra) ([ ),

ce qui donne
2 2
LA < L1

Alors

@ -1 =|[ rwal < [17 @< [ 17 old= 17 <000
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puis
|f @) < 1f O]+ 1f (2) = FOL< [ O) + [l
don
1fllo < N(f)-

3. Calculons N (f,) et || full -

Tout d’abord

1 £all = /01 () (x) do = =2 /01 cos® (nrx) dr = 7;2/01 (1 + cos (2nmx)) dz = 5

puis N (f,) = 5 et | fall, = £, on a donc

n’

[foll _ m

Il V2’

et cette suite n’est pas bornée. Il n’existe pas de constante C' telle que, pour tout f de F,

N(f)<Clflla

ce qui montre que les normes N et ||.|| ne sont pas équivalentes.

Correction 1.16. 1. La linéarité de T,, est évidente. T}, est continue car

1

n 1
TNl 17 @)lde <0 max 17 @] < 1

2. On a

Vn e N°|T, (f)] < ||fll -

Donc

1Tl < 1.

Si f est constante valant 1, on trouve :

Tn(f)—n/oidx—l.
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Dot ||T,,] = 1.

3. Pour tout f € E/, on a:

T (f) = f(0)] =

n/ogf(x)dx—n/ogf(())dx
<n ["1f (@) = £(0)]da
< mas I (2) ~ £ (0)].

Comme f est continue, maxy.,<1 |f (z) — f(0)| tend vers 0 quand n tend vers l'infini.

4. T est linéaire. De plus, on a :

T (N = 1O < max [f (@) = [ fll -

T 0<z<L1

Don T est continue et ||T]| < 1.

Si f est la constante 1, on trouve ||T|| = 1.

Correction 1.17. Pour tout = € [0, 1]

fi(z) =nF (1 — n:z:Q) 677%2,

n

et la fonction f,, est maximale pour x = ﬁ Alors

Hmu=n<;ng

La suite (||fn||,), & une limite infinie si et seulement k > 1.

nk-

N|=
N

Par ailleurs

1 fully = / | [ (@)| d2 = nk/ ze” z dx =n" {—6_2] = nh! (1 — 6_5) .
0 0 0

n

Alors la suite (|| f,||;), converge vers 0 si et seulement si k& < 1.

Donc, k € }%,1[.



Chapitre 2

Espaces de Hilbert

Les espaces de Hilbert sont la généralisation naturelle en dimension infinie des espaces

euclidiens (ou hermitiens) R™ (ou C™). Dans ce chapitre K = R ou C.

2.1 Formes sesquilinéaires et formes hermitiennes

Définition 2.1. Soient E et F' deux C-espaces vectoriels. Une application f : £ — F

est dite semi-linéaire ou antilinéaire lorsque, pour tout z,y € E et tout A € C, on a :

flaty)=Ff@)+fl) et fQ2)=Af(2).

Lorsque K = R, semi-linéaire coincide avec linéaire. Si F' = K, f est dite forme semi-

linéaire.

Définition 2.2. Soit £ un K-espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire sur £ est une
application ¢ : £ x E — K, vérifiant, pour tout z, 2/, y, ¢y € F et tout A\, u € K, les
propriétés suivantes :

) (@+ay) =gy +ey) et oAr,y) = Ap (2,y);

o6
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i) o (@, y+y) =¢(@y) +o@y)et o py) =mpe(zy).

Autrement dit, une forme sesquilinéaire sur un K-espace vectoriel E est une application
¢ Ex E— K telle que :

i) pour tout y € E, 'application z — ¢ (z,y) soit linéaire

ii) pour tout = € E, 'application y — ¢ (x,y) soit semi-linéaire.

Définition 2.3. Soit E un K-espace vectoriel. Une forme sesquilinéaire p : £ x E — K

est dite hermitienne, si

V(z,y) e EXE, p(v,y) = ¢ (y,).

Remarques 2.1. 1. Lorsque K = R, une forme hermitienne sur F est tout simplement
une forme bilinéaire symétrique sur E.

2. Lorsque K = R, une forme sesquilinéaire sur F est simplement une forme bilinéaire sur
E.

3. Si ¢ est une forme sesquilinéaire sur E, alors pour tout z,y € E, on a

¢ (2,0) = (0,y) = 0.

Définition 2.4. Soient E un K-espace vectoriel et ¢ une forme hermitienne sur F.
i) On dit que ¢ est positive, si
Ve e B, ¢(x,x) >0.
ii) On dit que ¢ est définie positive, si
Vee E,x#0= ¢ (z,x) > 0.

iii) On appelle produit scalaire sur F, toute forme hermitienne sur E définie positive.

On notera en général un produit scalaire par ()
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Exemples 2.1. 1. Le produit scalaire usuel sur R" est défini par :
(r,y) = > wiy;
i=1

ou x = (21,2, .0y Tpn), Y = (Y1, Y2, -, Yn) € R"

2. Le produit scalaire usuel sur C™ est défini par :
i=1

oux = (l’l,fEQ, -"axn)a Yy = (y17y27 7yn) e Cm.
3. Soit C' ([0, 1]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] et a valeurs dans C.

Pour tout f,g € C ([0, 1]), on pose :

(F.o)= [ (g e

On définit ainsi un produit scalaire sur C' ([0, 1]).
4. Sur I*(N,K) = {(xn)nzo eCV: ¥ |z, |* < oo}, on peut définir le produit (scalaire)
hermitien : (z,y) = Y202, 2,7, avec T = (), €t ¥ = (Un),>0-

5. Sur M, (K) I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n d’éléments dans K, on
peut définir le produit hermitien (scalaire) : (A, B) = Trace (AEt). B est la matrice
conjuguée de la matrice B c’est a dire, si B = (b;) alors B = (%)

lsi,jsn? 1<i,j<n’

Théoréme 2.1. (inégalité de Cauchy-Shwartz). Soit ¢ une forme hermitienne posi-

tive sur un K-espace vectoriel E. Alors pour tous x,y € E, on a :

o (z.9)° < @ (2, 2) ¢ (y,y) - (2.1.1)

Démonstration. Soient xz,y € E. i) Si ¢ (z,y) = 0, I'inégalité (2.1.1) est évidente.

e(@,y)
()|

ii) Si ¢ (z,y) # 0, on pose A = , donc on aura

VtER, o (thx +y, thx +y) >0
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Vt ER, o (tAr +y,thx +y) > 0= Vt € R, t?¢ (z,2) +2Re (¢ (tAx,y)) + ¢ (y,y) >0

= Vt € R,t%p (z,2) + 2Re (tAp (2,9)) + ¢ (y,y) > 0.

Or on a

2@y iy = 120V = e @ y)| = lp(z.).

Ap (x,y) = =
pley) o () e ()

Ainsi, on aura

VtER, ¢ (z,2) > +2]p (z,y)|t + ¢ (y,y) > 0.

Nous obtenons, donc, un trinome de second degré en t qui est toujours positif ou nul pour

tout ¢ € R, donc son discriminant A < 0. Donc on aura

o (2, )" — ¢ (z,2) 0 (y,y) <0

D’ou le résultat. [

Corollaire 2.1. Soit (x,y) — (z,y) un produit scalaire sur £, alors x — ||z|| := (z, :13)%

est une norme sur F.

Démonstration. i) Pout tout = € E,

ii) Pour tout x € E et tout A € K, on a :

[SIES
[NIE

IMall = (A, Az)? = (AX)* (2,2)7 = |A| |z -
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iii) Pour tout z,y € E, on a :

lz+yl* = (z+y,z+y)
= (2, z) + 2Re (z,y) + (y, )
<Az, z) +2(z,9)| + (v, )
2 2
< lzf|” + 2 (|2l [yl + [yl

2
= ([l=][ + [lyll)"-
Douon a ||z +y| < |zl + ||yl

1
Donc I'application z — (x, )2 est une norme sur F. O

Remarque 2.1. D’apres le corollaire précédent, tout K-espace vectoriel muni d’un pro-
duit scalaire (x,y) — (z,y) est un espace normé pour la norme définie par

x +— ||z|| = y/(z,x) et, naturellement, un tel espace est toujours considéré comme un

espace métrique pour la distance correspondante d (x,y) = ||z — y|| = \/{x — y,x — y).

Définition 2.5. 1. Un espace préhilbertien est un couple (E, (,)) ou E est un K-espace
vectoriel et (,) est un produit scalaire sur E.

2. Un espace euclidien est un R-espace préhilbertien de dimension finie.

3. Un espace hermitien est un C-espace préhilbertien de dimension finie.

4. Un espace de Hilbert ou espace hilbertien est un espace préhilbertien qui est complet
pour la norme associée au produit scalaire. Ainsi un espace de Hilbert est aussi un espace

de Banach.

Exemples 2.2. 1. L’espace K", muni du produit scalaire (z,y) = 31" | x;7; est un espace
de Hilbert.

2. Soit C'([0,1]) I'espace vectoriel des fonctions continues sur a valeurs dans K muni du
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produit scalaire

(F.o)= [ f (g

est un espace préhilbertien, mais non un espace de Hilbert, pour tout n € N* la suite de

fonctions :
1 si 0<t<j;
fa () = 1—n(t—%) si%<t<%+%
0 si t>i+1

est de Cauchy mais n’a pas de limite dans C' ([0, 1]) pour la norme

I, = ([ 17 @F ).

3. L’espace [? (N, C) muni du produit hermitien (z, y) = 322, 2;7; est un espace de Hilbert.

En effet, soit (x(p)> une suite de Cauchy dans [? (N, C) avec
P = (argp),x(f), ) .

2

Par définition 372 |2(P) — x;q)’ tend vers zéro lorsque p et g tendent vers l'infini, donc,

pour tout n fixé, la suite (:Uﬁf’)) N est une de Cauchy, donc admet une limite qu’on peut
P

noter x, ; posons x = (x,),. Soit € > 0, il existe un entier N, tel que, pour tout p,q € N,

p>q> N on ait :

—+00 9
S -2l <e (2.1.2)

n=1
Pour tout entier m > n, en vertu de l'inégalité (2.1.2) on peut écrire :
2

3 ‘x;p) _ xfg)‘

1<n<m

<e.

Comme il s’agit ici d’'une somme finie, on peut faire tendre ¢ vers +oco et on obtient :
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Comme m est arbitraire, on en déduit que :

+o0 2
Z ‘xﬁf’ — xn‘ < e.
n=1

Ceci montre que 3% |z, |* est fini, ¢’est & dire que = = (z,,) appartient & I? (N, C) et que
lorsque p tend vers +o0, z;, tend vers x dans I? (N, C).

Par conséquent, [? (N, C) est complet pour la distance associée au produit scalaire usuel.

Corollaire 2.2. Soit (F,(,)) un K-espace préhilbertien, muni de la norme associée au

produit scalaire, alors (z,y) — (z,y) est une application continue de E' x E dans K.

Démonstration. Pour tout y € E, on définit I'application f, : £ — K par
fy () = (z,y) pourtoutx € E.

fy est clairement linéaire pour tout y € £, puisque le produit scalaire est linéaire a gauche.

Montrons que f, est continue sur E. Soit zp € £ et soit € > 0. Pour tout « € £, on a

(2, y) = (zo, y)| = (& — 2o, y)| <yl [z — ol

Comme ||.|| est continue sur F, alors il existe @ > 0, pour x € E, on a ||z — x| < . Si

on prend a = on obtient

_€

llwll?
(2, y) — (z0,y)| < €.

Ainsi, on sait que (x,.) est continue pour tout = et que (.,y) est continue pour tout y.

Par conséquent, 'application (x,y) — (x,y) est continue sur F x F. H

Proposition 2.1. (Identité de polarisation) Soient F un K-espace vectoriel normé et
¢ E x E — FE une forme hermitienne positive sur £

(i). Si K =R, on a pour tout x,y € E :

o(x+y,z+y) —pl@—yx—y).

A~ =

o (z,y) =
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(ii). Si K= C, on a pour tout x,y € E :

x4y z+y) —p@—yz—y) +ip(x+iy,x+it) — ¢ (z —iy;z — iy)]

A

o(z,y) =

Démonstration. Dans les deux cas (i) et (ii), on a

pa+y,z+y) —e@—yr—y)=4Re(p(z,y)) (2.1.3)

L’assertion (i) en résulte.

Supposons que K = C. En remplagant y par iy dans (2.1.3), on trouve

o (x+iy,x+1iy) — o (x —iy,x — iy) = 4Re (¢ (z,1y))

=4Im (¢ (z,y)).

L’assertion (ii) en découle. O

Théoréme 2.2. Soit (E,(.,.)) un espace préhilbertien. Le complété (E, HH) de l’espace

vectoriel normé E est un espace de Hilbert.

Démonstration. On peut supposer que E est un sous-espace dense dans E.
Soient z,y € E et soient (1), » (Yn), des suites dans E telles que lim,, 4o 2, = = et
lim, o100 Yn = ¥.
Pour tous n,m € N, on a, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :
{2, Yn) = (@ Ym) | = [Ty Yn) = (T Yn) + (Emy Yn) — (T Ym) |
= [{#n = Zm, Yn) = (T Ym — Yn)|
< [(@n = Ty Yn) | + [Ty Yo = Yn) |
< llynll lzn = @nll + lzm | |9m — vall -
Comme (z,),, et (y,), sont convergentes, elles sont de Cauchy et sont bornées. Il s’ensuit

que ((Zn,yn)), est un suite de Cauchy dans R et on définit le produit scalaire sur E
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comme sa limite. On note

[:L‘,y]z lim <xmyn>

n—-+00
On vérifie que cette définition ne dépend pas de (z,), et (y,),, de plus, on vérifie que
[, 4] est une forme hermitienne (ou symétrique) positive sur E.

Puisque

N

|Znll = (Tn, 20) 2,

on a

_ 1 p— 2 in
[z, x] = nl_lgloo (Tp, xn) = ||z||”  pour tout x € E.

Ceci implique que (x,y) — [z, y] est un produit scalaire sur E. et que sa norme associée
est © — ||z
La proposition 2.1.1 montre que la restriction de (z,y) — [z, ]

a E x E coincide avec (., .). O

Proposition 2.2. Soit (F, (,)) un K-espace préhilbertien. Pour tous z,y € F, on a :
Lz +y|*+ [z —y|* =2 (H:cH2 + Hy]) (identité du parallélogramme).
2 SIK =R, (z,9) = 1 (| +yI° — = — )

3.81K =C, (z,9) = 1 (llz + yl* = llz — yl* + i = + iy]|* — i [l= — iy]*).

Démonstration. 1. Soient x,y € F/, on a :
lz+yl* + e —yl* = (e +y, 2 +9) + (& —y,x —y)
2 2 2 2
= llzl” + (=, 9) + (. 2) + [lyl” + [[=]]" = (&, p) — (v, 2) + |yl

=2 ([l]” + llyl|*)

Les propriétés 2 et 3 sont des cas particuliers de la proposition précédente. n
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2.2 Orthogonalité

Définition 2.6. Soit (E, (,)) un espace préhilbertien et z,y € E.

1. On dit que z et y sont orthogonaux si (z,y) = 0.

2. Ont dit que deux parties F' et G de E sont orthogonales si (x,y) = 0 pour tous z € F'
et y € G.

3. L’orthogonal de F' est la partie
Fr={xcE: (x,9) =0, pourtouty € F}.

Proposition 2.3. Soit (F, (,)) un espace préhilbertien.
1. Si A et B deux parties non vides de F, alors A C B = B+ C A*.
2. Si F une partie non vide de E, alors 'orthogonal F'* de F est un sous-espace vectoriel

fermé de FE.

Démonstration. 1. Soit y € B*. Alors, pour tout z € A, on a x € B et donc {x,y) = 0,
donc y € At, ce qui prouve que B+ C At.
2. Par sesquilinéarité du produit scalaire, il est immédiat que F* est un sous-espace
vectoriel de E. Montrons que F* est fermé.
Soit x € E et soit (z,), € F* une suite telle que lim, x, = = . Pour tout y € F, on a
alors(z,,y) = 0 . Par continuité du produit scalaire (Corollaire 2.2), on a donc (z,y) = 0.

Donc z € F+. m

Théoréme 2.3. (Pythagore) Soit (F,(.,.)) un espace préhilbertien et x,y € E. Si x ety

sont orthogonaux, alors

lz +ylI” = llll” + Iyl
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2.3 Le théoreme de la projection

Dans cette section, on suppose que (F, (,)) est un espace de Hilbert.
Rappelons d’abord qu'une partie C' d’un espace vectoriel est dite convexe si pour tous z

et y de C, le segment [z, y] est contenu dans C' c’est-a-dire :
Vo,y e O, Vtel0,1] te+(1—-t)yeC.

Théoréme 2.4. (Théoréme de la projection) Soit H un espace de Hilbert et soit C
une partie convexe et fermée, non vide, de H. Alors, pour tout x € H, il existe un unique
a de C' tel que :

|z —a|| =min{||z —b|| : be C}.

On dit que a = Pg (x) est le projeté de x sur C. Il est caractérisé par la propriété
Re({(x —a,b—a)) <0, pourtoutbe C. (x)

Démonstration. Soit d = min{||z —y|| : y € C} € R, car C' # () et la norme est minorée,
alors :

1) Existence : Par la caractérisation de la borne inférieure, il existe une suite (an),>,
d’éléments dans C' telle que lim,,_, ;1 || — a,|| = d. L’identité du parallélogramme donne

1 2

1
2 2 2
3 lan = ayl” = llz = @ + 1z = ay|/* 2|}z = 5 (@ + a)

Y

comme C' est convexe, 3 (a, + a,) € C et par suite

2

1 > 2.

x—§(ap+aq)

On en déduit que

1

2 2 2
§||ap_aq|| < ||$_ap|| +||x_aq|| —2d°.
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Le second membre de cette inégalité tend vers 0, lorsque p et ¢ tendent vers l'infini, et
il en sera alors de méme par |ja, — a,||>. La suite (a,), -, est donc une suite de Cauchy;
comme H est supposé complet, elle converge vers un élément a de H. Mais comme C' est

fermé, on aura a € C et

o —all = tim_[le o, =d
2) Unicité : Supposons qu'un autre élément a’ € C' réalise aussi 'égalité ||z — d'|| = d.

L’élément o’ = L (a + o’) appartient & C et par suite ||z — a”|| > d:; mais on a aussi
5 PP ;

1 1
o —a"I” =5 (Il = all” + o = @'II*) = { lla— |

1

—_ g2 _ =
=d 1

la = a'||*.
Donc 0 = —1 ||a — d|?, dota=d.

3) Montrons maintenant que ’élément a de C' est caractérisé par la propriété
Re ((x —a,b—a)) <0, pourtoutbe C.
i) Soit be C,ona (1 —t)a+the C, pour tout 0 < ¢ < 1, par convexité de C'; donc :
lv = (1 =t)a =] > [|lz — al*,
d’apres la proposition 2.2, on a
le = (1 =t)a—t]* = |z —a+t(a—b)|* = ||z — a|*+* a — b|*+2Re ((x — a,a — 1)),

alors

t*||a — b|)* + 2tRe ((x — a,a — b)) > 0.
Pour t # 0, divisons par t, puis faisons ensuite tendre ¢ vers 0; il vient
Re ({(x —a,a — b)) > 0, soit

Re ((x —a,b—a)) <0.
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ii) Réciproquement, si a vérifie (x) , on a, pour tout b € C
lz = bl|* = [|(z — a) + (a = b)||*
= ||z —a|* + ||a = b||* + 2Re ((x — a,a — b))
= ||z — a|* + ||la — b||* — 2Re ((x — a,b — a))
> ||z —all*,

donc a = P¢ (x), par définition du projeté de x sur C. ]

Proposition 2.4. Soit H un espace de Hilbert et soit C' une partie convexe et fermée,
non vide, de H. L’application Py : H — C' est continue; plus précisément, on a, pour
tous x1,x9 € H :

[ Po (x1) = Fo (@2)[| < [la1 — 2 -
Démonstration. Posons a1 = P (x1) et ag = Po (x2) ; la condition (*) donne

Re(xy —ay,b—a1) <0 VbeC,
Re (g — ag, b —ag) <0 VU € C.

En prenant b = as et b’ = aq, et en additionnant, il vient :
Re (([x1 — a1] — [z9 — as] a2 — ay)) < 0.

On obtient donc
lar — as|* = Re|jay — as”
= Re ([ag — za| + [x2 — x1] + [11 — 1], a0 — 1)
= Re([r1 — a1] — [x2 — ag] , a0 — a1) + Re (xs — 1, a9 — aq)
< Re(xo — x1,a9 — ay)
< (72 — 21,02 — 1)

< w2 — 21| [lag — axl],
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par I'inégalité de Cauchy-Schwartz. Il en résulte, en divisant par ||a; — ag|| ( que 'on peut
supposer non nul, car sinon le résultat est évident), que 'on a bien

lar = az|| < lzg — 2] O

Proposition 2.5. Si F' est un sous-espace vectoriel fermé de ’espace de Hilbert H, alors
I'application Pp : H — F' est une application linéaire continue de norme 1, et Pr () est

I'unique point a € F tel que :
acF e z—acF™*
Démonstration. Sia € Fetx —a € F*, ona:
d* = min ||z — b||* = min [z = alP* + la = b)*| = & — o

donc ||z —al| = d et a = Pr ().

La réciproque résulte de la condition (x)
Re(xr —a,b—a) <0, VbeF;
en effet, comme F' est un sous-espace vectoriel, on a :
b=a+weF, YweF e VIek
En prenant A = (z — a,w), on a donc A\ = |A|> < 0. Ceci montre que
(x —a,w) =0 pourtout w € F.

On adonc z —a=x— Pp(z) € F*.
La linéarité de Pp est facile a voir, grace a l'unicité; en effet, si a; = Pp (21), as =
Pr (13), alors (z1 — ay), (29 — as) € F+; donc pour ay, ap € K,

(121 + Qoxo) — (1ay + anas) € F1 5 done Pr (aja; + anas) = aqxy + aats.
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En vertu de la proposition 2.4, I'application Pr est continue, et si pour xo = 0 dans
cette proposition, on a || Pg (z)|| < ||z|| pour tout x € F. Comme P (z) = x pour tout

x € F, on obtient, si F' # {0}, que || Pr|| = 1. O

Proposition 2.6. Si H est un espace de Hilbert, alors, pour tout sous-espace vectoriel

fermé F' de H, on a :

H=F®F+

et la projection sur F' parallelement & F'* associée est Pp. On dit que Pr est la projection

orthogonale sur F.

Démonstration. On a x = P (z)+ (x — Pr (x)), avec x — Pp () € F*, par la proposition

2.5. D’autre part, si z € F'N F*, on a, en particulier, (z,z) = 0; donc z = 0. ]

Définition 2.7. Soit E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E. On dit

que A est totale si Vect (A) = FE ou Vect (A) est le sous-espace engendré par A.

Définition 2.8. Un espace de Hilbert est dit séparable, ou de dimension dénombrable,

s’il contient une famille dénombrable totale.

Corollaire 2.3. Soit H un espace de Hilbert.
L
(i) Soit A une partie de H. Alors (Al> est le plus petit sous-espace vectoriel fermé de
H contenant A.
1 -

(ii) Soit F' un sous-espace vectoriel de H. Alors (F L) = [’ . En particulier, si F est un

i
sous-espace vectoriel fermé de H, alors (F L) =F.

(iii) Une partie A de H est totale si et seulement si A+ = {0}.

Démonstration. (i) Rappelons que 'intersection de tous les sous-espaces vectoriels de H

contenant A est Vect(A) le plus petit sous-espace vectoriel contenant A. Posons
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G = Vect(A), c’est a dire que G est le plus petit sous-espace vectoriel fermé de H
L
contenant A. Comme A est orthogonal & At, il est clair que (AL) contient A. D’autre
L
part, (AL) est un sous-espace vectoriel fermé de H (Proposition 2.3). On a donc
L L
G C (AL) . D’autre part, on a H = G® G* ainsi que H = (AL) @® At (Proposition
L
2.6). Comme A C G, on a G+ C At. Par ce qui précede, on a aussi G C (AL) . D’ou
i
G=(A4)".
(ii) En prenant A = F', on voit que Iassertion est une conséquence de (i).
L
(iii) Supposons que A est totale. Alors, par (i), Vect (A) = H = (AL> . Comme
1\t 1\t
H+ = {0}, il s’ensuit que ((AL> ) = {0}. Comme At C <(AL) ) , on a donc
At ={0}.
Ve . J_ . J_
Réciproquement, supposons que A+ = {0}. Alors, (AL) = H. Par (i), (AL) est le plus

petit sous-espace vectoriel fermé de H contenant A, donc

H = (%H)L = Vect (A).

2.4 Dual et théoreme de Riesz

Soit (E, (,)) un espace préhilbertien. Pour tout x € E, on définit une forme linéaire

v, B — K par
0. (y) = (y,x) pourtouty € E.
Proposition 2.7. (i) Pour tout x € F la forme linéaire ¢, est continue de norme ||z||.

(ii) L’application ¢ : E — E' = £ (E,K), 2 — ¢, est une isométrie semi-linéaire

(linéaire si K = R).
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Démonstration. (i) Pour tout y € E, on a

ox (W) = [{y, )] < =[] ]l

par 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Ceci montre que ¢, € E’. D’autre part, on a

s (2)] = (z,2) = ||

Il s’ensuit que ||@.| = ||=|-

(ii) Soient z1,z9 € E et A € K. Pour tout y € E, on a :

Pr1+ixe (y) - <y7$1 + )‘$27>

=y 21) + A{y, 22)
= @ay (Y) + A, ()
= @ay (U) + A, (1)
Par conséquent, on a ¢, 42z, = P, + Xgom, donc ¢, est semi-linéaire.
Par (i), on a pour tout x1,x2 € E, ||@s; || = |71 — x2||. Comme ¢, est semi-linéaire, on

obtient ||¢,, — ¥l = ||r1 — 22|, d’olt @, est une isométrie. O

Avant d’introduire le résultat suivant, on doit rappeler que :
- un hyperplan d’un espace vectoriel F de dimension finie n est tout sous-espace de
dimension n — 1.
- en dimension infinie, un hyperplan est un sous-espace tel que E/F est de dimension 1.

La dimension de l'espace quotient E/F s’appelle la codimension de F dans E.

Théoréme 2.5. (théoréme de représentation de Riesz) Soit H un espace de Hilbert. L’iso-

métrie semi-linéaire ¢ : H — H', x — , est une bijection.

Démonstration. De la proposition 2.7, on a ¢ est une isométrie, donc elle est injective. Il

reste & montrer que ¢ est surjective; c’est a dire pour tout f € H', il existe x € H telle
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que p, = f.
Soit f € H' et F = ker (f) . Par continuité de f, F' est fermé dans H.
Si f =0, alors f = ¢ (0). Donc, on peut supposer que f # 0, on a
H=FaF!,
mais f est une forme linéaire non nulle, ker (f) est de codimension 1; donc (ker (f))" est

de dimension 1.

Soit u € (ker (f))*, de norme 1, et posons z = f (u)u. Alors, comme z € (ker ()", ¢,

est nulle sur ker (f); et d’autre part

o (1) = (u,2) = [ () (u,u) = f (u) |Jul* = [ (u).

ainsi, I’on a bien f = ,. O

2.5 Bases hilbertiennes

Définition 2.9. Soit E un espace préhilbertien.

(i) Un systeme {x;},., d’éléments de E est un systéme orthogonal si (z;, z;) = 0 pour
tous i,7 € I avec i # j.

(ii) Un systeme orthogonal {x;},., d’éléments de £ est un systeme orthonormal si ||z;]| = 1

pour tout ¢ € 1.

Définition 2.10. (Base hilbertienne) Soit E un espace préhilbertien. Une base hilber-

tienne de E est un systeme orthonormé {z;},., qui est total.
La construction explicite de bases hilbertiennes se fait au moyen du procédé suivant.

Théoréme 2.6. (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt) Soit N = {0,1,...,d}

pour d € N ou N = N. Soit {z,},.n une suite de vecteurs linéairement indépendants
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dans un espace préhilbertien E. Alors, il existe une famille orthonormée {yn}, .y telle

que, pour tout n € N, on ait

Vect ({zg,...,xn}) = Vect ({y, ..., yn}) .

Démonstration. On pose E_1 =0 et E, = Vect{xo, x1,..,Tn}.

Soit P, la projection orthogonale de E, sur E, ;. On pose z!, = x, — P, (z,). On a

alors o/, € E, N EX . On définit y, = ”ﬁl” et on montre que {y,},cy est une famille

orthonormée telle que, pour tout n € N,

Vect ({y, ... yn}) = En.

Tout d’abord, on a y, € E, N E+ . Ensuite, |ly,|| = 1 par construction.
Soit n < m; alors y, € E, et y,, € E-_,. Donc y,, € E+ car E, C E,,_;. Ceci montre
que ¥y, et y,, sont orthogonaux.

Il reste a prouver qu'avec F, = Vect ({y,...,yn}), on a F, = E,. Pour cela, nous

procédons par récurrence sur n. Le cas n = 0 est clair, car x, = zy et yo = 6”
Supposons que F,, = E, jusqu'a l'ordre n > 0. Comme %41 — 2}, = Pry1 (Tp41), il
s’ensuit que

Tpy1 € Vect ({x;ﬁl} U En) =Vect {yns1} UF,) = Friq.
et que

Ynt1 € Vect ({xpi1} UE,) = Epyg.

Ceci montre que F, 1 = Fy, 1. O

Théoréme 2.7. (Ezistence de bases hilbertiennes : cas séparable) Soit E un espace pré-

hilbertien séparable. Alors E admet une base hilbertienne dénombrable.

Démonstration. Soit D une partie dénombrable et dense de E. Nous pouvons extraire de

D une suite {x,},.y de vecteurs linéairement indépendants dans E telle que
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Vect ({xn}neN) = Vect (D), on N = {0,1,...,d} pour d € N ou bien N = N. Par le

théoreme 2.6, il existe une famille orthonormée {y,} telle que, pour tout n € N, on

neN
ait

Vect ({yn}neN) =Vect (D).

Il nous reste a montrer que Y = {y,, },.y est totale. Ceci est clair car D est totale. [

Remarque 2.2. Le théoreme précédent donne un algorithme explicite pour construire,
a partir d’une suite {w,}, 5 de vecteurs linéairement indépendants dans £, une base

hilbertienne {y, }

neN
x/
Ty =1To, Yo = 1
’ ’ |0l
zy = x1 = (T1,50) Yo, Y1 = “
1 1 1, 90 05 1 ||l'/1||
Ty
35/2 =Ty — (T2, %0) Yo — (T2, Y1) Y1, Y2 = m
2
n xl 1
$;L+1 = Tp4+1 — Z <1‘n+1,yz‘> Yi,  Yny1 = ||$7+1||
i=0 n+

Dans ce qui suit N ={0,1,...,d} pour d € Nou N =N.

Le résultat suivant montre I'existence de bases hilbertiennes dans le cas non-séparable.

Théoréme 2.8. (Ezistence de bases hilbertiennes : cas général) Soit H un espace de
Hilbert. Soit X = {x;},. un systéme orthonormé. Alors il eviste une base hilbertienne

de H contenant X. En particulier, H admet une base hilbertienne.
Le lemme suivant est utile pour la démonstration du théoreme 2.8.

Lemme 2.9. (Zorn, 1935). Tout ensemble ordonné inductif, non vide, posséde un élément

maximal

Démonstration. Du théoreme 2.8. On considere P ’ensemble des systemes orthonormés

de H contenant X, que ’on munit de I'ordre par I'inclusion. L’ensemble P est non vide
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car X € P. De plus, si {Xj},.4 est une partie totalement ordonnée de P, alors on peut

construire une famille orthonormée contenant X qui est

Y = | X
keA

D’apres le lemme de Zorn, P possede un élément maximal Y. Montrons que Y est totale,
ie. Vect (Y) = H, ce qui équivaut a (Vect (Y))" = {0} (Corollaire 2.3). Si ce n’était pas
le cas, il existerait = € (Vect (Y))" avec ||z| = 1, et dans ce cas Y U {x} serait dans P et

ceci contredirait la maximalité de Y. OJ

2.5.1 Inégalité de Bessel, égalité de Parseval

Théoréme 2.10. (Inégalité de Bessel) Soient E un espace préhilbertien et {ey}, cn un
systéme orthonormée de E. Alors, pour tout z € E La série de terme général |(z,e,)|”

est convergente et on a

> e e <l

nel

Démonstration. Soit J une partie finie de N. Pour tout n € J, on pose

Un = > (@, ex) ex.

keJ

Alors pour tout [ € J, on a

(X — Yn, 1) = <x — > (x, ex) ex, el>

keJ

= (z,e) — Z (z, er) (e, er)

keJ
= (z,¢;) — (z,¢;) = 0.

D’apres le théoreme de Pythagore, on a

e = yull® + llyall* = llz].
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Donc ||y, || < ||lz]|* et comme

2
lynll* = {|>° (z,en) ex]| =D [woen)”,

keJ keJ

il résulte que
2 2

> Kz, en)” < =l

keJ
D’ou la convergence de la série et I'inégalité. O]

Lemme 2.11. Soit H un espace de Hilbert. Soit (x,,),,. 5 une suite orthogonale de H. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La série numérique ey |2l est convergente dans R.

(17) La série Y ,cn Tn converge dans H.

Dans ce cas, on a

2
= > llzall”

neN

S

neN

Démonstration. Pour tous m <n € N, on a

2

S a5 ) S

n

D, o

k=m+1 k=m+1 l=m+1 k=m+1 l=m+1
n n n )
= D Awman = Y (zmar)= Y |l

1,j=m+1 k=m+1 k=m+1

Donc (Yo xx),, est une suite de Cauchy dans H si et seulement si (ZZZO ||xk||2)n est
une suite de Cauchy dans R.

Comme H et R sont complets, on obtient I’équivalence entre (i) et (i7).

Sous I'hypothese (i) ou (ii) et par passage a la limite quand n — 400 dans 1’égalité, on

obtient

2
=3 llzall”.

nenN

D

neN
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Théoréme 2.12. ( Egalité de Parserval) Soient E un espace préhilbertien et (ey), o une
famille orthonormale dans E. Soit x € K

(i) La série de terme général |(x,e,)|? est convergente et on a

> e e = Nl

neN

(17) La série de terme général (x,e,) e, est convergente dans E et on a

> Az, en) en = .

neN
Démonstration. Soit H le complété de E (Voir théoreme 2.2). On suppose que E C H.
Par le théoreme 2.10, la série de terme général |(z,e,)|* est convergente. Par le Lemme

2.11, la série de terme général (z,e,) e, est donc convergente dans H et on a

=3 o el

nenN

Z (x,e,) e,

neN

Posons y = >,y (T, en) €, € H.
Il reste a montrer que x = y.

Pour tout £k € N, on a

(y,ex) = <Z (z,en) €n,€k>

neN

= > (z,en) (en, €x)

nenN
= (x,ex) .
Il s’ensuit que (y — z,ex) = 0 pour tout k£ € I. Comme (e,), ., une base hilbertienne de

H, on a donc y = . O]

Corollaire 2.4. Soientt H un espace de Hilbert séparable, F' un sous-espace vectoriel

fermé de H et (ey), . une base hilbertienne de F'. Soit Pr le projecteur orthogonal de H
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sur F. Alors pour tout x € H, la série de terme général (z, e,,) e, est convergente dans K

et on a

Pr(z) =Y (z,e,) €.

neN

Démonstration. Comme x — P (x) € F*, alors on a
(x,e,) = (Pp(x),e,) pourtoutn € N.
On applique alors le théoreme 2.12 a I’élément Pp (z). O

Définition 2.11. (Isomorphisme d’espaces de Hilbert) Deux espaces de Hilbert H; et Ho

sont dits isomorphes §’il existe une bijection linéaire f : Hy — H> telle que

(f(x), f(y) = (x,y) pourtousx,y € H,.

Corollaire 2.5. (Classification des espaces de Hilbert séparables) Soit H un espace de
Hilbert séparable.

(i) Si H est de dimension finie n, alors H est isomorphe & [ (n), ot I2 (n) est I'espace K"
muni de la norme euclidienne.

(i1)) Si H est de dimension infinie, H est isomorphe a F' = [* (N, K).

Démonstration. Comme H est séparable, H possede une base hilbertienne dénombrable
(théoreme 2.7). Soit (ex),cy une base hilbertienne de H avec N un ensemble d’indices
finie si H de dimension finie et N = N sinon.

On pose F =1*>(n)si N ={1,2,...,n} et F =[*>(N,K) si N = N. Pour tout z € H, la
suite ((z,ex)),cn est dans F, par le Théoreme 2.12.

Soit f : H — F l'application linéaire définie par

f(x)=((z,er))peny pourtout =€ H.
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Alors f est une isométrie par le Théoreme 2.12. Il reste & montrer que f est surjective.
Soit (wg),en- Le Lemme 2.11 montre que la série Yy are, converge dans H. Soit x sa

limite. On vérifie immédiatement que f (x) = (ax)zen- O

2.6 Exemples de bases hilbertiennes

2.6.1 Séries de Fourier

Rappelons quelques définitions indispensables.

Définition 2.12. On appelle période d'une fonction f : R — C tout nombre réel T' tel
que

VteER, f(t+T)=f(t).

On dit que f est périodique si elle admet une période non nulle, et plus précisément qu’elle

est T-périodique si T est une période strictement positive. Le nombre w = %’T est appelé

pulsation associée a T

Définition 2.13. Une fonction f : [a,b] — C est dite continue (resp. de classe C? ou
p € N*) par morceaux sur [a, b] s'il existe une subdivision a = ag < a; < ... < a,, = b et
des fonctions f; continues (resp. de classe C?) sur [a;, a;41] telles que f soit égale & f; sur

I'intervalle ouvert |a;, a;41].

Remarque 2.3. Une fonction continue par morceaux n’est pas nécessairement continue
aux points de subdivision, mais elle admet en ces points x une limite & gauche (resp. a

droite) notée f (x7) (resp. f (z1)).

Sur D l'espace des fonctions continues par morceaux de période T a valeurs réelles
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(resp. complexes), on dispose d’'un produit scalaire donné par la formule :

(Fo) = [ F) g (2.6.1)

auquel on associe une norme || f|l,

1= p =7 [ 1Ol

D est un espace préhilbertien.

mwt pour n € 7 est une base hilbertienne

Proposition 2.8. 1) Les fonctions e, (t) := e
de D.

2) Les fonctions 7, (t) := cos (nwt) pour n € Z et g, (t) := sin (nwt) est une base ortho-

gonale de D.

Démonstration. 1) Pour tout p,q € Z, {ey,e,) = & [ ePle™®idt = L [T eilb=awtas et

on a

(ep,eq) =1 sip=q,

<6pyeq> =0 sip#q

De plus I'espace des combinaisons linéaires finies des fonctions e, est dense dans E (Voir
[3], page 307).

2) (70,70) = 1 et pour tout p,q > 1, on a

Vp» Va) :% sip=q,
(Vo 7q) =0 sip#q

Le calcul est analogue pour (o, 0,) O

Corollaire 2.6. 1) Si f est un polynéme trigonométrique en exponentielles :

(@) =020 et on ala formule @ ¢, = (f,e,) = & [ f () e"™dt.
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2) Si f est un polynome trigonométrique en cosinus et sinus :

N N
= Z @, cos nwt + Z b, sin nwt,
n=0 n=1

on a les formules ag = & fo f (t)d (t) et, pour n > 1 :

2 (T 2 (T
a, = —/ f(t)cosnwtdt et b, = —/ f (t) sin nwtdt.
T Jo T Jo

Définition 2.14. Soit f : R — C une fonction périodique de période T', continue
par morceaux. On définit les coefficients de Fourier de f par les formules suivantes :

¢ == fo f(t)e"™dt pour n € Z, ag = % [ f(t)d(t) et pour n > 1 :
9 T 9 T
ay, = —/ f(t)cosnwtdt et b, = —/ f (t) sin nwtdt.
T Jo T Jo

Remarque 2.4. On a ag = ¢y, et pour n > 1, ¢, = %(an —ib,), ¢, = %(an + iby,),

by =1i(ch, —c_p).

Définition 2.15. Soit f : R — C une fonction périodique de période T', continue par

morceaux. On appelle série de Fourier associée a f, la série trigonométrique

% + Y [an cos (nwt) + by, sin (nwt)] .

n=1
Remarque 2.5. La somme partielle de cette série est un polynéme trigonométrique et

vaut :

00 N
Z ay, cos (nwt) + by sin (nwt)] ou Sy () = > cqen (t).

n=—N

_J
Sn _2

Théoreme 2.13. ( Formule de Fourier-Plancherel) Soit f : R — C une fonction conti-

nue par morceauz, de période T, et ¢, ses coefficients de Fourier. On a la formule :

Slea (O =11£17.

neZ

Démonstration. De 1’égalité de Parseval, on déduit la formule de Fourier-Plancherel. [J
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2.6.2 Polyndémes orthogonaux

Considérons L? (Ja, b[) I'espace des fonctions définies sur ]a, b mesurables et de carré

intégrables sur |a, b], c’est a dire

f mesurable et
f e L*(Ja,b]) < )
Jo 1f (@) dr < 00

Le corollaire suivant est essentiel :

Corollaire 2.7. [2] L’ensemble R [X] (des fonctions polyndmes), est dense dans L? (]a, b]).
Comme cet ensemble admet une base dénombrable, il exite une base hilbertienne de

L? (Ja, b]) formée de polynomes.

On peut construire d’autres exemples de bases hilbertienne a partir des polynomes. En
genéral, pour rendre une base orthonormée on peut utiliser un procédé d’orthonormalisa-
tion de Gram-Schmidt (Remarque 2.2).

Soit {v,,} un systéme des vecteurs (des fonctions, des polynémes) linéairement indépen-
dants; on défini un autre systéme des vecteurs {v, }, qui est orthonormé et qui engendre
le méme espace vectoriel E que le systéeme {v,}.

1. Polynémes de Legendre :

Sur l'espace L?(]—1,1[) muni du produit scalaire

(F.o)= [ 1 @)g @

-1
on prend pour {v,} le systéme des mondmes :

{vp, =2", n=0,1,2...}

qui est libre et total dans L? (]—1,1[). Par orthonormalisation, on obtient la base hilber-

tienne { 2”—2+an} ., dans L?(]—-1,1]), ou P, est le polynome de Legendre défini par la
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formule de Rodriguez :

P, (x) = 5 (n')% ((x — 1) ) ; pour tout n > 0,
vérifiant
2 0 sin #m,
(Po Py = [ Pa(@) P () =
-1
2n2+1 stn=m.

2. Polynomes de Laguerre :

On considere lespace L? (|0, +oo[) muni du produit scalaire

()= [ (@) 7 (@)de.

On prend pour {v,} le systeme

_z

car la famille {v,,} est totale. On change la définition du produit scalaire :
+00 .
(o= [ f@g@ede
et on considere un systéeme de monomes
{vp, =2", n=0,1,2...}.
Par le procédé d’orthonormalisation, on trouve les polynémes de Laguerre {L,, ()} ou

L,(z)=(-1)"¢" i (e_mx”) .

dan
3. Polynémes d’Hermite :

On consideére Pespace L? (R) muni du produit scalaire

o= F@ @

—00
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On prend pour {v,} le systeme

On change la définition du produit scalaire :

)= [ @ae

— o
Alors, avec la procédure d’orthonormalisation pour des monomes :

{v, =2", n=0,1,2...},

on obtient les polynémes d’'Hemite {H,, ()} avec

H, = (—=1\"e7 =
(z) = (=1)"e dz™ (e )

Les polynomes de Hermite forment une famille orthogonale de L?(R). Et la famille

22
{1Hn (x) 6'2} est une base hilbertienne de L? (R).

7123 (n))3

2.7 Exercices

Exercice 2.1. I. Montrer qu'un espace normé (FE, ||.||) est préhilbertien si, et seulement
si, sa norme satisfait 'identité du parallélogramme.

II. Montrer que

1) l'espace R™ muni de la norme de la convergence uniforme n’est pas un espace préhil-
bertien.

2) L ([—1,1]) n’est pas un espace préhilbertien.

Exercice 2.2. Soient (E, (.,.)) un R-espace préhilbertien et z,y € F.

1. Montrer que ||z|| = ||y|| si et seulement si on a (z +y,z —y) = 0.
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2. Montrer que si ||z]] = ||y||, alors pour tout a,b € R, on a |jazx + by|| = ||bx + ay||.
3. Soit z € E. Montrer que si ||z| = |ly|| et 2 +y+ 2 =0, alors on a ||z — z|| = ||y — z]|.

4. Montrer que si ||z + y|| = ||z — y||, alors il existe ¢ € R\ {—1,0,1} tel que ||z + cy|| =
[z = cyll

Exercice 2.3. Montrer que si (7;),.,., est une famille de vecteurs deux a deux orthogo-

naux, alors ces vecteurs sont linéairement indépendants.

Exercice 2.4. Soit H un espace de Hilbert. Soit v : H — H. On dit que u est une

isométrie si u est linéaire et conserve la norme, i.e.
VeeH, lu(z)]=|z|
. Montrer que u est une isométrie si et seulement si u conserve le produit scalaire, i.e.

Ve,y e H, (u(z),u(y)) = (z,y)

Indications :
1. Pour le sens =, utiliser I'identité de polarisation.

2. Pour le sens <, développer ||u (z 4+ \y) —u (z) — Mu (y)|” pour z,y € H et X € R.

Exercice 2.5. Soient H = L? ([—1,1]) et ¢ une application définie sur H par :

o= [ F@dz— [ f@yan

1. Montrer que ¢ est linéaire continue et calculer sa norme.

2. Déterminer une fonction g de H telle que :

Vet ()= fg)= [ f@)e)ds
I

3. Montrer que ker p = [g

4. Déterminer la projection de l'identité idy sur ker .
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Exercice 2.6. Soit 'espace H = [? (N, C) muni du produit scalaire

((n), (vn)) = X325 tnTn.

400 up

no1 n est une forme

1. Montrer que l'application ¢ : H — C définie par ¢ ((u,)) = 2

+o00 1 _ w2 )
n=1 (n4+1)2 ~ 6

linéaire continue et déterminer sa norme. (on rappelle que >

2. En déduire que E = {(un)neN A e = 0} est un fermé de H.

Exercice 2.7. 1. Montrer que (P,Q) = [} P(x)Q () dx est un produit scalaire sur
Ry [X] pour tout N € N.

2. Montrer que ce produit scalaire fait de Ry [X] un espace de Hilbert.

3. Soit P, (z) =X, f—, Montrer que (P,) converge uniformément vers exp (z).

4. En déduire que (P,) converge vers exp (x) pour la norme associée a (.,.) .
Exercice 2.8. Calculer inf, ycp [y (2% — ax — b)2 dz.

Exercice 2.9. 1) Montrer que (P,Q) = Y1, P (i) Q (i) définit un produit scalaire sur
R,y [X].

2) Trouver une base orthonormale de Ry [X] pour ce produit scalaire.

Exercice 2.10. Dans l'espace H = C' ([—1,1],R) des fonctions définies et continues sur

[—1,1] a valeurs dans R muni du produit scalaire
gy =2 [ @)
=— | ——f(v)g(x)dx
7g T _1 m g Y
on considere la famille (7},), .y définie par :
T, (x) = cos (narccoszx), x € [—1,1].

Vérifier que cette famille, connue sous 'appellation de polynémes de Chebychev, est or-

thonormale.
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Exercice 2.11. 1. Développer en série de Fourier la fonction f, 2m-périodique telle que :

x
—, pour 0 < x < 27.

fa)="5

+oo sinn

2. Déterminer la somme >/ %] =

Exercice 2.12. On considére la fonction réelle 2m-périodique définie par
LT
f(z) = sin o, 0<uz<2m.

1. Calculer les coefficients de Fourier de f.
2. Quelle est la nature de la série de Fourier de f.

3. En déduire la somme de la série

—+
8
T
—_
~—
S
L

3
Il
_

2.8 Corrections

Correction 2.1. . Si (£, ||.||) est un espace préhilbertien, alors la norme de E' satisfait
I'identité du parallélogramme d’apres la proposition 2.2.

Réciproquement, posons

o(@,y) =y = (le+yl> = e —yl’), zyek (2.8.1)

> =

et montrons que si l'identité du parallélogramme est vérifiée, alors 'expression (2.8.1)
présente une application ¢ satisfaisant aux conditions d’un produit scalaire.

Si x =y, la condition (2.8.1) donne

(I22)) = l|=]* = (z, ).

Ty

@(x,x) =
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C’est, précisément la norme que définit un produit scalaire sur F.

De plus, on a
¢ (z,x) = ||z||" = (z,2) >0, Vze E\{0},
ce qui signifie que ¢ est définie positive.

Par ailleurs, on déduit de (2.8.1) que

Ve,ye B, o(z,y)=¢,2),

c’est-a-dire, ¢ est symétrique.
Il reste a montrer que ¢ est bilinéaire.

Pour tout x1, x9,y € E et avec 'utilisation de I'identité du parallélogramme, on obtient
o1 + 22+ 2|° + |21 — aal* = 2|21+ yl* + 2 [lea +y)
1 + 22 = 2y|1” + |21 — z2|* = 2 [l2y — ylI* + 2 ez — yI”,

D’autre part, par définition du produit scalaire

(1 + 22+ yl* = lla1 + 22 = yll?)

|

o (11 + T9,y) =

et

2 2 2
(1 + gl + llz + il = s = Il = lle2 = y]*)

A

@ (21,y) + @ (22, ) =

ce qui donne en utilisant I'identité du parallélogramme :

1
plany) +o(ezy) =g (1 + 22 + 29| — llz1 + 22 — 29]I%) (2.8.2)

D’une autre coté, en écrivant z1 + xo + 2y = (21 + 22 + y) + y et utilisant encore une fois

I'identité du parallélogramme, il résulte que :

21+ 22 + 291> = 2|2y 4+ 20 + yl)* + 2 |lyl* — |21 + 2%,

1 + 22 = 2y]* = 2 floy + 22 — yl* + 2 |lyl* — oy + 22,
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En substituant dans (2.8.2), on obtient

o (@) + o (@y) = - (lor+ 22+ yl° = o+ 22— y[?) .

1 =

Pour dire que ¢ est bilinéaire, il reste a montrer que :
VAER, Va,y € E, ¢ (Az,y) = Ap (z,y) .
Considérons 'application
f) =0z, y) = A (z,y), z,yeE, NeR.
De (2.8.1), il vient

(Ilgll* = 1yl1*) =0, et f(=1) =0.

o |

f(0) =
Cela nous permet d’obtenir :
Vn € Z, (nx,y) = {(sgn (n) (x +z + ... +2)),9)
= (sgn(n)) (z+z + ... + 2,7)
= (sgn (n)) ((z, 9) + (2,9) + ... + (,9))
= [nl (sgn (n)) (,y) = n{z,y) .
(sgn (n) désigne le signe de n ) Dot :

f(n)=0, VneZ

Si p et ¢ sont deux entiers tels que ¢ # 0, alors
1 1
Vn € Z7 <px7y> = p<xay> = pq<x7y> = g <$7y> )
q q qa \q q

f(A) =0, VXeR,

ce qui donne :
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D’ou ¢ est un produit scalaire.
I1. 1) Les deux vecteurs z = (1,0, ...,0) et y = (0, 1,0, ...,0) ne vérifient pas I'identité du

parallélogramme, puisque
[zl =1 Ille =1 lle+ulle =1, [lo =yl =1,

2 2 2 2
Iz +yl2 + e = ylZ = 2 et 2 ([l]% + IlylZ) = 4

2. Si 'on choisit par exemple les fonctions

f(z)=1, z€[-1,1],

-1, 51 —1<2x<0
g(x)=
z, st0<x<1

dans L' ([-1,1]), on a

1 1
Il = [ 1f @lde= [ de=2,

1 0 1 1 3
ol = [ lg@ldr= [ do+ [adr=141=",
-t -1 0 2 2
13
2

17+l = [ 1@ +g@lde= [ Q+)de=1+5=5,

1 0 1
||f—g||=[1|f(x)—g(x)|dx:[12dx+/o (1—xz)de=2+1=3,

9 25 17

25
I+l +1f =l =5+ 5 =5 #2(1F1° +lal*) = 5

et l'identité du parallélogramme n’est pas vérifiée. Donc, L' ([—1,1]) n’est pas préhilber-

tien.

Correction 2.2. 1. On a <ZL' +y, T — y> = <$,ZC> - <:c,y>—|—(y,:c) - <yay> DOHC, ”SL’H = HyH
si et seulement si (z + y,z —y) = 0.

2. On a [laz +by||* = a® |[]|* + 0* [lyl|* + 2ab {z, y) et [[bx +ay|” = 0" |z|* + a* y|I” +
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2ab (x,y). Donc, si ||z| = ||y||, alors pour tout a,b € R, on a |laz + by|* = ||bx + ay||?,
d’ou |lax + by|| = ||bx + ayl|.

3.0nax+y+2=0,dou —z=x+y. Donc, on a
|z — 2| = 12z + yl| et [ly — z[| = [z + 2y]|.

Comme ||z|| = |[yll, d’apres 2, on a [|22 + y|| = ||z + 2y|[, donc [lz — z[| = [ly — =]|.
4. Pa hypothese, on a

lz+yll =z -yl

D’apres 2, pour tout a,b € R,on a |la(z+y) +b(x —y)|| = [|b(z+y) +a(zx —y)|, doun
lla+0)z+ (a=b)yll = [[(a+b)z—(a=b)yl.

Soient a,b € R tels que a #0, b # 0 a # b et a # —b, (par exemple, a = 1 et b = 2). Soit
¢ =45, alors c € R\ {~1,0,1} et on a ||z + ey = o — ey].

Correction 2.3. En effet, si >%_; ayx; = 0, alors pour tout j = 1,2,....pon a :

p
<xj,2aixi> =0 = Q; <$j7xj> = 0.

=1

Comme
2
(xj,25) = [la;]|” # 0,
il résulte que o; = 0.

Correction 2.4. Pour tous x,y € H, en utilisant 'identité de polarisation et le fait que

u est linéaire et conserve la norme, on a
fu ()0 w)) = § (I () + 0 ) — s () — u ()°)
= 1 (lu G+l ~ Ju - n)I?)

1
= 2 (Il + 91" = e = yl*) = (.5).
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Ainsi u conserve le produit scalaire.

Si u conserve le produit scalaire, u conserve également la norme car pour tout x € H,
lu (@)* = (u(2),u(2)) = (w,2) = |l
Pour montrer que u est linéaire, il suffit de montrer que pour tous z,y € H et tout a € R
u(Ar+y) = u(x) +uly),
c’est-a-dire, d’apres la propriété de définie positivité de la norme, que
lu Az +y) = A (2) —u(y)]* = 0.
Mais par bilinéarité du produit scalaire,
lu (A +y) = Mu (@) = u @) = (u (e +y) = du(z) —u(y),u(Ae +y) = Au(z) —u(y)
=(u(Az+y),u(Ar+y)) = Au(z+y),u(x) — (wAr+y),uy)
= AMu (@), u(Az+y)) + N (), u (@) + A(u(z),u(y)

—(u (), u(z+y) +Au(y),u@) +{uly),uly)

et puisque u conserve le produit scalaire, alors on a
lu( Az +y) = du(z) —u@)|° = e +y, e +y) = Az +y,2) — Oz +y,y)

—Mx, Ar )+ N2 (@, 2) M (2, y) — (g, e+ y) F A (2 + (v, y)

qui pour les mémes raisons de bilinéarité du produit scalaire, coincide avec
2
I(Az +y) = Az —ylI” = 0.
L’application u est donc linéaire.

Correction 2.5. 1. La linéarité de ¢ est évidente, elle découle de la linéarité de I'intégrale.

De plus

el =|[ r@dr+ [ 1@ ds

1

< [f@lde s [17@lde= [ 17 @) de
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on trouve

e[ [ G @rar=vain.

ce qui montre que ¢ est continue et que ||p|| < /2.

Considérons la fonction g définie par :

Ensuite, on a

avec

ce qui permet de conclure que : ||| = /2.

2. La fonction cherchée est :

1 si —1<z<0,
g(x) =
-1 si 0<x <1,
3. On a

fekerp < o(f) =0+ (fg)=0<= f g

Donc
ker p = [g]"

4. ker ¢ est un sous-espace fermé de I'espace hilbertien L? ([—1,1]). Le théoréme de pro-
jection s’applique. Déterminons la projection demandée. En notant P cette projection, il

vient :

(idyy — P) € (ker o)™
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Or:

(ker )" = [g]"" = [g],

donc, il existe un scalaire \ tel que :
idg — P = Ag,
c’est-a-dire P = idy — Ag. Comme P est orthogonale a g, on obtient :
0= (P,g) = (idy — Ag.g) = (idu, 9) — gl

D’ou

\_ lidm,g) _ 2y wg (@) de ; (/0 m_/{)lxdx) _ _;

2
g1l 2 -1

Par conséquent :

Correction 2.6. 1. Pour tout n € N, on pose v, = —

On commence par écrire

o ((un) = f iy = (1) (v2))

et remarquer que

5 +oo 1 7T2
loall® ="

5 = — < 400,
n=0 (n+1>2 6

95

donc (vn),cny € H. Alors, le théoreme de Riesz permet de conclure que ¢ est une forme

linéaire continue et

el

+o0 9
ol = llwnll = | 2_ lval” =
n=1

2. E = ¢ 1 ({0}) est un fermé, comme image réciproque

o

continue.

‘un fermé par une application
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Correction 2.7. 1. L’application (., .) est bilinéaire symétrique, car le produit de réels est

une opération bilinéaire symétrique, et par linéarité de 'intégrale. De plus pour P € R [X],
! 2
(P.P)= [ (P(@)dz>0
0

et cette expression est nulle si et seulement si P = 0. En effet (0,0) = 0 et si (P, P) =
Jo (P (x))*dz = 0 alors la fonction polynomiale 2 — (P (z))* est continue, positive,
d’intégrale nulle sur [0, 1], donc elle est identiquement nulle sur [0, 1]. Le polynéme P a
donc une infinité de racines, ce qui implique que P = 0. L’application (.,.) est donc un
produit scalaire sur R [X], et par restriction, sur Ry [X] pour tout N € N.

2. Ry [X] est un espace vectoriel de dimension finie, il est donc complet pour la norme
associée au produit scalaire considéré : c’est un espace de Hilbert.

3. D’apres la formule de Taylor avec reste intégral, on a pour tout x € [0, 1], et tout entier
n > 0,

n 7

exp (x) — Z T

1=0

T _ A\ T _ A\ n+1
/(x t) etdtge/ @ e ™ e
o nl o nl (n+1)! = (n+1)!

il
Ce dernier terme ne dépend pas de x et converge vers 0 lorsque n tend vers 400, donc P,

tend vers exp uniformément sur [0, 1].

4. Pour tout n,

1

1 1 1 1
lesp=Pull = ([ | = P @)Pda) " < ([ Nlexp=Pulde)” = lexp =Pl =, 0.

n—-+o0o

Donc P, converge vers exp pour la norme associée a (., .).

Correction 2.8. Posons £ = C ([0,1]) muni du produit scalaire (f,g) = [ f (t) g (t)dL.
On a

[ | = az =t de = |2~ o+ )|
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Quand (a,b) décrit R?, ax + b décrit F' = vect (1, ) et donc

(a,iz)]glefw /01 ’xQ —ax — b’z dx = }glfm H:l?2 - fHQ.

Mais on sait que

f o2 = 1 = |2 = 2 ()]

fer
ol p (z?) est la projection orthogonale de z? sur F'. Il s’agit donc de calculer cette projec-
tion. Ce projeté orthogonal est caractérisé par le fait que 22 — P (2%) € F* cest-a-dire
2

que 22 — P (2?) est orthogonal aux vecteurs 1 et z. En écrivant P (22?) = ax + b avec

(a,b) € R?, on cherche donc & résoudre le systéme

(22 — P (2?),1) = [} [2* — (ax + b)]dz =0
(x> — P (2?),2) = [y [#* — (az® + bx)] dz = 0.

Ce qui équivaut a

Correction 2.9. La vérification de la bilinéarié et de la symétrie de (.,.) est immédiate.

Pour la définie positivité, on remarque que pour tout P € Ry [X],

4
(P.P)=>_P(i)">0,
i=0
et cette expression est nulle si et seulement si P (i) = 0 pour tout entier i € [0,4]. Ainsi
(0,0) = 0 et si (P,P) =0, alors P est un polynéme de degré au plus 2 qui possede 5

racines, ce qui implique que P = 0.

2. On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base canonique de
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R, [X], que T'on notera (Py, Py, P») = (1, X, X?). On pose tout d’abord comme premier

vecteur de notre base orthonormée,

Qozmi@):ﬁ-

On définit ensuite
QL =P —(P1,Q0) Qo= Q) (X) =X -2
que 'on norme en posant comme second vecteur de la nouvelle base

e o X-2
T — 9@ |

Q1

On définit enfin

Qy =P — (P2,Q0) Qo — (P, Q1) Q1 => Q5 (X) = X* —4X +2

que ’on norme en posant comme troisieme vecteur de la nouvelle base

@ X_X2—4X+2
R T I

La famille (Qo, @1, Q2) constitue une base orthonormée de R, [X] pour le produit scalaire

choisi.
Correction 2.10. Pour tout couple naturels p et ¢ tels que p # ¢, on a

T, T,) ==
<p7 Q> T _1 /]_—,Iz

2 ™
S / cos (py) cos (qy) dy
7w Jo

2 /1 cos (parccos x) cos (q arccosx)d
x

=~ [[teos @+ a)w) + cos (- a) ) dy =0,

en posant y = arccos x.

Pour p = ¢ on obtient :

T, T) _2/1 cos? (parccos ) 2
PR ) V1=a2
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Correction 2.11. 1. On a :

]_ 27 _
/ Tl —o,
0

= or 2
1 2T — 1 ™
an=— | T 5 xcos(na:)dm = —%/0 x cos (nz)dr =0,
1 p2m;— 1 = 1
b, = —/ T xsin(nx)dx:——/ xsin (nx) dr = —.
T Jo 2 2m Jo n
D’ou
X sin (nx)
fl) =2
n=1 n
2. Cette somme vaut f (1) = =2
Correction 2.12. 1. On a :
1 2
ag = %/0 xsingdx =2,

1 2 €x
n I
Ay = /0 X sin 5 COSs (TL(E) ax

(b [ ()i
= — in( = — in|=— =
7T0$S znx:vﬂoxs 2n[EI 1
De méme, on a :
1 27
bn:—/ sin ~ sin (nx) dz
mJo 2
1 27 1 1 27 1 32
:—/ xcos(—n)xd:c—l—/ xcos(—n)xdx:—2.
m Jo 2 7 Jo 2 7T(4n2—1)

La série de Fourier de f est :

8n

1
243 o
2 4n2—lcosnx+7r(4n2—1)

neN*

2. Cette série converge vers f sur |0, 27

3. En m — x, on écrit :
)n,1

(—1

neN*

D’ou :

(- =2

2 m2—1 4

neN*

3 sinne.
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