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Avant-propos

Ce manuscrit est destiné aux étudiants du deuxiéme année licence mathématiques et
il conforme au syllabus du module d’algebre 3 que j’ai le privilege de diriger a I'université
de Relizane pendant quatre années universitaires. Ce polycopié est composé de quatre
chapitres, le premier contient six sections et le deuxiéme est composé de sept sections.
Chapitre 3 nommé application de la réduction contient trois sections. Le dernier est consa-
cré aux exercices avec leurs solutions. Une bonne partie de ces exercices ont été proposés
aux séances des travaux dirigés, ou donnés en examens.

Dans le premier chapitre, nous avons fait un rappel aux notions qui font des outils de
bases. Les concepts visés sont le corps commutatif, les polynémes dans ce corps, des géné-
ralités sur les espaces vectoriels et évidement I'application linéaire associé a une matrice
dans une base de 'espace d’étude.

Dans le chapitre 2, nous avons présentés les éléments propres d'un endomorphisme
ou d’une matrice. La réduction d’'un endomorphisme ou d’une matrice se fait a travers
la méthode de diagonalisation, la méthode de la trigonalisation ou la jordanisation. Ces
méthodes ont été étudiés dans ce chapitre avec la théorie nécessaire.

Une signification a ce travail a été présenté dans le troisieme chapitre, a d’autre terme
ce chapitre a été consacré aux applications de la réductions des endomorphismes, telles
que le calcul des puissances d’'une matrice, I’exponentielle d’'une matrice et la résolution
d’un systeme différentiel linaire du premier ordre.

Nous espérons enfin que ce manuscrit constituera un support utile pour nos étudiants

et les aidera & améliorer leurs résultats aux examens.

Nos remerciements vont a tous ceux et celles qui ont contribué a la formation des



étudiants qui suivent a la spécialité mathématiques de la faculté des sciences et technolo-

gies.
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Chapitre 1

Rappels

1.1 Corps commutatif

Définition 1.1. Soit F un ensemble non vide. On appelle loi de composition interne % sur
E, une application de E x F dans E, qui a tout couple (a,b) de E x E fait correspondre

un élément unique a * b de F.

Exemple 1.1. 1) L’addition (+) et la multiplication (.) sont des loi de composition in-
terne dans N, Z, Q et R.
2) La réunion, 'intersection dans ’ensemble des parties d’'un ensemble sont des loi de

composition interne.

Définition 1.2. Soient E et F' deux ensembles non vides. On appelle loi de composition
externe toute application de ' x E dans E, ou F' est distinct de E. Si on la note o, alors

o correspond a tout couple (A, a) de F' x E un élément unique Ao a de E.

Définition 1.3. Soit * une lois de composition interne sur un ensemble E. On dit que

5



6 CHAPITRE 1. RAPPELS

i) la loi * est commutative si pour tous les éléments z,y de E, on a z xy = y * x.
ii) la loi * est associative si pour tous les éléments z,y, z de F, on a (z * y)*z = x*(y * z).
iii) un élément e de F est un élément neutre pour la loi * si pour tout élément a de F,

onaa*xe=exa=a.

Proposition 1.1. Soit * une loi interne sur un ensemble F, si x possede un élément

neutre, il est unique.

Exemple 1.2. Dans R, 0 est un élément neutre pour ’addition et 1 est un élément neutre

pour la multiplication.

Définition 1.4. Soit * une loi interne sur un ensemble E, possédant un élément neutre
e et soit a un élément de E. On dit que a de admet un symétrique b pour la loi *, si 'on

aaxb=bxa=c.

Exemple 1.3. 1. Dans R, chaque élément a posseéde un symétrique pour 'addition qui
est son opposé —a.
2. Dans R*, chaque élément a posséde un symétrique pour la multiplication qui est son

inverse L.
a
Définition 1.5. Soit £ un ensemble muni de deux lois internes notées * et o. On dit que
o est distributive a gauche par rapport a * si pour tous les éléments z,y, 2z de E, on a
zo(yxz)=(rxoy)x(roz).

On dit que o est distributive a droite par rapport a * si pour tous les éléments x,y, z de
E, on a

(y*xz2)zo=(yox)*(z0x).

Exemple 1.4. Dans R, la multiplication est distributive par rapport a l'addition.
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Définition 1.6. (Groupe) Soit G un ensemble non vide muni d’une loi de composition
interne *. On dit que (G, *) est un groupe si la loi * satisfait aux trois conditions suivantes :
1) % est associative;

2) x admet un élément neutre 04 dans A;

3) tout élément de G admet un symétrique dans G.

Si de plus * est commutative, on dit que (G,*) est un groupe commutatif ou groupe

abélien.

Exemple 1.5. 1- (Z,+), (Q,+), (R,+) et (C,+) sont des groupes abéliens avec élément
neutre 0.

2- (R*,+) et (C*,+) sont des groupes abéliens avec élément neutre 1.

Définition 1.7. (Anneau)

Soit A un ensemble non vide muni de deux lois de composition interne x et o. On dit que
(A, *,0) est un anneau les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1- (A, %) est un groupe abélien;

2- o est associative.

3

o est distributive a gauche et a droite par rapport .
Si o est commutatif, 'anneau (A4, *,0) est dit commutatif.

On dit que 'anneau (A, *, o) est unitaire, si o admet un élément neutre 14 dans A.

Exemple 1.6. 1- (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.) et (C,+,.) sont des anneaux commutatifs
et unitaires.

2- L’ensemble des polynoémes muni de 'addition et la multiplication noté (K [X],+,.) est
anneau commutatif et unitaire ou K = Z, Q, R ou C. On désigne plus souvent au anneau

des polynomes par K [X].
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Définition 1.8. (Corps)

Soit K un ensemble non vide muni de deux lois de composition interne notées * et o. On
dit que (K, %, 0) est un corps si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

1- (K, *,0) est anneau unitaire avec 1x # Ok ;

2- tout élément de K\ {0k} est inversible pour la loi o.

Si de plus (K, %, 0) est commutatif, on dit que le corps (K, *, o) est commutatif.

Exemple 1.7. Pour K = Z,Q,R ou C, (K, +,.) est un corps commutatif.

1.2 Polynoémes

Soit K un corps commutatif. K [X] est "anneau des polynémes a coefficients dans K.

Définition 1.9. Soit P un élément de K [X], P s’écrit
P(x)=ao+ az+ ... + a,a”,

ou (ao, ay, ..., a,) une suite d’éléments de K. De plus, si a,, # 0, alors 'entier n est appelé

degré de P et on note deg (P).

Remarque 1.1. i) Si a, = 1, on dit que le polynéme P est unitaire.

ii) P est dit nul, si pour tout i € {0,1,2,...,n} , a; = 0.

Propriétés 1.1. Soient P et ) deux éléments de K [X].

i) Si P # 0, alors P est constant si et seulement si deg (P) = 0.
i) deg (P + Q) = max (deg (P) , deg (Q)).

iii) deg (PQ) = deg (P) + deg (Q).

iv) Si P et  sont non nuls. Alors, il existe un polynéme D et un polynoéme R tels que :

P=DQ +R,
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avec deg (R) < deg (D). Si R =0, on dit que @) e P.
Définition 1.10. Un polynoéme P de K[X] est irréductible (ou premier) sur K s’il est

non-constant, et si ses seuls diviseurs de P sont les constantes ou les AP ou A € K.

Définition 1.11. Soient P un polynéme de K[X] et a un élément de K. On dit que «
est une racine (ou zéro) de P si P (a) = 0.

Propriétés 1.2. Soit P un polynéme de K [X] :

i) a est racine de P si et seulement si (X — «) divise P.

i) Si oy, a, ..., ay sont des racines de P, alors [[*_; (X — ;) divise P.

iii) Si deg (P) = n, alors P admet au plus n racines distinctes.

Définition 1.1. Soient P € K[X],r € N*et o € K. av est dit racine d’ordre de multiplicité

r de P ¢l existe Q € K[X] tel que P (X) = (X — )" Q (X) avec Q («) # 0.

Remarque 1.1. Une racine est dite simple si elle est d’ordre de multiplicité 1, double
si elle d’ordre de multiplicité 2. D’une maniere générale, I'entier r est appelé ordre de

multiplicité de la racine.
Exemple 1.8. P(X) = X6 —8X5 +23X% —24X3 - 8X2+ 32X — 16 et a = 2.
P(X)= (X —2)(X° = 6X"+11X° - 2X? — 12X +8)
= (X —2)* (X' —4X® 4 3X? + 4X —4)
= (X =2’ (X*—2X? - X +2)
= (X -2)'(x*-1).
2 est donc racine d’ordre de multiplicité 4 du polynéme P.

Propriété 1.1. Soit P € K[X]. Si a1, g, ..., o sont des racines de P d’ordres respectifs

71,79, ..., Tk, alors P est divisible par [T*_, (X — a;)™.
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Définition 1.2. Un polynéme P de K[X] est dit scindé sur K s’il se factorise en un
produit de facteurs du premier degré de K[X], autrement dit s’il admet des racines
x1, T, ..., T, dans K d’ordres de multiplicités respectifs m, mo, ..., m, telles que m; +

mg + ... + m, = deg (P); on a alors
Px)=a(x—x)" (x — )™ ... (x —x)"™"
avec o dans K*

Théoréme 1.12. (d’Alembert-Gauss) Tout polynéme non constant de C[X]| admet

au moins une racine complexe.

Corollaire 1.13. Tout polynome de C[X] est scindé. Un polynome de C[X] de degré r

a donc exactement r racines complexes (comptées avec multiplicité).

1.3 Généralités sur les espaces vectoriels

Définition 1.3. Soit E un ensemble muni de deux lois : une loi interne notée (+) et une
loi externe notée (.). On dit que (£, +, .) est espace vectoriel sur K (ou K-espace vectoriel)
sl
1) (E,+) est un groupe commutatif.
2) La loi externe vérifie :
i) V(o,B8) e K2, Ve e B, (a+8).2=ax+ [
ii) Va €K, V(z,y) € E?, a.(x+y)=ax+ay.
iii) V(a,8) e K?, Vz € E, «.(B.x) = (a.f) .2

iv) Ve e E, lax=ux.

Remarque 1.2. Tout corps K se présente comme un K-espace vectoriel
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1.3.1 Vecteurs

Soit (E,+,.) un espace vectoriel.

e Les éléments de E sont appelé vecteurs. L’élément neutre est alors noté Og dite vecteur
nul de E.

e Les éléments de K sont appelés les scalaires.

e Une combinaison linéaire de la famille finie de vecteurs (x1, za, ..., =, ) de E est un vecteur
xr € E s'écrivant z = Y ; Nz ot les \; (1 = 1,...n) sont des scalaires.

e Une famille finie de vecteurs (xy, xs, ..., z,,) est libre si, pour tout choix de Ay, Ao, ..., A, €

K

Y

S Nz =0=Vie{l,2,..,n}, \;=0.

i=1

e Une famille quelconque de vecteurs est libre si toute sous-famille finie extraite est libre.
e Une famille qui n’est pas libre est une famille liée.
e Une famille (;),., est génératrice de E si tout vecteur de E est combinaison linéaire

des (x;)

iel”

Exemples 1.1. 1) Toute famille formée d’un unique vecteur non nul est libre.
2) Toute famille dont 'un des vecteur est nul est liée.
3) (1,4) est libre dans le R-espace vectoriel C, mais liée dans le C-espace vectoriel C ot i

est le nombre complexe tel que 12 = —1.

1.3.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 1.4. Soit E un K-espace vectoriel et [’ une partie de E. On dit que F est un
sous-espace vectoriel de E si :

o (p € F,
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e r+y € F pour tous x,y € F,

e \.x € F pour tout A € K et tout = € F'.

Remarques 1.1. e La premiere condition signifie que le vecteur nul de E doit aussi étre
dans F'.

e La deuxieme condition, c’est a dire que F est stable pour I'addition.

e La troisieme condition, c’est a dire que F' est stable pour la multiplication par un

scalaire.

Théoreme 1.14. Soient E un K-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E.

Alors F' est lui-méme un K -espace vectoriel pour les lois induites par E.

Proposition 1.2. Si F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E alors F'NG est encore

un sous-espace vectoriel de F.

Définition 1.5. Soit F un K-espace vectoriel et A une partie de E, I'intersection de tous
les sous-espace vectoriels contenant A est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A.

On Iappelle sous-espace vectoriel engendré par A et on le note Vect (A).

Définition 1.6. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel F.

On appelle somme de F' et G ’espace vectoriel noté F + G défini par

F+G={zx+y,ze€F, yecG}.

Définition 1.7. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel £. On
dit que F et G sont supplémentaires lorsque les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) F+G=E.

(i) FNG = 0p.

Si c’est le cas, on note £ = F @ G et on dit que la somme est directe.
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1.4 Applications linéaires

Définition 1.8. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans
F est une application linéaire si elle satisfait aux deux conditions suivantes :

1) f(2+y) = f (2) + f (y) pour tous z,y € F;

2) f(A.x) = A.f (x) pour tout A € K et pour tout x € E.

On note L (E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F, et L (E) si E = F.

Remarques 1.2. 1) Si F = F, alors f est un endomorphisme.

2) Si F =K, alors f est une forme linéaire sur E.

3) Si f est bijective alors f est un isomorphisme de plus f~' € L (E,F) (f~! réciproque
de f).

4) Si f est bijective et si £ = F, alors f est un automorphisme.

5)Toute combinaison linéaire d’applications linéaires est linéaire. La composée d’applica-
tions linéaires est linéaire.

2) Une application linéaire de E' dans F' est aussi appelée morphisme ou homomorphisme

d’espaces vectoriels.

Proposition 1.3. (Caractérisation d’une application linéaire) Soient E et F' deux K-
espaces vectoriels et f une application de E dans F. L’application f est linéaire si et

seulement si, pour tous vecteurs x et y de E et pour tous A et pu de K,

fa+py) =Af(x)+pf(y).

Définition 1.9. (Noyau, Image) Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F).
1) Le noyau de F noté ker (f) est la partie de E définie par ker (f) = {z € E; f(z) = 0p}.

2) L’image de f notée Im (f) est la partie de F' définie par Im (f) = {f (z); v € E}.
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Propriétés 1.3. Soient E, F' deux K-espaces vectoriels et f € L (E, F).
1) Im (f) est un sous-espace vectoriel de F.

2) ker (f) est un sous-espace vectoriel de E.

3) f est surjective si et seulement si I'm (f) = F.

4) f est injective si et seulement si ker (f) = Op.

1.5 Bases

Définition 1.10. Soit F un K-espace vectoriel. Une famille Z = (vq, vy, ..., v,) de vecteurs

de E est une base de E si Z est une famille libre et génératrice.

Théoréme 1.15. Soit B = (vy,vs, ..., v,) une base de l'espace vectoriel E. Tout vecteur
v € E s’exprime de facon unique comme combinaison linéaire d’éléments de B. Autrement

dit, il existe des scalaires oy, ao, ..., o, € K uniques tels que :
V= QU1 + QoUy + ... + QpUp.

Remarque 1.3. 1) (ay, s, ..., ;) s’appellent les coordonnées du vecteur v dans la base
AB.
2) l'application
p: K" —F
(a1, gy ooy i) = QUL + QU + ... + Uy,

est un isomorphisme de I’espace vectoriel K" vers ’espace vectoriel E.

Exemples 1.2. 1) Dans K", posons ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) avec 1 en i-éme position.
Alors la famille {e;}, (1,..ny forme une base, appelée la base canonique de E.

2) (1, X, ..., X™) est la base canonique de K, [X].
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Théoréme 1.16. (base incompléte)[4] Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
est égale a n. Toute famille libre C' = (uy,...,u,) (p < n) de vecteurs de E peut étre

complétée en une base C' = (uy, ..., Up, Up, ..., Uy) de E.

Théoreme 1.17. Soit E un K espace vectoriel. S’il existe une base de E de cardinal
n < oo, toutes les bases de E ont ce méme cardinal n, qu’on appelle alors la dimension

de E. Dans ce cas, E est un espace de dimension finie.

Proposition 1.4. Deux K-espaces vectoriels de dimension finie sont isomorphes si et

seulement s’ils ont la méme dimension.

Définition 1.11. 1) On appelle rang d’une famille de vecteurs .# que I'on note rg(.%#)
la dimension de ’espace vectoriel qu'il engendre (rg(#) = dim Vect(.%)).

2) On appelle rang d’une application la dimension de son image (rg(f) = dim Im(f)).
Cela nous conduit a énoncer le théoreme du rang, qui un résultat tres utile.

Théoreme 1.18. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et F' un espace vectoriel

de dimension quelconque. Si f € L(E, F), alors

rg (f) + dimker (f) = dim E.

Proposition 1.5. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie vérifiant

dimFE =dimF. Si f € L(E,F), alors

f estinjective < f est surjective < f est bijective.

Remarque 1.4. L’équivalence n’est pas vraie en dimension infinie. Par exemple, ’applica-
tion dérivée sur I'espace des polynomes est surjective, mais pas injective. La multiplication

par X sur ce méme espace est injective, mais pas surjective.
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Propriétés 1.4. Soit f € L(E,F) et (e;),.; une famille de vecteurs de E.

1) Si f est injective et si la famille (e;),.; est libre dans E, alors la famille (f (e;)),., est
libre dans F'.

2) Si f est surjective et si la famille (e;),.; est génératrice de £, alors la famille (f (e;)),est
génératrice de F.

3) En particulier, si f est bijective, 'image d’une base de F est une base de F.

Dans le reste de ce chapitre, on travaille dans des espaces de dimension finie.

1.6 Matrices

Soient E' et F' deux espaces vectoriels munis, respectivement, des bases # = (ey, s, ..., €,,)
et ' = (f1, fay .. fm). Soit f € L(E, F), alors pour j = 1,2,...,n, chacun des vecteurs

f (e;) a des composantes sur la base %' . On peut noter ces composantes
m
f(ej) = Zaijfi-
i=1
Le tableau d’éléments a;; € K

fle) flea) . fley) . flen)

11 Q2 - A1y v Aip Ji
21 Q2 -+ Qg -+ dap fa
A=
Qi1 A2 Q5 Qi fz
Am1 Qm2 = Amj ° Amp fm

s’appelle la matrice associée au application linéaire f par rapport aux bases XA et A’ et

que l'on note A = (a;;). Le terme situé sur la i — éme ligne et la j — éme colonne est a;;.
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On désigne par 4, , (K) a I'ensemble des matrices a coefficients dans K possédant m

lignes et n colonnes.

Remarque 1.5. - Si m = n, la matrice A est dite carrée d’ordre n et A € 4, (K)

- Si m= 1,on dit que A est une matrice ligne ou encore un vecteur ligne.

- Sin =1, on dit que A est une matrice colonne ou encore un vecteur colonne.

- Sim =mn et si a;; = 0 pour 7 # j, on dit que A est diagonale.

—Sim =mnetsia;=0pouri#jeta; =1, As’appelle la matrice identité et I'on note
souvent par I,,.

—Sim =mnetsia;=0pouri<j,on dit que A est triangulaire inférieure.

—Sim =mnetsia;=0pouri>j, on dit que A est triangulaire supérieure.

- L’ensemble ., (K) muni des lois (+) et (.) est un anneau. Il est non commutatif.

Définition 1.12. Soit A = (a;;) € M, (K). On appelle matrice transposée de A, la

matrice de .4, ., (K) notée A et définie par : 'A = (a;;) € My m (K)

Définition 1.13. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n, A une matrice carrée

d’ordre n. On appelle trace de A = (a;;) et on note tr(A), la somme des coefficients

1<i,j<n
diagonaux de A, c’est-a-dire
tr (A) = Z (0778
i=1
Définition 1.14. Soit A € ., (K). On dit que A est inversible lorsqu’il existe une matrice

B dans 4, (K) telle que AB = BA = I,,. Dans ce cas B est unique et on 'appelle I'inverse

de A et on la note A~
Notation : On note GL,, (K) 'ensemble des matrices carrées d’ordre n et inversibles.

Propriétés 1.5. Soit A dans A € 4, (K). La matrice A est inversible si et seulement si

I'une des propriétés suivantes est vérifiée :
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e il existe B dans ., (K) telle que BA = I,,;

e il existe B dans ., (K) telle que BA = I,,;

e le noyau de A est réduit a 0, c’est-a-dire la seule solution de I'équation AX = 0 pour
X dans 4,1 (K), est la matrice colonne X = 0;

e clle est la matrice dans une certaine base d’'un endomorphisme bijectif;

e son rang est égal a n;

e son déterminant est non nul.

1.6.1 Ecriture matricielle d’une application linéaire

n
Soit € F avec x = j;l zje;. On a

Si on représente le vecteur x dans la base % par une matrice colonne X et le vecteur y

dans la base %' par une matrice colonne Y, on a alors

hn ;. a2 - Ay v Qi T

Y2 Q21 QG2 -+ Q25 - Q2 T2
y=f(r) =Y = AX <=

Yi Qi1 Qi c o Qg Qi T

Ym Am1 Am2 " Qmj - Qmp T

Proposition 1.6. L’application
M: L(E,F) — Mpnn(K)
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est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Remarque 1.6. On a donc, pour toutes les applications linéaires f et g de E dans F' et

tout A € K,
M(f+g)=M(f)+Mg)
M (Af) =AM (f)

et M est bijective.
Proposition 1.7. dim £ (E, F) = dim F x dim F’
Démonstration. Deux espaces isomorphes ont méme dimension, d’ou le résultat. O

Propriété 1.2. Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie sur K,
B = {er,eq,...ent, B = {f1, fa o, fu} €t B" {91, 92, ..., 9} des bases de E, F et G

respectivement. Soient f € L(E,F) et g€ L(F,G), on a

M (go f)gg,gg" =M (g)z/,ga/' M (f)ga%' :

Corollaire 1.19. Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie sur K, & =
{e1,€9,....,e,} et B ={f1, fo, ..., fn} des bases de E, et F respectivement. Soit f : E —»

F un isomorphisme. L’inverse de f noté f=1, est un isomorphisme de F dans E et on a :

1.6.2 Changement de base

Définition 1.15. (Matrice de passage). Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie
dont on considere deux bases % = {e;},.;, , et &' = {¢;},,, - On appelle matrice de

passage de Z a A’ la matrice carrée d’ordre n dont la j-éme colonne est constituée des
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coordonnées de ¢} dans la base & = €;1<;<,- On la note Py 4.

bPuir P12 ... Pij .-+ Pin

P21 P22 ... P25 ... Pon
Py o =

Pin Pi2 ... Pij ... DPin

Pni Pn2 --- DPnj --- Pnn

ou €} = i pijei, pour tout j € {1,2,...,n}.

Remarque 1.7. Une matrice de passage est toujours inversible et on a
(Paw)”' = Pa .

Exemples 1.3. 1) Dans R?, si Z = (ey, 3) est la base canonique et si

(Pz.a)"' = Pa 2.

X =PX'.
3 2
B = e = , € = , alors :
2 1
3 2
Pz @ =
21
et
-1 2
Py .z =



1.6. MATRICES 21

2) Dans R [X] le R-espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur

ou égal & 2, considérons les bases # = {X'}_,, et &' {(X - 1)i}0<,<2. Alors

1=1x14+0xX+0x X?

X—-1=(-1)x1+1xX+0x X?

(X —1P=1x1+(-2)x X +1x X?

d’ou

1 -1 1 1
Py g =

0 1 —2 X

0 0 0 X?

Proposition 1.8. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie, x un élément de
E, % et ' deux bases de E, Py 4 matrice de passage de # a %', X et X' les matrices

colonnes des coordonnées de x dans A et A’ respectivement , alors
X =PX'.

Proposition 1.9. Soient f € L (E, F), Br = (e1, e, ...,e,) et By = (€, €, ...,e.,) deux
bases de E et Br = (f1, fo, ., fm) €t B = (f1, [5, -, f}) deux bases de F. Notons

A= M(f)@E 7<@F7 A = M(f)@jg ,%%1 et P = P‘@E7%F et Q S P%;E’%;“ AIOI'S,
A =Q AP

Corollaire 1.20. Soientt f € L(E) et Br = (e1,6a,...,6,), By = (€],€,,....e.,) deuz

bases de E. Notons
A = M(f)g?E’ A/:M(f)@/E etP:Pf%}EV%/E’

On a

A =P AP,
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Définition 1.16. Deux matrices A et A’ sont dites semblables s’il existe une matrice

inversible P € ., (K) telle que A’ = P~'AP.



Chapitre 2

Réduction d’un endomorphisme

Dans ce chapitre, on considere E un K-espace vectoriel de dimension finie ou K = R

K=C.

2.1 Eléments propres

2.1.1 Eléments propres d’un endomorphisme

Définition 2.1. Soit f € L (F). On dit q'un scalaire A € K est une valeur propre de f
s’il existe un vecteur non nul v € E tel que f (v) = A\v. Ce vecteur v est appelé vecteur
propre associé a la valeur propre \.

On dit q’un vecteur non nul v € E est un vecteur propre de f s’il existe un scalaire A € K
tel que f (v) = lv.

On appelle spectre de f, et on note Sp (f) 'ensemble des valeurs propres de f.
Exemple 2.1. Soit f : R® — R? définie par

f(r,y,2) =(—2x—2y+2z,-3x—y+3z,—x+y+2).

23
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On a f(1,1,0) = (—4,—4,0), c’est-a-dire f (v;) = —4v; ou v; = (1,1,0), ce qui signifie
que v; est un vecteur propre de f associé a la valeur propre A\; = —4.

De méme, on a f (ve) = 2v9 et f (v3) = Ogs ot vo = (0,1,1) et v3 = (1,0,1), vy et v3 sont
des vecteurs propres de f associés respectivement aux valeurs propres s = 2 et A3 = 0.

Il résulte que Sp (f) = {—4,2,0}.
Définition 2.2. Soit f € L(FE) et A € Sp(f). On appelle sous-espace propre associé a A
le sous-espace vectoriel de F, noté E\ et défini par
Eyx={veFE: f(v)=M}=ker(u— \g).
Remarque 2.1. 1) 0 € E,.
2) SiA¢ Sp(f), alors E) = {0g}.
Proposition 2.1. Soit f € L(E) et A€ K;ona:
A€ Sp(f) < f— Mdgn'est pas injectif.

Démonstration. Pour tout A € K, on a
ANeSp(f) <= Jx e E\{0g}, f(z)=
< Jdx € E\{0g}, f(x) — Az =0g
<= dx € E\{0g}, (f — Aldg)x =0p
< dv e E\{0g}, v € ker (f — A\ldg)
<= ker (f — Mdg) # {0g}

<= f — Mdg n'est pas injectif.

]

Remarque 2.2. De cette derniere proposition, on conclut que pour tout A € K, dim E) >

1.
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Propriété 2.1. On a I’équivalence

0€ Sp(f) < fn'estpasinjectif.

De plus on a dim (Ey) = dim (E) —rg (f).

Définition 2.3. (Sous-espace stable)

1) Soit f € L (F). Un sous-espace vectoriel F' de E est stable par f si f(F) C F.

2) Si f est un sous-espace stable, 'endomorphisme g : F' — F' défini par g () = f (x)
pour tout x € F' est appelé endomorphisme induit par f sur F.

On notera aussi g = f|r cette restriction de f a F.

Exemple 2.2. Pour tout f € L(E), im (f) et ker (f) ( et plus généralement ker (P (f))

pour tout P € K[X]) sont stables par f.

Proposition 2.2. Soient f € L (FE) et A € Sp(f). Alors, E\ est stable par f.

Démonstration. Soit v € E).
Si v = 0p, on a facilement f (v) = 0g € E).

Si v # O, alors f (v) = \v € E) car v € E). On conclut que

f(E\) C E\, pour tout X € Ej.

O

Théoréme 2.1. Soit f € L(E). Soient Ai, \a, ..., A\ des valeurs propres deur a deux
distinctes de f et soit v; vecteur propre associé a \; (pour 1 < i < r). Alors, la famille

{v1,v9,...,v,.} est libre dans E.

Démonstration. Raisonnons par récurrence sur r, le nombre de valeurs propres.

Initialisation. Pour r = 1, la famille constituée du seul vecteur {v;} est toujours une
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famille libre, car v; est un vecteur non nul par définition.
Hérédité. Supposons que {vq,vs, ..., v,_1} soient des vecteurs propres linéairement indé-
pendants (pour r > 2 ). Soit A, une autre valeur propre, et soit v, un vecteur propre

associé. Soient oy, am, ..., a,_1, a, € K tels que
101 + Qg + ... + 10,1 + v, = 0. (2.1.1)
On applique f a I'égalité (2.1.1) et par linéarité, il vient :
arf (i) + aof (v2) + .. + a1 f (V1) + arf (v,) = 0.
Or, on a par définition f (v;) = A\jv; pour tout i € {1,2,...,7}, donc
1A V1 F adaUy + oo+ a1 N1 + ap A, = 0. (2.1.2)
Le calcul de 'expression (2.1.2)-A,(2.1.1) nous donne
a; (A= A)vp+as (A — A) v+ o+ a1 (N1 — M) v = 0. (2.1.3)
Par hypothese, la famille {vy, vo, ..., v,._1} est libre, cela implique que
a; (A = N\) = 0pourtouti € {1,2,..,r — 1}.

Sachant que les valeurs propres sont deux a deux distinctes, alors A; — A, # 0 pour tout
i€{1,2,...,r —1}. Ainsi

o=y =..=aqa,_1 =0.
Comme tout vecteur propre est non nul, il découle de 1’équation (2.1.1) que
o, = 0.
Cela entraine que la famille {vy, vy, ..., v,_1} est une famille libre. n

Proposition 2.3. Soit f € £ (K). Soient A1, A\g, ..., A, les valeurs propres distinctes de f.

Alors, les sous-espaces propres de associées aux E),, E),, ..., E, sont en somme directe.
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2.2 Eléments propres d’une matrice

Considérons F un K-espace vectoriel de dimension finie n, 8 une base de E, ., (K)
I'ensemble des matrices carrées d’ordre n et f € L(E). Comme f —— M (f), est un
isomorphisme, cela nous permet d’étendre les notions définies pour f a toute matrice de

M, (K).

Définition 2.4. Soit A € .4, (K).
(i) On dit q'un élément A\ de K est une valeur propre de A §’il existe un vecteur non nul
V e K" tel que

AV = \V.

(ii) Le vecteur est alors appelé vecteur propre de A associé a A.

(iii) L’ensemble des valeurs propres de A est appelé spectre de A et on note Sp (A).

Exemple 2.3. Soit

2 1
A—
0 —1
—1 est une valeur propre de A. En effet
-1 —1
A =—1
3 3

2.3 Polynéme caractéristique

Dans les deux sections précédentes, aucune méthode a été donné pour calculer les valeurs

propres. C’est ce qui 'on introduira dans la définition suivante.

Définition 2.5. Soient F un K-espace vectoriel de dimension finie n, 8 une base de E

et f € L(E). Soit A € A, (K) la matrice de f dans la base B et A € K.
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(i) On appelle polynéme caractéristique de A le déterminant det (A — \I,,) et est noté
Py ().

(ii) Le polyndme caractéristique de f est égal au polyndme caractéristique de A c’est-a-dire

Pr(N) = Pa(\) = det (A — \,,).

Remarque 2.3. Le polynéme caractéristique ne dépend pas de la base choisie. En effet,
si B une matrice de f dans une autre base 9’, alors il existe une matrice P € GL, (K)

telle que B = P~'AP. Alors, pour tout A € K, on a
Py () = det (B — AL)

det

P YAP — AP~ 1P)

det

(P
(P~") det (A = AI,) det (P)

= det (A — AL,) det (P~") det (P)

=det (A —\I,) (car det (P™") x det (P) = 1)

=Py (N).
Définition 2.6. Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie n, et soit f € £ (£). On

appelle polynoéme caractéristique de f le polynéme det (f — Aldg) ou A € K

Remarque 2.4. Le degré du polynome caractéristique est égal a la dimension de ’espace

E.

Définition 2.7. L’ordre de multiplicité d’une valeur propre A d’'un endomorphisme f
d’un espace vectoriel de dimension finie est sa multiplicité en tant que racine du polynéme

caractéristique Py () et on note m ().

Théoréme 2.2. Soit f un endomorphisme de E et Py son polynome caractéristique ad-

mettant dans K une racine A d’ordre de multiplicité k, alors 1 < dim E < k.
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Démonstration. Soient A valeur propre de f et m (\) = k. Supposons que dim E) = n
. Alors E) contient r vecteurs propres linéairement indépendants vy, vs, ..., v,. Complé-
tons le systeme {vy,vs,...,v,} pour obtenir une base de E, et soit cette base & =

{v1, V9, ety Uy, Vpi1, Upya, ooy U} Alors

f (U1> = )\Ul
f (Ug) = )\’UQ
f (%‘) = )\Ur

[ (Wrg1) = @101 + @120z + .o+ AU F QL1 Vg F o F Q10
[ (Vrg2) = ag1v1 + a2 + ... 4 AopVr + Q2r1Vpg1 F oo+ G20y

f (Un) = Ap1U1 + ApaV2 + ... + Ay + App41Up41 + oo+ QppUp.

Ainsi la matrice de f dans la base B est
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A0 ... 0 a1 a21 N [07%%}
0 A 0 0 a19 a929 c. Ap2
00 0 X a A9r ... Qpp
00 0 0 aypy1 G241 -+ Gurya
00 0 0 apq2 G242 ... Gpryo
0 0 0 0 (050 Aon ce Apn
Notons
Air41 A1241 - -+ Qpr4d
A1r42 A2r42 ... OApry2
B= e M, (K)

Q1n QAon ce Qpn

et I,,_, la matrice unité d’ordre n — r.

Pr(z) =det (M (f)y —xl,) = (A — ) det (B —zI,_,) = (A —z)" Pg(x) ou

deg (Pg) =n—r.

Donc (A —z)" divise Py, et comme k le plus grand entier tel que (A —z)" divise Py .

Alors : r < k. O

Corollaire 2.3. Soit A € 4, (K).
1) A admet au plus n valeurs propres.

2) Si K = C, alors la matrice A € M, (C) admet au moins une valeur propre.

Démonstration. Soit A € ., (K).

1) Si A admet m valeurs propres distinctes deux a deux avec m > n et ey, e, ..., €y,
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les vecteurs propres associés aux A; (1 < i < m). D’apres la proposition 2.1 la famille

{e1, €9, ...,em} est libre, or que m > n entraine que {ey, es, ..., €, } est lié car dim £ = n,

d’ou contradiction.

2) D’apres le théoreme d’Alembert-Gauss, tout polyndéme non constant de C,, [X] admet

au moins une racine complexe.

]

Exemple 2.4. 1) Considérons dans .45 (R) la matrice

1) Calculons le polynéme caractéristique de A :

Py () = det (A — \I3) =

2) Déterminons les valeurs propres de A :

D’ou Sp(A) = {1,4}.

2—-A

1

1

2—-A

1

2 1
1 2
11

1

1

2—-A

= (1=A)N=BA+4)=(1-N*4-N

ANeESp(A) <= P, (A\) =0

— (1-X)(4-XN=0

= A=1V =4

3) Déterminons les vecteurs propres de A :

Soit E; le sous-espace propre associé a la valeur A\; = 1, puis nous avons

Elz{VeR3: szv}.
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ou V est la matrice colonne telle que

et on réécrit 'égalité AV =V comme suit :

c’est-a-dire

20 +y+z x
r+2y+z | = | vy

T +y+2z z

cela est équivaut a

r+y+z=0

r+y+z=0

r+y+z2=0

donc

zeR

yeR

2=—T—Y
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Alors

x

E = y ER?: z=—2—y
z
x

= y cx,y €R
p—y
1 0

=37 0o |ty| 1 |;rnyeR
-1 -1

Ainsi, le sous-espace propre F; est engendré par deux vecteurs linéairement indépendants

1 0
Vi = 0 et Vo = 1 |- Ces deux vecteurs forment une base de FE;. Alors,
—1 —1

Soit F, le sous-espace propre associé a la valeur propre Ay = 4.

xz

Counsidérons la matrice colonne V' = y | Alors

z
Ey={VeR’: AV =4v}.
L’égalité AV = 4V est équivalente a

—2r+y+2=0

T+ —-2y+z2=0 -

r+y+-—22=0
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En sommant la premiere équation avec la deuxieme équation et la deuxieme équation avec

la troisieme équation, on obtient

—x—y+=0

—y—z=0

r+y+—22=0

c’est-a-dire

r=—y
z=—y
zeR
Donc
—Y
E4 — y y y - R
—Y
-1
=4yl 1 |[,yeR
-1
—1
Alors, Ey4 est le sous-espace vectoriel de R? engendré par le vecteur libre Vi = 1
-1

Ce dernier vecteur est base de FEj;.

La famille (V, Vi, V3) est une base de R3.
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Exemple 2.5. Soit A € ., (K) une matrice triangulaire supérieure telle que

a1 aiz ... Q15 ... QAip
0 Q2 ... A2j ... Q2
A=
0 aij (0779
0O ... ... ... 0 au
Alors, pour tout A € K
ajl — A a12 Ce Q1 c. A1n
0 CLQQ—/\ A2; Aoy,

Donc, Sp (A) = {ay; 1 <i<n}. On conclut :

Les valeurs propres d'une matrice triangulaire sont exactement ses éléments diagonaux.

2.4 Diagonalisation

Définition 2.8. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie n.

(i) Un endomorphisme f de E est diagonalisable s’il existe une base de E dans laquelle
sa matrice est diagonale.

(ii) Une matrice A € ., (K) est diagonalisable si elle semblable & une matrice diagonale,

c’est-a-dire §'il existe une matrice P € GL,, (K) telle que P~1AP soit diagonale.
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Proposition 2.4. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n. Si A €

M, (K) la matrice d'un endomorphisme f de E dans une base quelconque 9B alors :

f diagonisable <= A diagonisable.

Démonstration. (i) =. Soit f € L (F) diagonalisable.

Si D est la matrice de f dans la base B = (vy, v, ..., v,) formée de vecteurs propres, alors
D est une matrice diagonale. En effet, comme f (v;) = \;v;, la matrice D est diagonale et
le i-éme élément de la diagonale est \;.

Si A est la matrice de f dans une base B quelconque, alors A est semblable a la matrice
D. 1l existe donc PGL,, (K) telle que D = P~'AP soit diagonale.

(ii) <. Soit A € #,, (K) une matrice diagonalisable.

L’endomorphisme f | considéré comme une application f : K* — K", s’écrit f (V) = AV

ou les coordonnées de V' s’expriment dans la base canonique (eq, e, ..., €,) :

1 0 0
0 1
€1 = , €9 = gy €y =
0
0 0 1

Soit P € GL, (K) telle que D = P~'AP soit une matrice diagonale. Notons Aj, Ag, ..., A,
les éléments diagonaux de D. Notons (V1, V3, ..., V},) les vecteurs colonnes de P. Ils s’ob-
tiennent aussi comme V; = Pe;. Montrons que V; est un vecteur propre de f associé a \;

avec 1 <1< n:
f (Vi) = AV, = (PDP™") (Pe;) = PDe; = P (\ie:) = Ai (Pe;) = AV

Comme P est inversible, alors (Vi, Vs, ..., V) est une base de vecteurs propres. O
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Proposition 2.5. Soient £/ un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomor-
phisme de E. f est diagonalisable si et seulement si E' est somme directe des sous-espaces

propres de f.

Démonstration. Soient dim E = n, Aj, A, ..., A, les valeurs propres de f ( les valeurs
propres sont deux a deux distinctes) 1 < r < n et E),, E),,..., £\, les sous-espaces
propres associée aux valeurs propres.

(i) =. En vertu de la proposition 2.3, les sous-espaces E, pour 1 < i < r sont en somme
directe. Notons E' = E\, ® E,, ®...® E),. Comme f est diagonalisable, alors il existe une
base de E formée de vecteurs propres de f . Ces vecteurs propres sont aussi des éléments
de E’. Ainsi £’ contient une base de . On en déduit que £ = E' = FE\, @ E,,®... ® E,,.
(ii) <=. Maintenant, nous supposons que les sous-espaces F), avec 1 < i < r sont en
somme directe dans E. choisissons une base pour chacun des sous-espaces propres Ej,
(1 < i < 7). Les vecteurs de chacune de ces bases sont des vecteurs propres de f .
L’union de ces bases est une base de F formée de vecteurs propres de f , ainsi f est

diagonalisable. O]

Proposition 2.6. Si A € ., (K) possede n valeurs propres distinctes, alors A est dia-

gonalisable.

Démonstration. La preuve de ce résultat découle de 'utilisation de la proposition 2.3, du

théoreme 2.2 et la proposition 2.5 O

Proposition 2.7. Soient f : E — FE un endomorphisme. une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit diagonalisable est que les deux conditions suivantes soient
vérifiées :

1) le polynéme caractéristique Py de f est scindé sur K.
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2) si on note Ay, Ag, ..., A, les racines distinctes de Py et m (A1), m (A2),,...,m (A,) leurs
ordres de multiplicité respectifs, E),, 1 < i < r, les sous-espaces propres associés, alors

dim Ey, = m (\;) pour 1 <i <r.

Démonstration. Condition nécessaire :

Supposons que f est diagonalisable. On note Ai, Ao, ..., A, les valeurs propres distinctes de
P;. Dong, il existe une base de E formée des vecteurs propres de f. En regroupant les
vecteurs propres associés a une méme valeur propre, on obtient une base dans laquelle la

matrice associée a f est diagonale

Mln, 0 0
0 Aol 0
D=M(f) =
0 0 0 ML

ou m; est la dimension de F),. Le polynome caractéristique de f est

Pr(z)(—=1)"=(x = )™ (x = )™ .. (@ = )™

Cela prouve que le polynome caractéristique de f est scindé dans K et que

am(N) =X, m; =n = dimE d'une part, et d’autre part, comme E est somme
directe des sous-espaces E),, 1 < i < ret 1 < dimE), < m()\;), on en déduit que
m (X)) = m,;.
Condition suffisante :
On va montrer par récurrence que les sous-espaces propres Ey,, 1 <7 < j sont en somme
directe pour 1 <1 < r.

C’est vraie pour j = 1. Supposons que la propriété soit vraie pour un entier 7, 1 <i <r
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et montrons quelle est vraie pour j + 1. Notons
S;j=FE\ ©E\,D...D0EM.

Il suffit de montrer que S; N Ey,,, = {0g}.

Soit v € §; N Ey,,,. On a d’'une part

fv) = Ajt1v

et d’autre part v s’écrit

v=v1+v2+ ...+ v; (2.4.1)

avec v; € E, pour 1 <i < j. En calculant I'image des deux membres de 1'égalité (2.4.1),
nous obtenons

>\j+11) = )\11)1 -+ )\27)2 + ...+ )\jvj- (242)

La différence ((2.4.2)-A;1+1(2.4.1)), nous donne
0= ()\1 — )‘j+1) v+ ...+ ()\] — /\j+1) (%F

L’hypothese de récurrence implique que les termes de la somme du second membre de

cette derniere égalité sont tous nuls. On en déduit que vy, v9, ..., v; sont nuls, d’ott v est

nul.

Ainsi, les E),, 1 < ¢ < r, sont en somme directe dans E. Puisque > |_,dim E), =
i_1my, =n,onremarque que & = E,, ® E,, ®...® E,,, donc £ est somme directe de

ses sous-espaces propres et f est diagonalisable. O

Pratique de la diagonalisation

Pour diagonaliser une matrice A :

1) on calcule le polynéme caractéristique Py (A) = det (A — \1,,).
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2) on cherche les valeurs propres, en résolvant I’équation : P4 (\) = 0.

3) Pour chaque racine \; de cette équation, on cherche le sous-espace propre associé,
c’est-a-dire I'ensemble des vecteurs non nuls X tels que (A — \;1,,) X = 0 et une base de
ce sous-espace.

4) i) Si la réunion de ces bases comporte moins de n vecteurs, A n’est pas diagonalisable.
ii) Si elle en comporte n, elle constitue une base de vecteurs propres; la matrice P dont
les colonnes sont ces vecteurs propres est appelée matrice de passage. A = PDP~! ot D

est la matrice diagonale des valeurs propres.

Exemple 2.6. Considérons ’endomorphisme f de R? défini dans la base canonique par

la matrice
0 -1 1
A=11 -2 1
1 =10
Déterminons les valeurs propres de f :
- -1 1
Pi(N)=det(A—X)=| 1 _9_\ 1 |=-AN+1)>.
1 -1 —A

Py(A\)=0<= A=00u)= -1

Donc, le spectre de A est Sp (A) = {—1,0}.
Déterminons les vecteurs propres de f :

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est
Ey = {v: (z,y,2) € R*: Av:()}.

Ainsi
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v=(2,y,2) € By <= A

<

N

—y+z2=0

Yy r—-2y+z2=0

r—y=20

2=Y
1 yER

y==x

Alors, Ey = {y(1,1,1),: y € R}. Le sous-espace Ejy est engendré par le vecteur v; =
(1,1,1) dim B, = 1.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre —1 est

E = {v:(a:,y,z) cR®: Av:—v}.

Ainsi

v=(z,y,2) EE <= A| 4y [=0
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r—y+z2=0
Yy r—-y+z2=0
r—y+z2=0
Yy=x+z
— ) zeR

z€eR

alors,
Ei={(z,x+22),:y eR}
={x(1,1,0) +2(0,1,1), z,z € R}.
Le sous-espace propres E_; est engendré par les deux vecteurs vy = (1,1,0), v3 = (0,1, 1),
dimFE_; =2.
Donc, (vq,v9,v3) est une base de R? dans laquelle la matrice de f est diagonale, et cette

matrice s’écrit

Montrons que f est diagonalisable :
Comme dim Ey +dim F_; = dim R3,(ou bien dim By =m (0) = 1l et dim E_; = m (—1) =
2, alors f diagonalisable.

La matrice de passage de la base canonique de R?® & la base (vy, vy, v3) est

110
P=1111
101

et elle vérifie D = P~1AP.
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2.5 Trigonlisation
Soit £/ un K-espace vectoriel de dimension finie n supérieure ou égale a 1.

Définition 2.9. Un endomorphisme de E est trigonalisable s’il existe une base de £ dans

laquelle il est représenté par une matrice triangulaire.

Définition 2.10. Une matrice A de .#, (K) est trigonalisable si elle est semblable a une
matrice triangulaire, autrement dit s’il existe une matrice triangulaire 7' de ., (K) et

une matrice inversible P telle que P~'AP =T.

Théoréme 2.4. Une matrice A de M, (K) est trigonalisable, si et seulement si, son

polynome caractéristique Py est scindé sur K.

Démonstration. Condition nécessaire.

Si A est trigonalisable, elle est semblable a une matrice triangulaire supérieure

)\1 tlg . tln
0 X
T =
tn—ln
0 ... O An

Le polynome caractéristique de la matrice T" est scindé :

Pr(z)=(—1)"(x —X\1) (x — X2) ... (x — \,).

D’apres la remarque 2.3, A et T ayant le méme polyndme caractéristique, alors Py (x) =
Pr (z), d’out P4 est scindé sur K.
Condition suffisante.

Procédons par récurrence sur n € N.
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Pour n = 1, la propriété est vraie car toute matrice .#; € (K) est trigonalisable.

On supposons que tout matrice de .4, ;1 (K), dont le polyndme caractéristique est scindé,
est trigonalisable, montrons que cela est vrai pour toute matrice de ., € (K).

Soit A € A, (K), telle que le polynéme Py soit scinde sur K. P4 possede donc au moins
une racine \ dans K. Soit v un vecteur propre de A associé a la valeur propre \. D’apres
le théoreme de la base incompleéte, il existe une base B de F de la forme B = (v, e, ..., €,).

Par rapport a cette base, la matrice de f est de la forme

A a2 ... A1y
0 ag
M(f)p=
An—1n
0O ... 0 Ann

La famille By = (eg,...,e,) est une base du sous-espace F' = Vect (By) de E. Notons

g : FF— F I'endomorphisme défini par

a2 -+ Qpp
Comme Py(y), (r) = (A — x) P (), le polyndme caractéristique de A; est scindé. Comme
dim ' = n — 1, on peut appliquer I’hypothese de récurrence : il existe donc une base
By = (vg,...,v,) de F telle que M (g)g soit triangulaire supérieure. Si on pose B; =

(v1,v2,...,05), M (f)g est triangulaire supérieure. O]

Remarque 2.5. Pour trigonaliser une matrice :
1) On cherche les valeurs propres et les sous-espaces propres : dans ceux qui sont de

dimension égale a 'ordre de multiplicité de la valeur propre associée.
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2)On choisit une base des vecteurs propres; dans les autres, une base incomplete de
vecteurs propres : on complete ce systéme par des vecteurs non propres, souvent des
vecteurs de la base canonique. il n’y a pas de méthode globale a connaitre a priori.

3)Toute matrice de .4, (C) est trigonalisable car son polynoéme caractéristique est scindé.

Exemple 2.7. Considérons la matrice

Le polynéme caractéristique de A est Py () = (14 ) (3 — \)°.
Le spectre de A est Sp (A) = {3, —1}.
Le sous-espace propre Ej associé a 3 est B3 = Vect (v (1,2,2)).

Le sous-espace propre E_; associé a la valeur propre —1 est défini par
E_ = {v = (7,y,2) €ER? Av = —v}.

On résout le systéme Av = v avec v = (z,y,2) € R3, donc

20 =3y +42=0 y =2

(z,y,2) EE1 <= 4o —6y+82=0 < { yeR

6r — Ty+4z=0 z=z

ainsi £ = {y(1,2,1), y € R}.

Donc E_; est la droite vectorielle engendré par le vecteur propre vy (1,2,1), il donc de
dimension 1 inférieure a l'ordre de multiplicité de la valeur propre —1 qui est égale a 2.

On en déduit que A n’est pas diagonalisable.
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En prenant pour base (vq,v2,v3) ol v3 est un vecteur quelconque indépendant de v, et

vy, on aura la matrice triangulaire semblable a A :

Pour préciser la matrice de passage ainsi que a et b, prenons pour vs par exemple e; de la
base canonique de R? (base ott A définit un endomorphisme f). Onae; ¢ Esete; ¢ E_;

car

det (v1,v9,e1) =92 92 o |=—-2#0.

On peut choisir v3 = e = (0, 1,0), mais ce n’est pas le cas pour v3 = e3 = (0,0, 1).

La matrice de passage est donc

On peut déterminer a et b en utilisant 7= P~1AP.
Comme A et T représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes, il est

plus simple de remarquer que Ae; = Teq, ceci implique

avy + bvg — e = e1 + 4ey + Ges

avec V1 = eq + 2eq + 2e3, v1 = e1 + 2e5 + 2e, v3 = €.
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On obtient le systeme

a+b—-—1=1
2a+2b=14
2a+b=06
ainsia =4 et b= —2et
3 0 4

Pour éviter le calcul de P~! dans la vérification de 1'égalité T = P~' AP, on peut calculer

sa forme équivalente PT = AP.

2.6 Polynémes d’endomorphisme

Définition 2.11. Soit P (X) = ap+a X +...+a, X" € K[X]. Si f est un endomorphisme

de E, on note P (f) I'endomorphisme de E tel que
P(X)=a+aX+..+a,X" € K[X]

ou fO = Idg et pour tout k € N*, f¥ = f o f¥=1. On appelle polynéme en f tout

endomorphisme de la forme P (f).

Remarque 2.6. 1. Si A € ., (K), on note P (A) 1 a matrice

aoly, + 1A+ ...+ a, A" = Z a; A’
i=1

ou A = I, et pour tout k € N*, AF = Ao Ak-1,

2. Pour tous P,Q e K[X], f € L(E) :
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(P.Q)(f) = (PoQ)(f).

Exemple 2.8. Pour le polynome P (X) = X? —3X + 2 et un endomorphisme f, I’endo-

morphisme P (f) est défini comme suit
P(X)=f*-3f+2f°=f*—3f+2Id.
Proposition 2.8. [14] Soit f € L (F). L’application @ qui a un polynéme P € K[X]
associe I'endomorphisme P (f) € L (E) est linéaire, de plus, pour tous P, Q) € K[X], on a
¢ (PQ)=2(P)2(Q).

Proposition 2.9. Soit f € L (FE) et deux polyndémes P et (). Alors, les endomorphismes

P (f) et Q(f) commutent.
Démonstration. Par linéarité, il suffit de noter que, pour tous m,n € N,
frofrt =t =frofm
O
Définition 2.12. Soient f € L(E), A € 4, (K) et P € K[X]. Le polynéme P est

annulateur de f si ’endomorphisme P (f) est nul. De méme, le polynéme P est annulateur

de A si la matrice P (A) est la matrice nulle.

Exemple 2.9. Considérons la matrice

A=
0 1
Le polynéme P (X) = X2 —2X + 1 est un polyndme annulateur de A. En effet

12 2 2 10 00
P(A)=A*—2A+1, = - n _
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Proposition 2.10. [10] Tout endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie

admet un polynéme annulateur non nul.

Définition 2.13. Un endomorphisme f de F est dit nilpotent s’il existe un entier r tel
que f7 = 0 et f7~' # 0. Le plus petit r vérifiant cette propriété est appelé indice de

nilpotence de f.

Proposition 2.11. Soit f € L(E). Si f est un endomorphisme nilpotent alors Sp (f) =

{0}.

Démonstration. Soit f € L (E) d’indice 7. Supposons que Sp (f) ne contient pas 0, alors
ker f = {0g}.
Soit x € E, alors f7(z) = 0 donc f(f"'(z)) = 0 dou f~!(x) = 0. Une récurrence

élémentaire permet de montrer que

F@)= @) == [ (@) =2 =0,

ce qui est absurde puisque E n’est pas réduit & {Og}. Donc {0} C Sp (f).
Montrons Sp (f) C {0}. Soit A € Sp(f) et v un vecteur propre associé a A\. On a pour

tout entier k > 1

fr(v) = A"v.
En particulier " (v) = A"v = 0g. Donc A" = 0, d’ou A = 0. O

Lemme 2.5. Soit f € L (FE) nilpotent d’indice non nul r. Pour chaque i € {0,1,2,...;r},
on pose E; = ker (f?). Alors
DIy =ECEC..CE_,CE =E.

2) Pour chaque i € {0,1,2,....,7 — 1}, f(Fi—1) C E;.
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Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout ¢ € {0,1,2,...,r — 1}, on a F;; # E;.
Pour cela, supposons par absurde qu'il existe ¢ € {0,1,2,...,r — 1}, tel que E;;; = F;.

Soit x € E comme f est nilpotent d’indice r, alors

0= f"(2) = S0 frivd (z) = i (71 (@),
donc f~!(z) € E;y;. Comme E;\, = E;, alors f"""!(2) € E;;; donc on aura pour
tout x € B

0=f" (@)= fof )= ("),

donc f~! =0, ce qui est absurde, car f7~! #£ 0.
2) Soit x € Ej;y; alors on a f"™ (z) = 0, donc 0 = f*(f (x)), par suite f (z) € E;. O
Définition 2.14. Soit A € .4, (K). On dit que A est nilpotente s’il existe un r € N tel
que A" = O,, et A"t = O,,. Le plus petit r vérifiant cette propriété est appelé indice de

nilpotence de A.

Proposition 2.12. Une matrice A de ., (K) est nilpotente si et seulement si ’endo-

morphisme f € £ (K") de matrice A par rapport a la base canonique est nilpotent.

Démonstration. Notons B la base canonique de K". On utilise la formule Mg ( fk> =

(Mg (f))F vraie pour tout k € N. O
Proposition 2.13. Si une matrice A de .#, (K) est nilpotente, alors Sp (A) = {0k }.

Démonstration. On considere 'endormorphisme f € £ (K™) de matrice A par rapport a

la base canonique de K", et on applique la proposition 2.11. O

Proposition 2.14. Soient f € L(E), A € A4, (K) et P € K[X]. Si P est un polynéme
annulateur de f, alors

Sp(f) € {racinesde P} .
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De méme, si P est un polynome annulateur de A, alors
Sp(A) C {racines de P} .
Démonstration. Soit A € Sp(f) et v un vecteur associé a A, alors
fw)=XM

ainsi

et plus généralement :

ceci implique

d’ott P (A) =0 car v # Op. O

Proposition 2.15. Soient f un endomorphisme de E et v € E. Le petit sous-espace

stable par f contenant v est le sous-espace engendré par la famille ( f g (v))keN.

Démonstration. Notons F, le plus petit sous-espace stable par f contenant v. Comme
Vect (fk (v)) ren est un sous-espace de E contenant v et stable par f, alors E, C Vect (fk (U))
Réciproquement, pour tout k € N, f* (v) € E, (par récurrence, car v € E, et E,, est stable
par f).

D’ou E, = Vect (f’“ (v))keN. O
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Théoréme 2.6. (Cayley-Hamilton) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.

(1) Si f un endomorphisme de E dont le polynome caractéristique est Py alors :

Py (f)=0.

(it) Si M une matrice de A, (K) dont le polynome caractéristique est Py alors :

Pa (M) = 0.

Démonstration. Soient v € E, F, le plus petit sous-espace vectoriel stable par f et conte-
nant v (c’est-a-dire le sous-espace engendré par la famille ( f* (v))keN, d’apres la propo-

sition 2.15) et g I'endomorphisme induit par f sur F,. Nous allons d’abord montrer que

P, (f) =0, puis que P, divise Py, ce qui montrera que Py (f) = 0.

Soit p = dim E,,. Par construction, B = (fk (v))k< | st une base de F, et f? (v) admet
<p—

une décomposition que I'on note f7 (v) = Sv_, apf* (v). Ecrivons la matrice A’ de g dans

la base B. Rappelons que les vecteurs colonnes de A" sont les images par f des vecteurs

de la base. Il en découle que

0 O .0 a
1 ai
0o 1 " S
A = )
1 0 Ap—2
0 0 1 ap—1
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donc
—A 0 0 Qo
1 - aq
0 1
P, (\) =det (A" — \I,) =
0
1 —A Qp—2
0 ces aee 0 1 ap—1

en développant par rapport a la premiere ligne ou la premiere colonne : on trouve alors
Py(A) = (1P [V = ag — arA — .. — ap ) A7) = (=1) [\ — SR apht].
Alors, P, (f) (v) = (=1)° [fp (v) — X0 0 apf* (v)}, de la décomposition de f? (v) sur la
base B, il résulte que P, (f) = 0. D’apres le théoréme 1.16, on peut compléter la base B
en une base (v, f (v),..., fP71 (v),€ps1, ..., €,) de E. Dans cette base, la matrice A de f
sera de la forme

A B

A=

0, C
ou O, est la matrice carrée nulle d’ordre p, C' € #,,_, (K) et B € A,,_,,, (K). On remarque
que la matrice A est triangulaire, il résulte que Py () = P, () Pe (A).
Comme P, (f) =0, ona P (f)(v)=P,(f)o Pc(f)(v)=0.

D’ou, pour tout v € E, Ps(f) (v) =0. O

Définition 2.15. Soint f € L(FE) et A € 4, (K). Le polynéme minimal de f ou de A

est un polynome annulateur et unitaire de degré minimal

Proposition 2.16. Soient f € L (E) et M; un polyndéme de f. Alors, M/ divise tous les

polynomes annulateurs de f.

Démonstration. Soit P un polynéme annulateur de f. Faisons la division euclidienne de
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P sur My

P=QM;+R

ou deg R < deg My. On a

Comme M/ (f) =0, alors R(f) = 0.

D’ou R = Ok. Par conséquent My divise P. O

Proposition 2.17. Soient f € L (E) et My un polynéme minimal de f. Les racines de

My sont exactement les valeurs propres de f c’est a dire :

VAEK, M;(A) =0« e Sp(f).

Démonstration. D’apres la proposition 2.14, on a

Sp(f) € {racines de My } .

Il reste & montrer que si My (A) = 0, alors A est une valeur propre de f. Si A est une racine
de My, alors il existe @ € K[X] tel que My (X) = (X — X).Q (X) avec deg Q < deg M.

Alors
0=M;(f)=(f—Mdg)Q(f).
Par minimalité de f, (f — AMdg) = 0 car Q (f) # 0, ce qui signifie que (f — Al dg) n’est

pas injective et donc A est une valeur propre de f. O

Lemme 2.7. Soient f € L(E) et P,Q € K[X] tels que P divise Q. Alors ker (P (f)) C

ker (Q (f))
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Théoréme 2.8. Soient f € L(E) et A1, Aa, ..., A les valeurs propres de f qui sont deux

a deux distincts. On suppose que le polynome caractéristique de f est scindé :

Pp(X) = (=1)" [T (X =)™
i=1
ot m; > 1 pour i € {1,2,....;r}. Alors, son polynome minimal est :
My (X) =TT (X = A\)".

=1

pour certains entiers : 1 < l; <m;, 1 =1,...,r.

Démonstration. D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton et la minimalité de My, My

divise Py. Puisque les polynomes de degré 1 sont irréductibles,

r L
i=1
ou pour tout ¢t =1,...,k, 0 < l; < m;. Montrons que [; > 0 pour tout 7.

On al; est 'ordre de multiplicité de A; dans My (X) pouri = 1,2, ...,7 et comme M/ (\;) =

0, il résulte que [; > 1. O

Théoréme 2.9. Soient f € L(FE) et Ai, \a, ..., A\ les valeurs propres de [ qui sont deux

a deux distincts. On suppose que le polynome caractéristique de f est scindé :
Pr(X) = (=1)"TT (X =)™
i=1

ot m; > 1 pour i € {1,2,...,r}. L’endomorphisme est diagonalisable si et seulement si

A1, ..., A sont racines simples de son polynome minimal, c’est-a-dire
My (X) =] (X =X).
i=1
Démonstration. Supposons que f soit diagonalisable. Soient A1, Ag, ..., A, les valeurs propres

distinctes de f. Considérons le polynome N (X) = (X — A1) (X — A2) ... (X — A,) & coef-

ficients dans K, il est scindé dans K et n’a que des racines simples.
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Soit v un vecteur propre de f, associé a la valeur propre A;. Donc
N(f)v) =N —=A) (N —A2) . N = A)v=0.

Si f est diagonalisable, alors il existe une base de E formée des vecteurs propres de f.
Si un endomorphisme s’annule sur tous les éléments d’une base, il est identiquement nul.
Donc le polynéme N est annulateur de f, donc multiple de My. Or par le théoreme 2.8,
N divise My. Donc N = Mjy.

Réciproquement, supposons que le polyndme minimal de f soit
M (X) = (X = A1) (X = Do) oo (X = \,)

A1, Agy e A € K deux a deux distincts. Notons F; le sous-espace propre de f associé a
la valeur propre \; pour certain i € {1,2,...,7}. On doit démontrer que E est en somme
directe des sous-espaces propres de f. D’apres la proposition 2.3, les sous-espaces Ej;
(1 <4 <r) sont en somme directe. Nous devons simplement démontrer que tout vecteur
de E est une somme de vecteurs propres. la décomposition en éléments simples de la

fraction —% 59 donne :

My(

1 o T a,
M;(X) X-XN 7 X-\

(2.6.1)

ot a; € K pour tout 1 < ¢ < r. On multiplie par My (X) les deux membres de 1'égalité

(2.6.1) :

arMy (X) a, My (X)

l=—"—7—+4+ ... 4+ ——.
X—n U TTX oA

On définit les polyndmes :

My (X) a

X) = = X =
@ (X) = 55 I x-x
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Donc

1= alQl (X) + ... ‘|—CLTQT (X) .

En appliquant f a cette égalité, on obtient

IdE = a1Q1 (f) + ...+ CLTQT (f) .

Donc pour tout vecteur v € E :

v=a1@Q1 (f) (v) + ... +a,. Q. (f) (v). (2.6.2)

Il nous reste & montrer que pour tout i = 1,...,r, Q; (f) (v) € E;.

Par hypothese My (X) = (X — \;) Q; (X). Donc

My (f) (v) = (f = Mildg) (Qi (f) (v)) = 0.

Par conséquent, ’égalité (2.6.2) implique que

veE K +Ey+ ...+ E,

pour tout v € E. Donc

E=FE®FE®..0FE,.
Ceci signifie que f est diagonalisable O

Exemple 2.10. Considérons la matrice A de .#, (R) associée au endomorphisme f :

0100
0000

0001

00 00
alors, Py (X) = X*, le sous-espace propre associé¢ & X = 0 est Ey = Vect (V4 = (1,0,0,0), V5(0,0,1,0)).

alors dimE = 2. M (X) = X?
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Exemple 2.11. (Polynéme minimal d’une matrice diagonale).

Soit
A O 0
0 X 0
D p—
0O 0 0 M\,

Alors, [Thesppy (X — A) ot Sp (D) = { Ay, ..., A} et les valeurs propres sont comptées sans

multiplicité. Par exemple, si

10 0
D=0 1 o0
00 —1

Alors, \y =1, o =1let A3 =—1. Pp(X) = — (1 — X)* (=1 — X) cependant

Mp (X) = — (1 - X) (-1 - X),

Proposition 2.18. Si deux matrices A et B de ., (K) sont semblables. Alors, A et B

ayant le méme polyndéme minimal.

Démonstration. Comme A et B sont semblables, alors il existe S € GL, (K) telle que
B=S"1AS, dout A=SBS™'. Ona

M4 (B) = S7'M4(A)S = S710S = 0, donc M4 est polynome annulateur de B, alors
Mg (X) divise My (X) pour tout X € K.

Mg (A) = SMp(B)S™! = S0S~! = 0, donc Mp est polyndome annulateur de A, alors
M4 (X) divise Mp (X) pour tout X € K.

On conclut que M4 (X) = Mp (X). O
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Théoréme 2.10. Une matrice A € M, (K) est diagonalisable sur K si et seulement si

son polynome minimal est scindé a racines simples sur K.

Démonstration. Supposons que A est diagonalisable sur K. Alors, A est semblable a une
matrice diagonale D. D’apres la proposition 2.18, les deux matrices A et B ont le méme

polynéme minimal ¢’est-a-dire My (X) = Mp (X) O

Corollaire 2.11. Une matrice A € M, (K) est diagonalisable sur K si et seulement si

elle admet un polynome annulateur scindé a racines simples sur K. .

Exemple 2.12. Considérons la matrice de ., (R) :
1 2 =2
A=121 -2

2 2 =3

Montrons que 1 et —1 sont des valeurs propres de A :

0 2 -2

det(A—1I3)=|9 o —92|=0et det(A+I3)=0.

2 2 -4

Donc, 1 et —1 sont des valeurs propres de A.

Déterminons les dimensions des sous-espaces propres associés a ces valeurs propres :

Ey={V=(y2ecR: AV =-V}.

Alors
x 2042y —22=0 relR

V=ly |€eba=1{20+2y—2:=0 < | yeR

z 20 +2y —22=0 z=x+Y
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Donc, E_; = Vect (V; = (1,0,1),V5(0,1,1)), alors dim £_; = 2. Comme dim E; > 1, les
sous-espaces F_;, F; sont en somme directe et dim F_; + dim F; < dim R?, on conclut
que dim E; = 1. Par conséquent, A est diagonalisable, alors le polynéme minimal M4 est

scindé a racines simples sur R. Ainsi
VX eK, My(X)=(X+1)(X-1).
D’une autre co6té, comme A est diagonalisable, il résulte que m (—1) =2 et m (1) =1 et
Pyi(X)=—(X+1)*(X -1).

Exemple 2.13. Considérons la matrice de .Z5 (R)

3 0 8
B=1 3 -1 6
2 0 -5

Le polynéme caractéristique de B est
Ps(X)=(-1-X)".

Sp(B) = {—1}. Si, on suppose que A est diagonalisable, alors son polyndéme minimal est
scindé a racine simple, c’est-a-dire, I'expression du polyndéme minimal est (X + 1), mais
la matrice B + I3 # 03. Cela nous conduit a dire que B n’est diagonalisable, alors le
polynéme minimal ne peut étre que (X + 1)® ou (X + 1)% Comme (B + I3)* = 0, alors

Mp (X) = (X +1)2

Proposition 2.19. Soit f € L(F). f est nilpotent si et seulement si son polyndéme

minimal My (X) = X" pour tout X € K.

Démonstration. Soit f € L (E) et My son polynéme minimal.

Si f est nilpotent d’indice r, alors pour tout X € K f"!1(X) # 0 et f7(X) = 0, alors
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le polynéme P (X) = X" est un polynéme annulateur de f, donc M, divise P. Ainsi, il
existe r’ € N, tel que M, (X) = X" avec r’ < r et par minimalité de l'indice r, on en
déduit que r = r'.

Si M; (X) = X", alors My (f) = f~ = 0. Par minimalité de M;, on a f"~' # 0, il résulte

que f est nilpotent d’indice r. O]

2.7 Réduction de Jordan

2.7.1 Sous-espace caratéristique

Définition 2.16. (Sous-espace caractéristique) Soient f un endomorphisme de E et P

son polynéme caractéristique scindé sur K tel que

Pr(z)=(—1)"(X = A)™" (X = A)™ (X = A\)™

ol Ay, ..., A, sont les racines deux a deux distinctes de Py. Le sous-espace caractéristique

de f pour la valeur propre \; est

Ny = (f = Mdg)™ .

Lemme 2.12. (lemme des noyauz)([5]) Soit f un endomorphisme de E. Soient Py, Ps

deuz éléments de K [X] premiers entre eux. Alors :

ker (PP (f)) = ker (P1 (f)) @ ker (P2 (f)).

Plus généralement, soient Py, ..., P, des éléments de K [X]| premiers entre eux. Alors

ker (Py, ..., P.) (f) =ker (P (f)) @ ... @ ker (P.(f)).



62 CHAPITRE 2. REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME

Théoreme 2.13. Soit f un endomorphisme de E tel que son polynome caractéristique
Py est scindé sur K. Notons Py (x) = (X — A)"™ (X = XA)™ (X = A\)"™ et, pour 1 <
1 <1, N; le sous-espace caractéristique associé da la valeur propre X\;. Alors :

1. Chaque N; est stable par f.

22E=NDdN,D..DN,

Démonstration. 1. Soit x € N; = ker (f — \;Idg)™. On a (f — N\ Idg)™ (x) =0, donc
(f = Mlds)™ o f (z) = f o (f — AIdg)™ (x) =0,

d’ou f (z) € N;.
2. On a dans le polynéme P; les polynémes (X — A;)"™ sont premiers entre eux pour tout

i€{1,2,...,r}. Par le lemme des noyaux, on obtient
ker Py (f) = ker (f — MIdp)™ @ ... @ ker (f — A\ Idg)™

et d’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, on a P (f) = 0, donc ker Py (f) = 0, par
conséquent

E=N &Ny ®...DN,.

3. Notons g; = fin, pouri € {1,2,...,7} et posons n; = dim (N;). Pour i # j, N;AN; = {0}.
Or E), C N;, donc la seule valeur propre possible de g; est \;. Le polynéme caractéristique

de g; est scindé et sa seule racine est la seule valeur propre de g;, c’est-a-dire \;. Ainsi,

P, (X) = (X — \)™. De plus,

(X =A™ (X =A)™" =P;(X)=P

g1

(X)..P,

ar

(X) = (X = A)™ oo (X = A)™

D’ou, en identifiant les exposants des facteurs irréductibles, n; = dim (N;) = m; , pour

ie{l,2,..,r} O
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Théoréme 2.14. (Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent) Soit g un endo-

morphisme nilpotent. Alors il existe une base B de E dans laquelle la matrice de g a la

forme
0 6 O 0
0 0 0
M(@)g=1|: . . - : avec Vi € {1,2,...n—1}, 6; € {0,1}.
On—1
0O 0 ... 0 0

Démonstration. Soit r € N* lindice de nilpotence de ¢g. Pour tout ¢ € N, on note
N; = ker (¢").

On divise la preuve en quatre parties :

1) D’apres le lemme 2.5, on a

H{0}=No &GN C..C N1 &N, =E.

(ii) Pour chaque i € {0,1,2,...,7}, g (Ei—1) C E;.

2) Dans cette partie, nous montrerons ’existence des sous-espaces vectoriels G, Ga, ..., G, Hy, ...

vérifiant :

(i) Pour tout i € {1,2,....,7}, N; = G; ® H,.

(ii) Pour tout i € {1,2,....,7 — 1}, g g : Gix1 — N; est injective.

(iii) Pour tout ¢ € {1,2,...,7r — 1}, G; = g (Gi11) © H;.

Soit GG, un supplémentaire de N,_; dans N,., telle que N, = G, ® N,_;. On a
(ker (9)) NG, =N, NG, C N._1NG, ={0}
9(Gr) Cg(N;) C Noy

donc g : G, — N,_; est injective.

g (G,)NN,_o = {0}. En effet, soit v € g (G,)NN,_o. Il existe z € G, tel que g (z) = v, et on
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a0=g"2@w)=g"1(2),donc z € N,_; NG, = {0}, par suite y = 0, dott v = g (2) = 0.
On a donc g (G,) ® N,_2 C N,_;. Il existe donc un sous-espace vectoriel H,_; de N,_;
tel que ¢g(G,) ® N,_o @& H,_1 = N,_;. Si on pose G,_; = ¢g(G,) @ H,_1, on a donc
N, 1 =G, 1®F, 5, et g: G, — N,_; est injective.

Par conséquent, (i), (ii) et (iii) sont démontrés pour ¢ = r. Maintenant, nous allons
démontrer pour i € {1,2,...,r — 2}, par une récurrence descendante. Supposons que le

résultat est vraie pour i + 1 € {2, ...,7 — 2} et prouvons le pour .

On a

(ker (g)) N Gi+1 = Nl N G/L'Jrl C N,L N Gi+1 = {O}

9(Git1) C g (Nipa) CN;

donc g : G;11 — N; est injective.

g (Gis1)NN;—1 = {0}. En effet, soit v € g (G;11)NN;_1. lexiste z € G4 tel que v = g (2).
Or v € N;_; donc 0 = ¢"! (v) = ¢* (2), donc z € N; NG,y = {0}, cela signifie que z = 0,
douv=g(z)=0.

Alors, g (Giy1) N N;—1 C Ny, donc il existe un sous-espace vectoriel H; tel que g (Gi1) @
N;_1®H; = N;. On pose G; = g (Gi11)DH;, de sorte que N; = G;®N;_q et g : Gy — Gy
est injective.

Les sous-espaces vectoriels G,,...,G1 et H,_q,..., H; sont ainsi construits de proche en
proche.

Les propriétés (i) et (iii) pour indice ¢ = 1 sont

ker (9) = N1 = G1 @& Ny = G1 & {0} = Gy,

G =g(G2) ® Hy.
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Alors, la suite Gy, ..., G, vérifie

E=G &G _1®..3dG,,

G1 = N; =ker(g),

Pout tout i € {2,....,m}, g: G; — G,_1 est injective.
Soit B; = (€51, ..., €i.m;) une base de G;. Comme g : G; — G;_; est injective et d’apres la
propriété 1.4, (g (€;1) , ..., g (€im,)) est une partie libre de G;_1, donc on peut la compléter

en une base de GG;_1 qu’on note B;_| = (61'—1,1, e €i—1,mi,1), alors on a

Vi€ {1,2,..,mi}:oei1;=glesd).

B, 1 = (ei,m, ---7ei71,m¢,1) une base de G;_;. Comme g : G;_; — G;_5 est injective,
alors (g (€i—11) -G (ei_lvmi_1)> est une partie libre de GG;_12, donc on peut la compléter

en une base de GG;_» qu’on note B;_, = (67;,271, e 6171,m¢,2>, alors on a

\V/j € {1,2, ...,mi_l} . GZ‘_QJ‘ =g (Gi_l,j) .

Ainsi par induction, pour tout ¢ € {2,...,r}, a partir d’une base B; = (e; 1, ..., €i.m,;) de G;

on obtient une base B,_; = (ei_lvl, ey ei_l,mifl) de G;_1, telle que

Vi€ {1,2,...mi}, eii1;=g(ei ).

Ona B =G ®G8...8G,, alors B = U,_,*B, forme une base de E. Ecrivons les éléments

de B dans le tableau suivant :

Gr 67“71 te er;mr

Gr—l €r—11 | " €r—1;m, s €r—1;m,_1

Gl 6171 .« .. el,mr DY 617mr_1 ... ... 617m1
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4) En utilisant le tableau précédent, pour chaque k¢ colonne de bas en haut, nous

obtenons un nouvel ordre (lk,l, e l;m].) des vecteurs de cette base et on aura

g (lk,l) =0,
g (lk7d) = lkz,d—la pour de {2, e TL]'} .

Par conséquent, La base B (lm, o lk,nj) convient pour le théoreme. O

Théoréme 2.15. (Réduction de Jordan d’un endomorphisme). Soit f un endomorphisme
de E dont le polynome caractéristique Py est scindé sur K. On suppose que Py (X) =
(=D)" (X = A)™ (X =)™, ot Ap, ..., N\, sont les racines deux d deux distinctes de
Py. Alors il existe une base B de F, appelée base de Jordan de f, dans laquelle la matrice

J de f, s’écrit sous la forme suivante :

Ji 0 0
0
J=M(f)y =
0 0 J
ot pour tout i € {1,2,...,r}, on a
Aio v 0Ll 0
0 N
Ji = 0 € My, (K)
Vim,_s
0O ... ... 0 Yy

avec pour tout (i,7), v;; € {0,1}

Démonstration. Pour tout i, on note N; = ker (f — \;Id)"™ les sous-espaces caractéris-

tiques de f. Ona E = N; @& Ny ® ... & N, et les N; sont stables par f. Pour tout i, on
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pose fi = fin, . Ona f € L(N;) et (fi —NId)" =0, donc n; = f; — \;Id est nilpotent.

D’apres le théoreme précédent, il existe donc une base B; de N; telle que

0 Vi1 0 ce 0
0
M (ni)B =
Viri_q
0 R 0
donc

)\i Vi1 0 ce 0
0

M (fi)g, = M (Nildn, + ni)g,

Viris

avec pour tout j, 1 < j <r;_j, v € {0,1}. Comme F = N; & Ny & ... & N,, on voit que

B = (By,...,*B,) est une base de E et que

d’ott le résultat en posant, pour tout 4, J; = M (f;)y, . ]
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Remarque 2.7. Il se peut que

Ao 10 0
0
Ji = 0
1
0 0 N

la matrice J; est appelé bloc de Jordan. Si J; est d’ordre 1, on écrit J; = (N;).

Corollaire 2.16. Pour toute matrice carrée A de #,,(C), il existe une matrice de Jordan

J et il existe une matrice inversible P | telles que A = PJP™!,

2.7.2 Technique de jordanisation d’un endomorphisme

Pour trouver la réduite de Jordan d’un endomorphisme f € L (FE) (ot d’une matrice
My, (K)), ainsi q'une matrice de passage, on peut suivre les étapes suivantes :
e Calculer le polynome caractéristique et les valeurs propres de A.
e Pour chaque A € Sp(A), calculer le sous-espace propre F\ = (A — AI,,) et trouver une
base de E). Le nombre de blocs de Jordan associés a A est dim E) et qu’il y a au moins
un bloc de Jordan son ordre est égal a l'ordre de multiplicité /; de A dans le polynéme
minimal et chaque autre bloc a d’ordre inférieur ou égal I'ordre de multiplicité ;.
e Pour chaque vecteur propre de la base de E), on construit le bloc de Jordan associé :
— Si vy € F) est un vecteur propre de la base de F), alors on cherche v, € K" tel que
(A= M,) vy =0y,
— Puis on cherche ¢’il existe v3 € K" tel que (A — \I,,) v3 = vy.

— On arréte le processus lorsqu’il n’y pas de solution.
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— Omn a Avy = Ay, Avy = v1 + Mg, ..., Av, = v, 4.
— Donc, dans le sous-espace engendré par (vq, vs,...,v,), la matrice associée a A, dans

cette base, est exactement le bloc de Jordan :

Avy Avy ... Av,

(%1 A 1 0 ... 0

(%) 0 A 1
J1: 0
1
v, L O 0 ... 0 A

— On peut aussi savoir quand s’arréter en utilisant le fait que le bloc de Jordan est
toujours d’une taille p inférieure ou égale a ’ordre de multiplicité de A comme racine du
polynéme caractéristique (et méme du polynéme minimal).

e On recommence avec v{, un autre vecteur de la base de E) : on construit v}, vj, ... ce
qui conduit a un autre bloc de Jordan pour la valeur A. On procede ainsi de suite pour

tous les vecteurs de la base de E\ et ensuite bien siir pour les autres valeurs propres.

Exemples 2.1. I. Soit f endomorphisme de R? associé¢ & la matrice A dans la base

canonique :

Déterminons sa réduite de Jordan J et une matrice de passage telle que J = P~1AP.

1) Tout d’abord, on calcule le polynéme caractéristique de f :

Pr(A) = Pa(N)
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= 21 ) -1 |=A=D

0 -1 1-2A

Donc Sp (f) = {0,1}.

2) Déterminons les sous-espaces propres :

Pour A =0, Ey = ker (A) = {v = (z,y,2) € R3: Av = 0}, alors le sous-espace propre E
est engendré par le vecteur v; = (1, —1, —1). Comme dim Ey = 1 et U'ordre de multiplicité
de A =0 est 1, alors, on a un bloc de Jordan d’ordre 1 associé a la valeur propre 0.

Pour A = 1, B, = ker (A—13) = {v=(,y,2) € R®: Av =}, alors le sous-espace
propre E; est engendré par le vecteur vy = (—1,0,1). Comme dim Fy = 1 et U'ordre de
multiplicité de A = 1 est 2, alors, on a un bloc de Jordan d’ordre 2 associé¢ a la valeur
propre 2.

3) On cherche un vecteur vs tel que (A — I3) v3 = vy. Si vz = (2, v, 2), alors

0 1 0 z 1

(A-DB)oy=ve <= | —1 -1 —1 v =1 o
0O -1 0 z 1
y=-—1

z=—x+1

En prenant par exemple x = 0, on aura vs (0, —1,1).

4) On détermine la matrice de Jordan :
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Dans la base, (vy,vq,v3), on a Av; = Ovy, Avy = vy et comme (A — I3) vz = vy, alors
Avg = Vg + V3.

La matrice associée a A dans la base (vy, vz, v3) est donc :

AU1 AUQ A’U3
() 0 00
J =
U2 011
U3 0 01

o J = P7'AP et P est la matrice de passage de la base canonique de R? & la base

(v1,v9,v3) telle que

1 -1 0 -11 -1 -—-11
P=1_1 0 -1 etona Pl'=| _9 _1 1
-1 1 1 1 0 1

0 1 11
-1 2 0 2
A=
0 010
0 001
1) Le polynoéme caractéristique de A est :
-\ 1 1 1
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La matrice A possede une seule valeur propre A\; = 1 d’ordre de multiplicité 4.
On calcule les vecteurs propres associés a A\;. Alors

ker (A—1;) = E; ={V = (2,y,2,t) e R*: AV =V}

—rx+y+z+t=0
—r+y+2t=0
puis
X=y+2t

YeR

Alors, By = {(y +2t,y,T,T), y,t} ={y(1,1,0,0) +¢(2,0,1,1)}. Le sous-espace propre
E; est engendré par les deux vecteurs libres v; = (1,1,0,0)", v, = (2,0,1,1)". Comme
dimE, = 2 < dimR*, A n’est diagonalisable. Ainsi dim F;, = 2 et comme l'ordre de
multiplicité de la valeur propre A = 1 dans P4 () est 4. Il y’a donc deux blocs de Jordan
a la valeur propre 1, il reste a déterminer ’ordre de chaque bloc.

2) Déterminons la matrice de Jordan :

On cherche un vecteur v € R3 tel que (A — I3) = vy. Pour v = (2,9, 2,1), alors

—rtytztt=2

—r+y+20=0
(A—I)v =10y =

0=1

0=1

Le systeme (A — I;)v = vy n’a aucune solution, alors le processus pour le vecteur v,

s’arréte la. On passe au vecteur propre v; et on cherche un vecteur v3 € R* tel que
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(A — I4) v3 = v;. Pour vs (z,y, 2,t), on a

—r4+y+z+t=1
—r+y+2t=1
(A—]4)U3:U2<:>

0=0
0=0

reR

=1+z—2t
e
z=1t
teR

En prenant par exemple z = 0 et ¢t = 0, on choisit v3 = (0,1,0,0). On obtient un bloc de
Jordan d’ordre 1.
On continue le processus avec vz, on cherche un vecteur v, € R?* tel que (A — I;) vy = v3.

Pour vy = (z,y,2,t), on a

—r+y+z+t=0
—r+y+2t=1
(A—I4)U4:’U3(:>

0=0
0=0

reR

y=1+x—-2t

<
z=1t—1
teR

En prenant par exemple z = 0 et ¢t = 0, on choisit vy = (0,1, —1,0). Donc, on a un bloc

d’ordre 3.
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On a Avy = vy, Avs = v1 + v3, Avy = v3 + vy, Avy = v9.

La matrice de g dans la base (v, vs, v4, V) est

1100
0110
J—
0 010
0 001
tel que J = P~1AP, ou

1 0 0 2 1 0 0 =2
11 1 0 -1 1 1 1

P= et Pl=
00 —1 1 0O 0 -1 1
00 0 1 0 0 0 1




Chapitre 3

Applications de la réduction

3.1 Puissances d’une matrice carrée

Propriété 3.1. Soient Ay, ..., \, € K, alors pour tout k € N

k

A0 0 Ab 0 0
0 Ao 0 A

0 0
0 0 A 0 Ak

Démonstration. On démontre par récurrence
Propriété 3.2. Si A, D € 4, (K), P € GL,, (K) et D est diagonale, alors
VkeN: A = pDFpP'.

Démonstration. On établit par récurrence la propriété pour tout k£ € N.
Initialisation : La propriété est vraie pour car A = PD°P~1 =],

Hérédité : Soit £ > 0. On suppose que A¥ = PD*P~1 alors

AN = A AF = (PDP) . (PD*PY) = P.DM P,

5
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L’hérédité est établie.

La propriété est ainsi établie pour tout entier k£ > 0. O

Exemple 3.1. Considérons la matrice réelle

10 0
A=1 8 0 -8
9 0 8

La matrice A possede trois valeurs propres distinctes 8, —1 et 0. Les sous-espaces propres
associés sont Fg = Vect (v1 (0,—1,1)), E_; = Vect (vy = (—1,16,1)) et Ey = Vect (v3 = (0,1,0)).

Si P est la matrice de passage de la base canonique de R? & la base (vy, v2, v3), alors

s

I

|
—_
—_
D
—_

1 1 0
et
1 01
P=1 10 0
17 11
8 0 0

Alors A= PDP ' telleque D=| ¢ —1 o |- Pour tout n € N,

(—1)"*24+170 0 0
A"=PD"P™ = | _16(—1)"+17 —8" 0 -8~

(1" 4178 0 8"
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Proposition 3.1. (Formule du binéme de Newton) Soient A et B deux matrices de
My, (K) qui commutent c’est-a-dire tels que AB = BA. Alors, pour tout entier naturel p,
supérieur ou égal a 0, on a la formule

p p
VpeN, (A+BPr =% (Z) AbBrt = $° (Z) AP~k B

k=0 k=0

p P!
Ok = = eth<
T Mp— k) © b

Démonstration. On procede par récurrence pour la premiere égalité. Soit H(p) la propo-
sition

(A+ By = i (i) Ak Pk,

k=0

Au rang p = 0, les deux membres de 1’égalité sont égaux a la méme matrice : I,,.

Soit p € N. Supposons que la proposition H(p) soit vraie. Alors :

(A+ Bt = (A+ B)’(A+ B)

Ak+1BP k + Z <p>A Bp+1—k
k=0 k

K=kl p Ak ppti-k EP: b Ak g1k
k' —1 = \k

p L p p _ p
— Ap+lBO AkBp—H k AOBp—H
e £ 10) () e )

k=1

_ <p + 1) AerlBO + Zp: (p + 1) AkBerlfk + <p + 1> AOBp+1
p+1 =\ k

+
_ Z p+1 Ak g1k
k
donc la proposition H(p + 1) soit vraie. On conclut par le théoréme de récurrence.

La seconde égalité s’obtient par changement de variable (k' = p — k) et avec la relation



78 CHAPITRE 3. APPLICATIONS DE LA REDUCTION

de symétrie des coefficients binomiaux :

(0-620)

Théoréme 3.1. (décomposition de Dunford) Soit f un endomorphisme de E tel que son
polyndme soit scindé sur K. Alors il existe un unique couple (n,d) de L(E) x L(E) tel
que :

i) n est nilpotent et d est diagonalisable,

i) f=n+d,

i) nod=don.

Remarque 3.1. d et n sont des polynomes en f. Si K = C cette décomposition existe

toujours.
Le théoreme précédent peut encore s’écrire :

Théoréme 3.2. Pour toute matrice A € M, (K) ayant un polynéme caractéristique
scindé sur K, il existe une unique matrice N nilpotente et une unique matrice D diago-
nalisable telles que

A=N+Det ND = DN.

3.2 Calcul de ’exponentielle d’une matrice

On consideére I'application N de ., (K) dans Rt qui associe & chaque matrice A le réel

positif N (A) qu’on note parfois ||A|. Cette application est dite norme sur ., (K). Si

A= (ai7j)1<ij<n, on peut considérer

[Al= > Jaiyl.

1<i,j<n
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Alors Pour tout A € 4, (K) et pour tout B € ., (K), ||[AB| < ||All | B] -

Remarque 3.2. On rappelle qu'une suite (4,),, € 4, (K) est dite de Cauchy, si pour

tout € > 0, il existe NN, tel que

VneN, VmeN, (n>N.etm > N,) = ||A, — Al <e.

3.2.1 Exponentielle d’une matrice

La fonction exponentielle est de classe C'™ sur R et avec l'utilisation de la formule de

co ™

Maclaurin, on peut montrer que pour tout z € R, exp (z) = 307, 7.

ZTL

De méme, exp (2) = Y02, %7 pour tout z € C.

Proposition 3.2. Soit A € 4, (K). La suite (U,) définie par U, = ZZ:OA;?T est

neN

convergente.

Démonstration. Soient p € N, ¢ € N et p > ¢, alors

A P T
||Up_Uq||: Z ﬁ < Z Ll
k=q+1 k=q+1
A[* LA]*

Or la série Y230, 14

= tend vers 0, lorsque p et g tendent

est convergente, donc Zi:q 1
vers +00, par conséquent ||U, — U,|| — 0 quand p, g — +00, alors (U,),, o est une suite

de Cauchy. D’ou, le résultat.

Définition 3.1. Soit la matrice A € ., (K). L’exponentielle de A est définie par
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Exemples 3.1. 1) Si la matrice A € ., (K) est diagonale avec

A 0O ...00
0
A —
0
0 0 A,
alors
eM 0 0
0
et =
0
0 ... 0 e

2) Si A est une matrice nilpotente d’indice r, alors on a

r—1 Ak
a4 A
CEX
k=0 ""*

Définition 3.2. (Produit de Cauchy) Etant donnée deux séries 3 u, et > vy, on définit

leur série produit comme la série de terme général

n
Wy, = Z UpUp—k -
k=0

Théoréme 3.3. [3] Soient > u, et > v, deuz séries numériques convergentes, de somme
S et T respectivement. Supposons que l'une au moins de ces deux séries soit absolument
convergente. Alors la série produit est convergente et a pour somme le nombre ST. Si
les deux séries > u, et Y v, sont absolument convergentes, la série produit aussi est

absolument convergente.

Proposition 3.3. Soient A et B deux matrices de ., (K), telles que AB = BA, alors

on a

exp (A+ B) =exp (A)exp(B).
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Démonstration. Soient A et B deux matrices ., (K). D’apres le théoreme 3.3, la série

0 % converge et que exp (A+ B) = Y2 (Atf)n, puis on a
> (A+B)"
— n!
= i k= z": nilApB”_p (loi du binome)
—on! \;=pl(n—Dp)
Ol Paberet
B n=0 \p=0 p! (TL _p)!

— (i An) (i Bn) (produit de Cauchy)

|
n=0 n: n=0

= exp (A) exp (B).

Le résultat suivant est une conséquence de la proposition 3.3.
Lemme 3.4. Soit A € 4, (K). Alors exp (A) est inversible d’inverse exp (—A)

Proposition 3.4. Soient A et B deux matrices de .4, (K) et P une matrice de GL,, (K)

telles que A = P~'BP. Alors,

exp(A) = P~ exp(B)P.

Démonstration.
n Ak
exn(4) = Jim 3 G
B " (P~1BP)"
= Jm kz::O il
n p-lpkp
- nggloo];) Ll
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]

Proposition 3.5. Soit A une matrice de ., (K) ayant un polynéme caractéristique
scindé sur K. Si on pose K[A] = {P (A) : P € K[X]}, alors K[A] est un K-espace vecto-
riel de dimension finie, avec dim (K [A]) = m, ou m est le degré du polyndéme minimal de

A.

Démonstration. On peut vérifier facilement que K [A] est un K-espace vectoriel. Soit M4
le polynéme caractéristique de A et soit B € K[A], alors il existe P € K[X] tel que
B=P(A).

Par T'utilisation de la division euclidienne de P par My, on a P = QM4 + R, avec
deg (R) < deg (Ma).

Soit m = deg (M), alors R = ap + oy X + ... + a1 X™ ! done B = apl + a A +
o Q1 AL avee @, ag, ., 1 € K On en déduit done que {1, A, ..., A™~1} est une
partie génératrice de K[A], de plus si on suppose que apl + a1 A + ... + a1 A™1 =0,
alors R(A) = 0, par suite My divise R, avec deg (R) < deg(M4,), donc R = 0 et par
conséquent, ag = a1 = ... = a1 = 0. D’ott (I, A, ..., A" 1) est une base de K [A], donc

dim (K [A]) = m. O

Corollaire 3.1. Pour toute matrice A de .4, (C), 'exponentielle d'une matrice A est un

polynome de A.

Démonstration. Soient A € ., (C), (Ay)ey la suite définie pour tout k& € N par Ay =

EoAr
n=0 n! *

On a exp (A) = limy_,o A et pour tout £ € N, on a A, € C[A], avec C[A4] fermé, car
C [A] est un sous-espace de dimension finie, alors exp (A) € C [A], donc il existe P € C [X],

tel que exp (A) = P (A)
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Remarques 3.1. Soientt A € 4, (C), P4(X) = (X —A\)"™ (X — X)) .. (X = \)™
ol A1, Ag, ..., A, sont deux a deux distincts. Pour chaque ¢ € {1,2,...,7}, on pose

Py = Il jus (X = X)™, alors Pp, Py, ..., P, sont premiers entre eux, donc d’apres le
théoréme de Bezout, il existe Q1, Qo, ..., @, € C[X], tels que Q1P+ PoQ2+ ...+ P.Q, = 1.

1) pour tout ¢ € {1,2,...,r}, on a

(A= Nil)™ P (A) Qi (A) = Qi (A) Pa(A) =0.

Donc pour tout k > m;, on a (A — N\ 1,,) Q; (A) P; (A) = 0, par suite, on aura

(A= M) QAP () = (3 “‘,j”)@m )P (A).

k=0

On en déduit donc que pour tout i € {1,2,...,r}, on a

exp (A) Qi (A) P, (A) = exp (NI, + (A= N1,,)) Qi (A) P (A)

= e exp (A — NI,) Qi (A) P (A)

Or,on a @ (A) P, (A) + ...+ Q. (A) P. (A) = I,,, donc on a

exp (A) = exp (A) Q1 (A) Py (A) + ... + exp (4) @r (A) P (4)

par conséquent, on a

T (A = L)
exp (A) :Ze’\l Z 7( y )

1=1 k=0

Qi (A) Fi (A).

2) Pour tout ¢ € R, En substituant la matrice tA a la place de A, alors tA a pour valeurs
propres tA1, tAg, ..., tA,, donc donc on aura

roo R R (A — N
exp tA Ze’\t Z <k|)

=1 k=0

Qi (tA) P; (tA).
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3) Si A possede une seule valeur propre A, on a P4 (X) = (X — \)" et d’aprés le théoréme
de Cayley-Hamilton, on a (A — A\I,,)" = 0, ainsi A — A\I,, est une matrice nilpotente. Soit

r I'indice de nilpotence de A — \I,,, alors en remarquant que A = A\, + (A — Al,), on

aura
" (A=A,
eXp Z e Z ]{;)
i=1 k=0 :
donc, pour tout t € R, on a

TR (A )
exp (tA) =Y eM Y A= Ma) i )

i=1 k=0 :

3.3 Systeme différentiel du premier ordre

Définition 3.3. Un systeme différentiel homogene a coefficients constants est un systéme

d’équations différentielles s’écrivant sous la forme suivante :

13/1 (t) = a11T1 (t) + Q1229 (t) + ...+ aT, (t)

ZL‘; (t) = a921T1 (t) + a99X9 (t) + ...+ AonTyn (t)
(Sm)

/

z, (t) = apnxy (t) + apawa (t) + ... + apny (1)

ol pour chaque i € {1,2,....,n}, z; : J C R — C est une fonction inconnue de classe C*

et olt A = (ajj),, ;, est une matrice de ., (K).

Remarque 3.3. On pose
I (t)

i) (t)
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alors X : J C R — C" est une fonction inconnue de classe C* et le systeme (Sg) s’écrit

sous la forme matricielle suivante :

dX (t)
o = AX (1)
7 (1)
dX(t / x; (t)
ot W = X' (1) =
z,, (t)

Théoréme 3.5. La solution générale du systéme (Sp) est sous la forme X (t) = exp (tA) X,

ou Xog € K.

Démonstration. La fonction X (t) = exp (tA) Xy est solution du systeéme (Sg).

En effet, X' () = Aexp (tA) Xo = AX (2).

Réciproquement, on la fonction Y définie par Y (t) = exp (—tA) X (A) est dérivable et
Y'(t) = —Aexp (—tA) X (t)+exp (—tA) X' (t) = —Aexp (—tA) X (t)+Aexp (—tA) X (t) =
0, donc Y est constante, alors Y (0) = X (0), et si on note X (0) = Xj, on obtient

X (t) = exp (tA) Xo. O

Corollaire 3.2. Soient X, un vecteur de K™ et ¢, € R, la fonction X (t) = exp (t — to) Xo

est 'unique solution de (Sg) qui vérifie X (t5) = Xo.

Démonstration. La preuve de ce résultat découle du théoreme 3.5. O

Théoreme 3.6. (Cas diagonisable) Soit A € #,, (R) une matrice diagonalisable. On note
(Vi, ..., Vi) une base de vecteurs propres et (A1, ..., \,) les valeurs propres correspondantes.

Alors les fonctions X; (t) = e*'V; forment une base de l'espace des solutions du systéme

(Su)-
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Démonstration. En vertu du théoréme 3.5, pour tout i € {1,...,n} les fonctions X; (t) =
etV sont des solutions du systeéme différentiel.

Soient aq, ..., a, € R tels que

a1 Xy (t) + ... + a, X, (t) = 0 pour t € R.

Sit =0, cette égalité reste vraie et comme X; (0) = V; pour tout 7 € {1,2,...,n}, alors

aVi+..+a,V, =0.

Comme (V4, ..., V,) est un systéme libre, on obtient

ar = ...=a, = 0.

D’ou (X1 (t),..., X, (1)) est une base de l'espace des solutions.

Soit P la matrice dont les colonnes sont les vecteurs Vi, ..., V,,. Alors la matrice P71 AP =
D est diagonale.

e Soit X (f) une solution du systeme différentiel (Sp). La matrice de passage P étant

inversible, on note Y = P7'X (donc X = PY). Alors

Y'=P'X' = P'AX = P"'APY = DY.

Ainsi Y est la solution d’un systeme différentiel diagonal :

yy (1) = Ay (t)

Yy (1) = Aoy (t)

!/

Yn (1) = Ann (1)
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/

Y1 (t) Y1 (1)
Y (t) Y (t)
avec Y (t) = et Y/ (t) = ’
Yn () Y (1)
k’1€>\1t
k26)\ét
DouY () =
kneAnt

Comme les colonnes de P sont les vecteurs Vi, ..., V,,, alors

X (1) = PY (t) = ki e™'Vi + .+ kpe™'V,.

Par conséquent, n’importe quelle solution X (t) est combinaison linéaire des X; (t). Ainsi
la famille (X7, ..., X,,) est génératrice de 'espace des solutions.

D’ou (X1, ..., X,,) est une base de solutions. O

Exemple 3.2. On veut résoudre le systeme différentiel X’ (¢) = AX (¢) avec Xy = X (0)

ou
3 0 —1 1
A= 2 4 2 |[eXo=| 2
-1 0 3 3
Les propres de A sont A\ = 1, Ay = —2 et A3 = 5. Les vecteurs propres associés sont
1 0 1
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La matrice de passage de la base canonique du R? & la base (Vi, Vs, V3) est

Alors A = P7'DP telle que

On pose X = PY, alors Y = P71 X et Y/ = DY, ainsi la solution du systéme

yy (t) =y (¢)

Yo (1) = —2us (¢)

vs () = 5ys (¢)

d’ou
ket
Y (t) = | kye 2 |, ki k2, k3 €R.
kgedt
e 0
Alors, nous obtenons les solutions X (t) = e'Vy = | ¢t |, Xo(t) = e Vo = | -2t |,
et e 2
65t
X3(t) = V3 = | o5t | d’ot les solutions du systéme X' (t) = AX (¢) sont donc les
0

fonctions de la forme

X (t) = PY (1) = k1. X1 () + ko X () + ks X3 (1) .
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On cherche la solution qui vérifie X (0) = Xp.

ki + ks

X (0) = lel (O) + kQXQ (O) + k3X3 (O) = kl + k2 + kS

ky + ko
On a
1
XO = 2
3
alors
k’l + kg - 1
ki+ko+ks=2 -
]{31 + /{2 =3
On obtient ky = 2, ky = 1, k3 = —1. Ainsi 'unique solution qui vérifie le systeme et
X (0) = X, est
2€t _ 6515



Chapitre 4

Exercices

Exercice 4.1. Trouver les couples (z,y) dans C? tels que la matrice

z 1 1
A=11 y 1
111

admette le vecteur | 9 | pour vecteur propre.

3

Solution 4.1. On détermine trois réels x, y et la valeur propre associée A tels que

1 11 3 3
On a donc
r 1 1 1 ) 1
Ly 1| x| 2= 2y+4 =22
1 11 3 6 3

90



On en déduit

d’ou

rT+5H=A\
2u+4 =2\
3N=06
r=-3
y=20
A=2

91

Exercice 4.2. Soit ¢ 'endomorphisme qui a pour matrice dans la base canonique de C*,

02 _12

I, O,

En appliquant la définition, montrer que ¢ et —i sont des valeurs propres de ¢ et déterminer

les vecteurs propres associés.

En déduire tous les sous-espaces propres de A. (O et Iy sont respectivement la matrice

nulle et la mtrice identité de My (C) ).

Solution 4.2. On cherche le vecteur V = (z,y, z,t)" tel que AV = iV. Alors

00 -1
00 O
1 0 0
01 O

0 x
-1 y
0 z
0 t
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puis
z = —ix
t = —1iy
T =12
y =it
donc
T =1z
y =it

Le sous-espace propre associé a la valeur propre i est E; = {(iz,it, z,t), z,t € C} =

{2(i,0,1,0) +¢(0,4,0,1), z,t € C}, alors E; est engendré par les deux vecteurs propres

) 0
0 1
Vi = et Vo =
1 0
0 1
Avec, la résolution du systeme AV = —iV, on obtient que le sous-espace propre E_;

associé a la valeur propre —i engendré par les deux vecteurs propres V3 =

Exercice 4.3. Soit A € M,, (K) une matrice invesible.

1. Si A est une valeur propre de A, alors A\ # 0.

—1

. et
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2. 510 ¢ Sp(A), exprimer le polynome caractéristique de A~! (inverse de A) en fonction

de celui de A.

Solution 4.3. 1) Voir la propriété 2.1.
2) On rappelle que det (A1 A) = 1 = det (A7!) det (A). Soit A € K une valeur propre de

A1 alors

Pyr (A) =det (A™M = AL,) = det (A" — \A7"4A)

= det ()\Al (i[n - A>>

— det (A7) det (il" _ A)

— —Adet (A7) det (A _ i]”>

- (5)

Exercice 4.4. Soit T : R? — R3 I’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique

B est :

1. Déterminer les éléments propres de T'.
2. Trouver une base B’ de R? formée de vecteurs propres de T

3. Donner la matrice de T dans B'.
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Solution 4.4. 1. On calcule le polynéme caractéristique de A.

1—A
Pa(\) = 3

6

-3

—5—A

3
3
4— )
3 3 3 3 =5—-AX
+3 +3
4— X 6 4—A 6 —6

= (1= A) (=24 XA+ X)) +3(=6—3)) +3(12+6))

S (I=NE2HNA =N =92+ N +18(2+N)

=2+ N [ =N (1) +9— 18]

= -2+ (M -21-38)

= —(2+ N4+ ).

ANeSp(A) <= P1(N)=0<= ) =—-20u =4

On détermine les sous-espaces propres :

E_ o ={V =(z,y,2) e R®: AV = —2V}. Alors, la résolution du systéme AV = -2V,

nous donne

rT=1Y—2z
yelR

zeR

Alors E o = {(y — 2,y,2) e R®: AV = =2V} = {y(1,1,0) + 2 (—1,0,1)}, donc (Vi, V3)

est une base du sous-espace propre E_s associé a la valeur propre A = —2 telle que
1 -1
Vi=| 1 |etVa=| o

0 1
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Pour A =4, By = {V =(z,y,2) e R*: AV =4V} = {y(1,1,2), y € R}. Le vecteur
1

libre V5 = | 1 | est une base du sous-espace propre Ej.

2
2. Une base de R? formée de vecteurs propres Vi, Vs, Vs de T, alors B’ = (V1, Va, V3).

3. Soit la matrice

alors, P est la matrice de passage de la base canonique de R? & la base B’. Donc, la matrice

de T dans la base B’ est

-2 0 0
D=PAP'=| o _9 o
0 0 4
avec
_1 3 _1
2 2 2
Pl=|_1 1 o
11 1
2 2 2
Exercice 4.5. On considere la matrice
1 -1 0
B = a 1 1 9 a < R
0 14+a 3

1. Déterminer a pour que 2 soit valeur propre de B.

2. Montrer alors que B est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.
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Solution 4.5. 1. On calcule Pg (\) le polynéme caractéristique de B.
P (X)) =det (B — \I3)
=N +5X2 -6\ +2a+2.
Alors
2€ Sp(B)<= P3(2)=0

—a=—1.
2. Poura =—1,0ona Pg(A\) =—-A(3—X)(2—A). Donc B possede trois valeurs propres
distinctes 0, 2, 3 ce qui signifie que B est diagonalisable.
On détermine les sous-espaces propres de B.
Ey =ker (B) ={V = (2,y,2) €e R®: AV = 0}, alors

r—y=20 reR

3,2: z:o

et on implique que Ey = Vect | V1 = | 1

0
Ey =ker (B2I3) ={V = (z,y,2) e R®: AV =2V}

—x—y=0 relR

Ey=Vect | Vo= 1



97

Un calcul de la méme maniere, nous donne F3 = Vect [ V3 =] _9

-3

Alors, les vecteurs propres Vi, Vs, Vs forment une base de R3. Si on désigne par P a la

matrice de passage de la base canonique de R?® & la base (Vi, V3, V3), on aura

0 0 -3
000 5 5 3
et la matrice D =P~ 'BP=| g 2 ¢ | on T -
00 3 0 0 I

1. Déterminer les valeurs propres de M, puis déduire que M est diagonalisable.
2. Déterminer une base de vecteurs propres et P la matrice de passage.

3. Ona D = P 'MP, pour k € N exprimer M* en fonction de D* puis calculer MP*.

Solution 4.6. 1. On vérifie facilement que Py (A) = —(1—A)(4+X)(2—A). Donc Sp (A) =
{1,2,—4}. Comme A admet trois valeurs propres distinctes, elle est diagonalisable.

2. Déterminons les sous-espaces propres.
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Pour A\=4,0ona E) =ker(A— L) ={V = (z,y,2) e R®: AV =V}

—x+2y—2=0 reR
AV =V <=1 32 -3y =0 = y==x
—2x+2y=0 z=
1
Alors By =Vect | VI =] 1q
1
4 2
On vérifie de la méme fagon que Ey = Vect | Vo = 3 et b_y=Vect | Vs =1 _3
-2 2

Les vecteurs propres Vi, Va, V3 forment une base de R?, la matrice de passage P de la base

canonique de R? & la base (V1, Va, V3) est

3.0naD=P1'AP=| o 2 o oﬁP‘lzg—& -5 0 5

0 0 —4 -5 6 1
Pour tout £ € N, on a
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et
—5.2H1 10 (—4)" —12412(—4)" —18+5.26+2 — 9 (—a)*
M* =PD'P™h = | 159k —15(—4)F —12—18(—4)" —18+5.28+2 4 3 (—4)*
52K — 10 (—4)F  —124+12(—4)" —18 — 5282 —2(—4)*
Exercice 4.7. Soit u 'endomorphisme de R? représenté dans la base canonique (eq, e, €3)

par la matrice

1. Calculer u (e2), u (€1 + e3) et u(e; — e3).
2. En déduire que u est diagonalisable et écrire la matrice de v dans une base de vecteurs

propres.

Solution 4.7. 1. On a

00 1 0 0
Aea=1|0 1 0 11=111
100 0 0

alors, u (ep) = eg, et cela signifie que es est un vecteur propre de u associé a la valeur
propre 1.

On trouve aussi u (e; +e3) = e;+ez et u(e; —ez) = —e; +e3 = — (e; — e3). Alors, e; +e3
est aussi un vecteur propre de u associé a la valeur propre 1, mais e; — e3 est un vecteur
propre de u associé a 1 a valeur propre —1.

2. L’endomorphisme u posséde deux valeurs propres distinctes 1 et —1 d’une coté. D’une
autre coté le sous-espace E; associé a A = 1 est de dimension deux et dim £_; = 1, alors

la matrice A diagonalisable.
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La matrice de passage de la base canonique de R3 a la base des vecteurs propres (e, e; + e3,€; — e3)

01 1
est P=|1 0 0 et la matrice de u dans la base (ey, €1 + €3, 61 — e3) est
01 —1
10 0
D=P1'AP=| 9 1 o
00 -1
01 0
on P7l=|1 ¢ 1
2 2
Lo -

Exercice 4.8. Soit m un nombre réel et f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans

la base canonique est

2—m m—2 m
1. Quelles sont les valeurs propres de f?
2. Pour quelles valeurs de m I’endomorphisme est-il diagonalisable ?justifier.

3. On suppose m = 2. Diagonaliser la matrice A.

Solution 4.8. 1. On calcule le polynéme caractéristique de A.
Pr(A)=(1—-=X)(2—-X)(m—A). Alors, Sp(f) ={1,2,m}.

2. On distingue trois cas.

Cas 1. Sim € R—{1, 2}, f admet trois valeurs propres distinctes, d’ou f est diagonalisable.

Cas 2. Sim = 2, on a P;(\) = (1—X)(2—\)° Dans ce cas, f est diagonalisable si
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la dimension du sous-espace propre Ey associé a la valeur propre 2 est égale a 2. Soit
V= (2,y,2) € R®
—r4+2=0 reR
f(V)=2V<=AV=2V<=1{ _p4+.=0 < { yeR -

0=0 2=

Ey = ker (f —2[dgs) = {(z,y,2), z,y e R} = {x(1,0,1)+y(0,1,0), z,y € R} d’ou

1 0
Ey =Vect(Vi,Vo)ou Vi =] o | et Vo= | 1 |, donc dim E5 = 2. Par conséquent, f
1 0

est diagonalisable.

Cas 3. Sim=1,0ona Pr(\) = (1-X)"(2-)). Soit V = (2,9, 2)

z=0 z € R

V)=V AV =V<={ p4y+:=0 < y=2

r—y=20 z=0

Ey =ker (f — Idgs) = {(z,2,0), z,y € R} = {2 (1,0,1), = € R}.
1

E, = Vect(Vy) ou Vo = | 1 [, donc dim E; = 1. Comme l'ordre de multiplicité de la

0
valeur propre 1 dans Py () est 2, f n’est pas diagonalisable pour m = 1.

3. On a vu que pour m = 2 '’endomorphisme f est diagonalisable et que ses vecteurs

propres sont Vj, Vi, V5, alors la matrice de f dans cette base est



102 CHAPITRE 4. EXERCICES

et la matrice de passage de la base canonique de R? & la base (Vi, Vs, V3) est

110
P=1101
010

avec A = PDP~! ou
1 0 -1
P=1 0 0 1
-1 1 1

Exercice 4.9. T) Diagonaliser les matrices suivantes :

1 0 2 0 3 2
a)A=10 50 [[D)B=| 2 5 2
30 2 2 =30
2 4 3
IT) Montrer que la matrice C' = | _4 _g —3 | n’est pas diagonalisable.
3 3 1
0 —1
IIT) Montrer que la matrice M = est non diagonisable dans R et diagonisable
1 0

dans C.

Solution 4.9. Pour les questions I) et II), on utilise la méme méthode de résolution dans
les exercices précédents.

IIT) Soit A € K, un calcul simple du polynéme caractéristique de C, nous donne Pg (\) =
AN+ 1

L’équation A>+1 = 0 n’a pas de solution dans R, mais elle admet deux solutions distinctes
7, —i. Donc, la matrice M ne posséde pas aucune valeur propre dans R, mais elle admet

deux valeurs propres distinctes dans C. D’ou le résultat.



Exercice 4.10. Soit A la matrice de M3 (R) telle que

1. Déterminer le polynome caractéristique de A.

2. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

3. Trigonaliser la matrice A.

Solution 4.10. 1. le polynome caractéristique de A :

103

(1—\)>.

2. On détermine le sous-espace propre associé a la valeur propre 1.

Comme A a une seule valeur propre et si on suppose qu’il existe une matrice inversible P

pour laquelle la matrice diagonale D = I5 vérifie A = PI3P~! = I3, ceci est faux, d’ou A

n’est pas diagonalisable.

Ou pourra aussi résoudre cette question avec la méthode suivante :

On détermine le sous-espace propre F; associé a la valeur propre 1.

E,={V =(2,y,2) e R*: AV =V}, alors

r—2z=0 r=2z
(mayaz)EEl — —x4+2=0 <~ y=—z
—y—2=0 z€R
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alors E est la droite vectorielle engendrée par le vecteur V; = | _1 [. Comme dim E; =

1 <m(1) =3, A n’est pas diagonalisable.
3. On cherche & construire une base B’ = (Vi, V5, V3) de R3, on a AV} = Vi, on essaye de

trouver un vecteur Vs tel que (A — I3) Vo = Vi. Pour Vs (z,v, 2),

(A-L) Vo=V« AL, =V, + 1]

2 0 -1 x r+1
— | -1 1 1 y | = | y—1
0 -1 0 z z+1
r—z=1
9\ —~r+z=-1 -
—y—z=
1
Si on prend z = 0, on trouve Vo = | _1
0

On cherche aussi un vecteur V3 = (z,v, z) tel que AV = V3 + V5, alors

2 — 2 r+1
AVo=Va+Vi<= | —zq4y+2 [=]| y-1
—y 2
r—z=
= —r+z=-1
—y—z=
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Si, on prend z = 0, on trouve V3 = |

0

La matrice de passage de la base canonique de R? a la base B’ est

1 1 1
P=1_1 11
1 0 0

et une matrice triangulaire supérieure T' vérifiant T'= P~ AP telle que T est formée des

vecteurs colonnes AVy, AV, et AV3 par rapport a la base 2B’ ¢’est a dire

-1 0 a+1
Ao=1 1 -2 0
-1 1 o

1. Factoriser le polynéme caractéristique P4, (X) en produit de facteurs du premier

degré.

2. Déterminer selon la valeur du parametre « les valeurs propres distinctes de A, et

leur ordre de multiplicité.
3. Déterminer les valeurs de o pour lesquelles la matrice A, est diagonalisable.

4. Déterminer selon la valeur de a le polynéme minimal de A, .
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Solution 4.11. 1. On calcule le polynéme caractéristique de A, :

—1-A 0 a+1 —1-A 0 a+1
Pau(M =] 1 —2-X 0 |[=|-1—-X =2—X 0
—1 1 a—A 0 1 a—A

—1-A 0 a+1

= 0 22—\ —a-1

0 1 a—A

=(-1=-N[(-2=N(a—=A)+a+1]

=—A+DN+2-a)A+1—-aqal

Le discriminant du polynéme A\? + (2 — a)A + 1 — a, A = a2, donc ce polyndéme a deux

racines distinctes \; = @=2=¢ —

5 a — 1. Alors,

—1 et Ay =2t =
Py (A) =—=A+1)*A—a+1).

2.0naSp(A)={-1,a—1}.

(i) Sia =0, Py, (\) = — (A + 1), Ay admet une valeur propre —1 d’ordre de multiplicité
égal a 3.

(ii) Si a # 0, A, a deux valeurs propres distinctes, l'une est —1 d’ordre de multiplicité
égal a 2 et I'autre est @ — 1 d’ordre de multiplicité égal a 1.

3.5ia=0,o0na Sp(Ay) = {—1} et m(—1) = 3. On suppose qu'il existe une matrice

diagonale D et une matrice inversible P telle que A = PDP~!. Dans ce cas
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Alors, A = P(—1I3) P7' = —1I3, ce qui n’est pas juste. Par conséquent, A, n’est pas
diagonalisable pour a = 0.
2.51a#0, Sp(As) ={—1,a— 1}, avec m (—1) = 2. Alors, on détermine le sous-espace

propre associé a —1. By =ker (A, + I3) ={V = (z,y,2), (A+ I3) V = 0}. Alors

(a+1)z=0 reR
(T, y,2) EE 1= 2 —y= 1 y=z
—z+y+(a+1)z=0 (a+1)z=0
On distingue deux cas : @« = —1, a # —1.

Pour a = -1, E_y = {(z,2,2) ,x,2 € R} = {z (1,1,0) + 2(0,0,1) }. donc
1 0

E 1 =Vect(Vi,Vo)ouVi =11 et Vo= ¢ |. Alors, m(—1) =dim E_; = 2, d’on

A_; est diagonalisable.

Pour o # —1, E_; = {(z,2,0),x € R} = Vect (V) ou V! = (1,1,0), donc dim E_; = 1 #
m (—1). D’ou A, n’est diagonalisable.

4. D’apres le théoreme 2.10, A, est diagonalisable sur R si et seulement si son polynéme
minimal m 4, est scindé a racines simples sur R. On a déja démontrait que A, est diago-
nalisable sur R si et seulement si « = —1. Donc, on a

- Pour « = —1, A, est diagonalisable, Aot ma_, (A\) = (A+1)(A—a+1) = (A+1)(A+2).
Pour a # —1, on distingue deux cas a = 0, o # 0.

Pour o = 0, P4, (A\) = —(A + 1) et comme Ay n’est pas diagonalisable, donc —1 n’est
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pas un racine simple de my,, alors

o o 1]({o o 1 111
A+I=|1 -1 0|l]1 =1 0|l=|=111|#0s
1 1 1)\=1 1 1 0 00

donc my, (A) = (V)°.
Pour a # 0, A, n’est pas diagonalisable et comme P4, admet deux racines, —1 un racine

double et & — 1 un racine simple, alors m4, = (A4 1) (A — a +1).

Exercice 4.12. Soit f et g les endomorphismes de R3 présenter respectivement par les

matrices suivantes :

31 -1 3 -1 1
A=1|11 1 B=12 0 1
20 2 1 -1 2

1) Montrer que les deux matrices A et B ne sont pas diagonalisables.
2) Sont-elles trigonalisables ? justifier
3) trigonaliser les deux matrices A et B.

4) Déterminer le polyné6me minimal de A puis de B

Solution 4.12. 1) On détermine le polyndme caractéristique de chacune des matrices A
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et B :

Pi(\) = det (A — \3)

= 1 1-Xx 1 Cp«— C) —Cq

S A= N1 =) (2N EA2 =N

=2-N -+ 2)=2-)"

Alors, Sp(A) = {2}. On détermine le sous-espace propre Ey associé a la valeur propre 2.

Ey ={V = (z,y,2) € R?, AV =2V}

11 -1 x 0
(T,y,2) €= | 1 -1 1 y =10
2 0 0 z 0
x=0
= y=2
zeR
0
Ainsi, on a Ey = Vect (Vi) ou Vi = | 1 |, donc dim By = 1 < m(2) = 3, ceci signifie
1

que A n’est pas diagonalisable.
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Maintenant, on calcule le polynéme caractéristique de B.

PB ()\) = det (B — )\13)

3—\ -1 1
= 2 -\ 1 Cy+— Cy+ Cs
1 -1 2—2)

= 2 1-X 1 Ly+— Ly—Ls

= 1 0 -1+ A

1 1—XA 2-AX

=(1-=X\)(2=))>.

Alors, Sp(B) = {1,2}. Pour vérifier que B n’est pas diagonalisable, on étudie le sous-
espace propre E associé a la valeur propre 2.

Ey={V = (z,y,2) € R*, BV =2V}

(z,y,2) € By < BV =2V

1 -1 1 x 0
=2 -2 1 y =10
1 -1 0 z 0
x=y
= yveR
z=10
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Donc, Ef = Vect(V]) ou V/ = | 1 |. Ainsi, dimE} = 1 < m(2) = 2, B n’est pas

diagonalisable.

2) Comme les polynomes caractéristiques P4 et Pp sont scindés sur R, les matrices A et
B sont trogonalisables dans ., (R).

3) Trigonaliser la matrice A consiste a trouver deux vecteurs Vs et V3 pour que (Vi, Vs, V3)

soit une base de R? afin que A soit semblable & une matrice T telle que

et A = PTP~! ou P est la matrice de passage du base canonique de R® & la base
(‘/17 ‘/27 ‘/3) On a
a—+x

TV, =aVi + 2V, = at+y |>

z
d’une autre c6té pour Vo = (z,y, z), on a
r+y—=z
AV = rT—y+z
2r + 2z
Donc
3r+y—z=a+2x y—z=a

r—y+z=a+2y 9\ -3yt+z=a -

20 + 2z = 2z z=20
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On prend a # 0, par exemple a = 1, on on trouve V5 (0, —1, —2).

On cherche Vs (z,vy, 2) et il vérifie

r+y—=z2
AV = rT—y+z
2z + 2z
avec
2z
TVs=0V3+2V3 =1 _p49y
—2b+ 22
puis
r+y—z=2x r+y—2=0

r—y+z=-b+2y =\ r—-3y+z=-b -

20 + 22 = —2b+ 22 r=—b

On prend b = —1, on trouve V3 = (=2, —1, —3).

Alors,

0 0 -2 21 0
P=(1 1 1|, T=]0 2 -1
1 -2 -3 00 2

Trigonalisation de la matrice B :

Tout d’abord, on détermine le sous-espace propre E! associé a la valeur propre 1.
) 1
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Ona E} ={V = (z,y,2) € R®, BV =V}, alors

2 -1 1 T 0

(r,y,2) €Bl = | 2 -1 1 y =10
1 -1 1 z 0
20 —y+2=0

r—y+z2=0
=0

3y yeR
=y

Donc E! = Vect (V}) ou V§ = (0,1,1)".
En ajoutant e; = (1,0,0)" aux vecteurs V; et Vy pour que B’ = (V/,VJ, e;) soit une base

de R3, alors la matrice de passage de la base canonique de R? & la base B’ est

1 01
P=1110
010
puis 7" une matrice semblable B telle que
2 0 a
T'= P~ 1BP = 01 b
0 0 2

Pour calculer la derniére colonne, il faut exprimer Be; dans la base B'.
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3 -1 1 1 3 1 0 1
Ber=12 0 1||lof|=]2]|=al 1 |+b[1[+2|0 [
1 -1 2 0 1 0 1 0
donc
a+2=1
a+b=2
b=1

puisa=—1et b=1. D'ou

T"=10 11

4) On pose M = A — 213, alors

et d’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on a M3 = 0. Alors, le polynéme minimal de
Aest My(\) = (N—2)°

D’apres le théoreme de Cayley-Hamilton, le polynome caractéristique Pg de B est un
polynoéme annulateur de B, et d’apres la minimalité du polynéme minimal Mg du B, on

a Mp divise Pg. On a deux possibilités pour Mp :

Mp(N)=(A-1)(A-2), Mp(\)=A-1)(A-2)".
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Le calcul suivant nous donne
1 -1 1
(B-L)(B-2L)=|1 -1 1
0 0 O
mais, d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, on a (B — I5) (B — 21I5)* = Qgs. Alors, le

polynéme minimal de B est Mp (A) = (A — 1) (A — 2)°.

Exercice 4.13. Soit A la matrce de My (R) telle que

-2 -1 1 2

1 -4 1 2
A=

0o 0 -5 4

0O 0 -1 -1

1. Déterminer le polynome caractéristique de A.

2. Montrer que A n’est pas diagonalisable.

3. Calculer le polynéme minimal de A et en déduire I'expression de A~L.
Solution 4.13. 1) Le polyndme caractéristique de A : Py (A) = (3 + \)".

2) On a Sp(A) = {—3}, on démontre par I'absurde, c’est-a-dire, on suppose que A est

diagonalisable, ce qui veut dire qu’il existe une matrice inversible P telle que

-3 0 0 0
pigp | 0 300

0 0 -3 0

0 0 0 -3

on a donc P~*AP = —31,, c’est-a-dire :

A= P(=3L)P " =-3PP ' =-3I,
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ceci est impossible, alors A n’est pas diagonalisable.

3) On pose M = A+ 31,. On a

1 -1 1 2 00 —4 8
1 -1 1 2 00 —4 8

M = . M? = , et M3 = Oga.
0 0 -2 4 00 0 0
0 0 -1 2 00 0 O

Alors, le polynéme minimal de A est My (A) = (A + 3)°.
Ona (A+31)° =0,

c’est-a-dire A3 + 942 + 27TA + 271, = 0,

on peut donc écrire que A (A% 4+ 9A + 271,) = —2714,

c’est-a-dire que A est inversible et sa matrice inverse A~! est définie par

Al = ;71 (A2 + 94+ 2714)

Exercice 4.14. Soit E' = R3[X] l'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de

degré inférieur ou égal a 3 et soit 'application v : E — E définie par
VP EE u(P)=(X*=1)P"+2X +1) P

ou P'et P” dsignent respectivement la dérivée premiere et la dérivée seconde de P.

1) Vérifier que u est un endomorphisme de FE.

2) Soit B = {e; =1, e = X, e3 = X? e, = X3} la base canonique de E. Décomposer
dans la base B les polynémes u (e;), pour i € {1,2,3,4}.

3) En déduire la matrice A de u relativement a la base B.

4) Monter que A est diagonalisable. Quel est son polyndéme minimal.

5) Calculer A", ou n € N*.
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Solution 4.14. 1) Tout d’abord, pour P € R3[X], P(X) = aX® + bX? + ¢X + d, on
trouve que u (P) € R3 [X]. Il reste a démontrer que u est linéaire.

Pour tout a, § € R et pour tout P,) € E, on a

u(oP+pQ) = (X2 = 1) (aP+6Q)" + (2X +1) (aP + 5Q)
= (X?=1) (@P" + 8Q") + (2X + 1) (aP' + Q)

=a|(X*=1) P+ X+ 1) P+ B[(X*-1) Q"+ (2X + 1) Q]

au (P) + fu(Q).

D’ou u est un endomorphisme.

2)u(e) =0,u(ex) =1+2X, u(es) = —2+2X +6X?, u(es) = —6z +3X2 + 12X3.

3)
01 -2 0
0 2 2 -6
A—
0 0 6 3
00 0 12

4) A est une matrice triangulaire supérieure, donc son polynéme caractéristique est
Py(A) =det (A—Ay) =—=A(2—X)(6—X) (12— \). Il résulte que Sp (A) = {0,2,6, 12}.
Comme A possede quatre valeurs propres deux a deux distinctes, A est diagonalisable.

Son polynéme minimal est

My(\) =A(A—2) (A —6) (A —12).

5) Tout d’abord, on diagonalise la matrice A.
Les sous-espaces propres de A sont Ey = Vect (V4 (1,0,0,0)), By = Vect (Vo = (1,2,0,0)),

Eg =Vect (V3 =(—1,2,4,0)), E1p = Vect (Vo = (—1,—4,4,8)). La matrice de passage de
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la base canonique de E a la base (u(e1),u(e2),u(e3),u(eyq)) est

11 -1 -1 1 -3 3 -3
02 2 —4 0o & -3 2
p— 7P_1: 2 4 8
00 4 4 0 0 i —3
00 0 8 0 0 0 4
et
000 0
020 0
D=P'AP =
006 0
000 12

A = PDP~! par récurrence pour tout n € N*, A" = PD"P~1. Alors

00 0 0
02" 0 0
A" =
00 6 0
0 0 0 12

Exercice 4.15. Résoudre le systeme différentiel suivant :
o' (t) =y (t) + 2 (1)

y (1) ==z (t)

() =a(t)+y @)+ 2(t)

Solution 4.15. C’est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1 homogene d’équation ma-

tricielle X = AX avec
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Sp(A) ={-1,2,0}. Donc A posséde trois valeurs propres deux a deux distinctes, alors A

est diagonalisable.

E=Vect| 1 , Bo=Vect| 1 |, Bo=Vect| 1

0 3 -1
On a A= PDP~! avec
-1 2 0 -1 0 0
P=| 1 1 1 eeD=1| 09 2 0
0 3 -1 0 0O

En posant Y = P~'X, on obtient

X' =AX <— Y' = DY.

Or
kle_t
Y'=DY <= Y (t) = | ke | avecki, ky ks € R.
ks
Donc
—et 2¢%t 0

X =AX <= X{t)=ki| et |+k| &2 |+ks| 1 avec k1, ko, ks € R.

D’ou
X (t) = —/{31€_t + 2]€262t

Y (t) = k‘167t + k‘262t + k’g

z (t) = 3]€2€2t — kg
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