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Introduction

Ce polycopié présente les bases de la géométrie affine et euclidienne. Il est destiné aux
étudiants de la Licence de Mathématiques.

Le contenu de ce polycopié regroupe le programme enseigné de licence mathématiques. 11
est rédigé sous forme de cours détaillés avec des exercices résolus. Il est présenté avec un style
trés simple qui permet aux étudiants une compréhension trés rapide.

L’organisation générale de ce polycopié est décomposé en (trios) chapitres.

Dans le premier chapitre nous présentons les notions de base suivantes sur la géométrie
affine : espaces affines, barycentres, sous espaces affines, applications affines, translation-
homothétie-symétrie. Nous proposons tout au long du chapitre des exemples et exercices
résolus.

Dans le deuxiéme chapitre nous aborderons les espaces affines Euclidiens. Nous présentons
les notions suivantes : le produit scalaire, orthogonalité, orientation, produit mixte, produit
vectoriel, endomorphismes d’un espace euclidien. Tout en donnant quelques exemples et exer-
cices résolus bien détaillés.

Dans le troisiéme chapitre nous expliquons la paramétrisation des courbes et surfaces et
nous aborderons les notions suivantes : courbe paramétrée (Généralités ), étude locale des
courbes planes, étude locale des courbes gauches, surfaces paramétrées, exemples de courbes
et de surfaces. Tout en donnant quelques exemples et exercices résolus bien détaillés.

Pour approfondir la compréhension, nous donnons a la fin de chaque chapitre une série
des exercices non résolus de degré de difficulté différente.
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Chapitre

Géométrie affine

Sommaire
(1.1 Espaces aflines| . . . . .. .. ... .. e e 4
1.2 Barycentres| . . . . . . . . . . e e e e e e e e 7
1.3 Sousespaceaffingl ... ........... . ... 000000, 9
(1.4 Applications affines | . . . . . .. ... ... ... 0000000 12
(1.5 Translation, homothétie, symétrie| . . . . . .. .. ... ... ... 16
EXErciCes] . . - « v v v v o e e e e e e e e e e e e e 22

Dans ce chapitre, K est un corps commutatif, (K = R) ou (K = C) et E un K-espace
vectoriel. Nous signalerons quand I’hypothése est faite que la dimension de E est finie.

1.1 Espaces affines

Définitions 1.1.1.
Un K-espace affine est un ensemble £ non vide associe a E et a une application
+:ExE — €&
(Ayu) — A4wu

vérifiant les conditions suivantes

1. Pour tout Aec E,A+0g = A.

2. Pour tout Ac €& etu,v € E: A+ (u+v)=(A+u)+w.

3. Pour tout A, B € £, il existe un unique v € E tel que B = A + u.
e On dit que E est l’espace directeur de £.
o Les éléments de £ sont appelés les points.

e La dimension de &£ est par définition la dimension de E et note dim€& = dim E.

Remarque 1.1.1.

D’apres la condition 3 de la définition précédente on note par u = B — A ou u = 1@, ainsi
on a :

B=A+AB

JAGANE Abderrahim 2019




1.1 Espaces affines 5

Exemple 1.1.1.
Tout K-espace vectoriel E est muni naturellement d’une structure d’un K-espace affine, grace
a application
+:ExFE — FE
(u,v) — u+w

Exercice corrigé 1.1.1.

Démontrer que l'ensemble € des points du plan de coordonnées (x,y) € R? est un R-espace
affine dirigé par E = R?.

Solution .
Soit I’application

+:EXE — €&
((z,9),(a,0)) — (z,y)+ (a,b) = (x —a,y — D)

Nous vérifions facilement que
1. Pour tout (z,y) € &, (z,y) + (0,0) = (x,y).
2. Pour tout (z,y) € € et (a,b), (d',V) € E,

(z,y) + ((a,0) + (d,V)) = (z,y)+ (a+d,b+V)

3. Pour tout (z,y), (2/,y') € &, il existe un unique (a,b) € E tel que

(:E/7y/) - (ZL‘,y) + ((Z, b) = ({L‘/,y/) = (:E —a,y— b)
= (a,b) = (x -2,y — ).

Proposition 1.1.1.
Soit £ un K-espace affine de direction E, alors pour tout u € E et A € € les applications

w: &€ — €& v: E — &
A — A+u 7 u — A+u

sont des bijections

Preuve .
On prouve que l'application ¢ est bijective

1) Pour tout u € F, soit A, B € £ telle que A+ u = B + u.
A=A+0=A4+u—-u)=A+u)+(—u)=(B+u)+(—u)=B+(u—u)=B
donc ¢ est injective.
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1.1 Espaces affines 6

2) Pour tout B € &, il existe A € £ telle que A+u =B
B4+ (—u)=(A4+u)+(—u)=A+(u—-—u)=A4+0=A
donc ¢ est surjective.

De méme pour l'application . CQFD

Proposition 1.1.2.
Soit £ un K-espace affine de direction E, alors pour tous points A, B,C et D € £ on a,

1) AB=0& A= B,

Q)E:@@B:C,

3) AB + BC = AC' (relation de Chasles),

}) AB = DC & AD = BC' (régle de parallélogramme)

Preuve .
En utilisant directement la définition [I.1.1], on obtient :
) AB=0&B=A+0&B=A

2) @:@@AJH@:/ML/@@B:C.

3) OnaC=A+AC,
d’autre artC:B+B?:A+1@+B?,
d’ou1 A +@

)
5 onam@+§@+m>+@w+@@
Done A5 D¢ = 41~ B¢

Définition 1.1.1.
On appelle droite affine tout espace affine de dimension 1 et plan affine tout espace affine de
dimension 2.

CQFD

Définitions 1.1.2.
Soit & un K-espace affine de direction E.

e On appelle repere cartésien de € tout couple R = (O, B) ot O un point de £ et B est une
base de E.

e On dit alors que O est l'origine du repere R et que B la base associée au repére R.

e On appelle coordonnées artésiennes d’un point M de £ dans le repére , les composantes du
vecteurs OM dans la base B.

JAGANE Abderrahim 2019




1.2 Barycentres 7

Remarque 1.1.2.

— — -
1) Si (21,...,2,) les composantes du OM dans la base B = {e;},_1, i.e OM = inei
i=1
alors M s’écrit de facon unique

i=1
et on note M(xy,...,x,).
2) St M(xy,...,x,), on peut définie la matrice des coordonnées de M dans le repéere R par

la matrice des composantes de OM dans la base B et on note

x

2) Si A et M deuz points de &, alors
XM:XA—FXm i.e Xm:XM_XA
Proposition 1.1.3.
Soient € un K-espace affine de direction E, R = (O, B), R' = (O, B') deux repéres cartésiens
de € et P la matrice de passage de B a B'. Si M € &, notons Xy, (resp. X);) la matrice des

coordonnées de M dans R(resp.R'). Alors Xy = P.X}; + Xor.
ot Xor la matrice des coordonnées de O’ dans le repére R.

Preuve .
Nous avons Xo/—M = Xy — Xor dans la base B et que XO/—M = X, dans la base B’ et comme
P = passage(B, B'), alors X); — Xor = P.X}; dou X3, = P.X},; + Xo CQFD

Exemple 1.1.2.
Soit R = (0O, e1,e3) et R = (0, €}, €h) deux repéres d’un espace affine € tels que
O/:O+261+362, 6/1 :261+62 ete’l = —e1 + €2.

Ona Xo = { ; ] dans R et P = { ? 1_ ] matrice passage de {e1,ex} vers {e},eh}.
/
Si M € & tel que Xy = [zl dans R et X}, = [5,] dans R’ alors
B , x=2x"—y +2
XM_P.XM+XO,<:>{ I

1.2 Barycentres

Soient £ un R-espace affine de direction E.

Définition 1.2.1.
Soit {A;}ier une famille de points de € et {\;}icr une famille de scalaires ot I une partie
finie (non vide) de N.
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1.2 Barycentres 8

o La famille {(A;, \i) }icr est appelée famille massique ou un systéme de points pondérés.
e Le scalaire \; est la masse ou le coefficient du point A;.

o Le scalaire \ = Z A; est la masse totale ou le coefficient total de la famille.
el
Théoréme 1.2.1.
Soit {(A;, \i) }ier une famille massique de masse totale A = Z/\i £ 0, alors il existe un

iel
unique point G de &, tel que :
——
iel
De plus pour tout point M de £, on a :
1 —
MG = T NMA =0 (1.2)
iel
Preuve .
Pour tous M, N € £, on a :
— —
S ONNA =Y N(NM + MA)
iel icl
==Y MMN + ) NMA;
i€l el
— —
=— () MMN +> ANMA;
iel iel
=—AMN + A M A;
el
— — o
Alors pour que Y A NA; = 0 il suffit AMN =Y~ \MA;
iel i€l
Il existe donc un unique point G € £ vérifiant I'équation ((1.1)), il est donné par I’équation
2. CQFD

Définition 1.2.2.

Soit {(Ai, \i) }ier une famille massique de masse totale A = Z)‘i # 0. L’unique point G
icl

défini par l’équation (1.1)) est appelé le barycentre de la famille massique {(A;, \;) Yier. On le

note G = Bar{(A;, \;) }ier i.e

G = BCM“{(AZ’, )\i)}iel = Z )\zé—z =0.

i€l

Remarque 1.2.1.
Si tous les coefficients \; sont égauz, on dit que G est ’isobarycentre de la famille massique

{(A2> )‘l)}zel
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1.2 Barycentres 9

Exemple 1.2.1.
Soient A, B deux points du plan affine R?, le barycentre de la famille {(A,1),(B,1)} est le

miliew du segment [AB], puis que CTZl + C@ =0 & G est le milieu de[AB].

Remarque 1.2.2.
Il est clair que si G est un barycentre de deux points A et B, alors G, A, B sont alignés. En
particulier, si A# B, on a G € (AB).

Proposition 1.2.1.

Soient €& un K-espace affine muni d’un repére R = (O, B) et {(A;, i) }ier une famille massique
de masse totale A # 0. Si X4, les matrices des coordonnées de {A;}icr dans R, alors X¢ la
matrice des coordonnées de G dans R est donnée par :

1
Xo =+ Z X4, (1.3)
i€l
Preuve . .
e
D’aprés le théoréme |1.2.1,pour tout M € £, on a : ]\‘/[a =5 Z NMA;.
iel
1 —
alors pour le point O on a O?? =5 Z A OA;
iel
1 1
Donc Xg = Xgg =1 > NiXgp =1> AiXa, CQFD

el il
Exemple 1.2.2.
Soient A(0,—2,2), B(1,—1,2),C(1,—1,—1) trois points dans R> muni le repére R = (O, B)
ou B la base canonique de R® et G = Bar{(A, -3),(B,2),(C,4)}, alors

X 0 [ 1 L 9
Xo=(3Xa+2Xp+dXe)=— | 2 |+2] 1|42 1= 0
3 9 31 9 31 1 9

Proposition 1.2.2.
Soit {(A;, \i) }ier une famille massique de masse totale \ = Z A £ 0.
icl

e Homogénéité : Si G = Bar{(A;, \;) }ier et a # 0, alors G = Bar{(A;, a\;) }ier.

o Associativité : Soit (I;);e; une partition de I telle que pour tout j € J, pu; = Z A # 0.

i€l
Notons pour tout j € J, G; = Bar{(A;, \;) }ier,, Alors G = Bar{(A;, \i) }ier si, et seulement
si G = Bar{(Gj, 11;) }jeu-

Preuve .
. —_—
e Homogénéité : G = Bar{(A;, \i) }ier < Z NGA; =0
i€l
—
icl

& G = Bar{(A;, o)) }ier-
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1.3 Sous espace affine 10

e Associativité : G = Bar{(4;,\) }ier < Z /\iG—AZ =0

i€l
jed  i€l;
& Y (MGG +GA)) =0
jeJ  i€l;
& (MGG +IAGA) =0
jeJ i€l i€l
= Z,LL]G—CTY; =0, (G] = BCLT{(Ai, )\i)}ie[j)
Jj€J

& G = Bar{(Gj, ;) }jes
CQFD

Exercice corrigé 1.2.1.

Soient ABC' un triangle dans le plan affine R?, et G = Bar{(A,1),(B,1),(C,1)} est le centre
de gravité du triangle ABC.

Démontrer que G est le d’intersection des médianes.

Solution .
En effet : Soit A" = Bar{(B, 1), (C,1)}, alors A’ est le milieu de [BC] i.e (AA’) est la médiane
du segment [BC].alors G = Bar{(A4,1),(A4’,2)} i.e G est appartient donc a la médiane (AA").
On montre de méme maniére qu’il appartient aux deux autres médianes.

A

F1GURE 1.1 — Centre de gravité d’un triangle.

1.3 Sous espace affine

Soient £ un K-espace affine de direction F.

JAGANE Abderrahim 2019




1.3 Sous espace affine 11

Définition 1.3.1.
Une partie F de £ est un sous espace affine de £, s’il existe un point A de € et un sous espace
vectoriel F' de E tels que F = A+ F i.e

F={A+u,ueF}.

Remarque 1.3.1.
Soit F = A+ F un sous espace affine de £ et A € €. Si{u;};_1 une base de F', alors un point

i=1,p
M appartient o F si et seulement si, il existe {\;} C R tels que M = A+ jui+. ..+ Au,.

i=Lp
Exemples 1.3.1.

1) Les points de £ sont des sous-espaces affines, car pour tout A € E,A=A+0.
i.e {A} = A+ {0}

2) F ={(x,y) € R* 22 + 3y = 3} est un sous espace affine de R*. En effet

k
2r =k t=3
M(z,y) e Fe2r+3y=3<2r=3(1—-y) & & <
3(l—y)=k _
y=—+1
1 -1 1 - ;
D’ou (z,y) = (O,l)—i—k(é,?) i.e M = A+ ku ou A(O,l),u(??) et F = A+ vect(u).
3) F={(x,y,2) E R} x —y+ 32 =1} est un sous espace affine de R*. En effet
r=14+a—-303
M(z,y,z) e Fer—y+3z=1cr=14+y—32&<K y=a
z=0

Donce (x,y,z) = (1,0,0) + «(1,1,0) + 5(—3,0,1) i.e M = A+ auy + Sus
ot A(1,0,0),u1(1,1,0),us(—3,0,1) et F = A+ vect(uy, us).

Proposition 1.3.1.
Soit F = A+ F un sous espace affine de £ et A € £, alors :

1) F # ¢.
2) Pour tout B € &, ona:BG}"@fﬁGF@}":B%-F.
— —
3) F={AM,M € F} ={NM,N,M € F}.
4) Si G est un autre sous-espace vectoriel de E tel que F = A+ G, alors G = F.
Preuve .

1) Pour tout Ac E,A=A+0€ A+ F=F.
2) Pour tout B € &.

a) Démontrons B € Fe ABcF.
BeFoJueFB=A+usuecF,AB—us AB € F.
b) Démontrons AB € F = F = B+ F.
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1.3 Sous espace affine 12

Supposons que : 1@ € I, soit M € &

MeF & ueFM=A+u
o JueF,M=(B+ BA)+u

—
& Jue F,M =B+ (BA+u)
e
& e FM=B+v, v=BA4+u€eF
& MeB+F.

¢) Démontrons F = B+ F = B € F. trivial (B=B+0€ B+ F = F).
—
3) i) Démontrons F' = {AM,M € F}, soit u € £

uvelF & A4ueF
& dIMe FM=A+u
o IM e F,u=AM
& ue{m,Me}'}.

i1) Démontrons F :@,M,N e F} .

soit u € F alors u = AM et M € F, d’aprés i), on prend N = Ad’oa F C {NM,N,M € F}
Soient N, M € F alors W:JWHW:F\HWG F d’aprés i).

d’on {JW/[,N,MG]—“}CF.

4) Supposons F = A+ F = A+G. Alors d’aprés i) G = {m, M € F} donc G =F. CQFD
Corollaire 1.3.1.

Soit F = A+ F un sous espace affine de £ et A € £, alors F est naturellement muni d’une
structure d’espace affine, pour laquelle sa direction F = {AM, M € F}.

Définition 1.3.2. .

Soit F = A+ F un sous espace affine de € et A € E. L’espace vectoriel F = {AM, M € F}
est appelé espace directeur de F , de sorte que, pour tout point B € F, F = B+ F. dans ce
la dimension de F est la dimension de F' et note dim F = dim F'.

Définition 1.3.3.

Soit F un sous-espace affine de &.

1) Si dim F =1, on dit que F est une droite affine de .

2) Si dim F = 2, on dit que F est un plan affine de &.

3) SidimF =dim& — 1, on dit que F est un hyperplan affine de .

Exemples 1.3.2.

1) F={(x,y,2) € R} 2x — 1 =y = 22 — 5} est une droite affine de R*. En effet
On a (z,y,2z) =(0,—-1,2) + 2(1,2,1) i.e F = A+ vect(u) ou A(0,1,2),u(1,2,1).

2) F ={(z,y,2) € R®, x —y+ 32 =1} est un plan affine (hyperplan affine) de R®. En effet
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1.3 Sous espace affine 13

r=1+a—-303
M(z,y,2) e Fer—y+3z=1cr=14y—-32&< y=a
z=p

Donc (z,y,2) = (1,0,0) + (1, 1,0) + 5(=3,0,1)
i.e F = A+ vect(uy,us) ou A(1,0,0),ui(1,1,0),us(—3,0,1). comme uy,uy sont libres, alors
dimF =2=dimR3 -1

Proposition 1.3.2.
Soient F,G deux sous espaces affines de £ dirigés respectivement par F,G alors

1) Si F C G alors F C G.

2) Si FCGetdimF =dimG alors F =G.

3) Si FCGetFNG#¢ alors FCQG.

4) Si FNG # ¢ alors F NG est sous espace affine de € dirigé par F N G.

5) Si E=F &G alors FNG se réduit a un point (singleton).
Preuve .

1) Soit A€ Falors Aec G, donc F=A+FetG=A+G,soitueFE
uel = A+ueFCg

= A4+uecg
= ued.

2)Soit Aec Falors Ae G, donc F=A+FetG=A+G
D’autre part F' C G et dim F = dim G (i.e dim F' = dim G) alors F' = G.
d'ou F =G.
3)OnaFNG#¢p=>3Ac FNGdonc F=A+FetG=A+G, soit M €E&.
MeF = FueFCGM=A+u
= JueG M=A+u
= Meg.

4)OnaFNG#¢=3JA€ FNG,soit M €E.

MeFNG = MeceFetMeg
~ AMeFetAMeq

= meFﬂG

= A+meA+FOG

= MecA+FnNnAG.

MeA+FNG = Jue FNGM=A+u

= ueFetueGM=A+u
= A+ucA+FetA+uec A+G
= MeFetMegG
= MeFng.
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1.4 Applications affines 14

5) Puisque £ = F' & G alors F NG = {0}. On sait que F NG # ¢. De plus, F NG est un
espace affine de direction F'N G. Donc F NG est un singleton. CQFD

Définition 1.3.4.

Soient F,G deuz sous espaces affines de £ dirigés respectivement par F,G alors

1) On dit que F est paralléle a G lorsque F' est inclus dans G.

2) On dit que F et G sont paralléles lorsque F est paralléle a G et G est paralléle o F c’est-
a-dire lorsque F = G.

Proposition 1.3.3.
Soient F,G deux sous espaces affines de £. Si F,G sont paralléles alors ils sont confondus ou
disjoints.

Preuve .
Comme F, G sont paralléles, on a F' = (G. Supposons que F NG # ¢ et choisissons A € FNQG.
Alors F=A4+F=A+G=4G. CQFD

1.4 Applications affines

Définition 1.4.1.
Soient £ et F deux espaces affines dirigés respectivement par E et F.

1) Une application f : £ — F est dite affine s’il existe une application linéaire Ly € L(E, F)
vérifiant, pour tout A€ E,ue E

f(A+u) = f(A) + Ly(u). (1.4)
L’application linéaire Ly s’appelle la partie linéaire de f.

Remarque 1.4.1.
La formule (1.4]) peut encore s’écrire, pour tout A,B € &€

F(B) = f(A) + Ly(AB). (1.5)
f(A)f(B) = L;(AB). (1.6)

En effet : pour tout A € E,u € E, on pose B= A+ u ainsi u = /@, d’ot

F(A+u) = f(A) + Ly(u) & f(B) = f(A) + L;y(AB) < f(A)f(B) = L;(AB).

Définition 1.4.2.
Soient £ et F deux espaces affines dirigés respectivement par E et F.

1) Une application affine de € dans € s’appelle un endomorphisme affine de £.
2) Une application affine de € dans K s’appelle une forme affine de £.
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3) Une application affine bijective s’appelle un isomorphisme affine (une transformation
affine). Dans ce cas €, F sont dits isomorphes.

4) Un endomorphisme affine bijectif s’appelle un automorphisme affine.

Notation 1.4.1.

1) L’ensemble des applications affines de £ dans F est naturellement muni d’une structure

d’espace affine, de direction L(E, F) et noté A(E,F).

2) L’ensemble des endomorphismes affines de £ se note A(E).

3) L’ensemble des automorphismes affines de € est un groupe pour la loi de composition,
appelé le groupe affine de € et noté GA(E).

Exemples 1.4.1.

1) Si & = F =R, les applications affines sont les applications de la forme x — ax + b de
partie linéaire est x — ax.

2) L’identité Idg est affine, de partie linéaire Idg.

3) Une application constante d’un f:E — F est affine, de partie linéaire nulle 0.

Exercice corrigé 1.4.1.
Soient P un plan affine muni repére R = (O, B) et l’application

f:P — P
M(z,y) — f(M)2z+3y—1,—x—y+2)

Démontrer que f est application affine.

Solution .
En effet, soient X, = { z }  Xrony = [ 2_Ix+_33;21 }
[ 2r 4+ 3y — 1
Xy = _—x—y+2}
2 3 v -1
-1 -1 y 2
2 3
= | _1]XM+Xf(O)

Ona X, = Xom et X]W = Xy — Xj(0), dou

OM)

Xgan = [_21 _Z))l}XO—M(:)f(O)f(MSZLf(O

-1 -1

[\]
w
1

ou Ly I'application linéaire représenter par la matrice {
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Définition 1.4.3.
Soient £ un espace affine dirigé par E, f € A(E) et M un point de E.
M est un point fize de f (invariant par f) si seulement si f(M) = M.

Proposition 1.4.1.
Soient £ un espace affine dirigé par E et f € A(E) .
St l’ensemble des points fizes de f est non vide, c’est un sous espace affine de £ dirigé par

ker(Ly — Idg) ={u € E, Lf(u) = u}. (1.7)

Preuve .

Soit F ={M € &, f(M) = M}, supposons F # ¢, alors il existe A € F, f(A) = A.
Soit M € € alors M = A+ AM.

Donc F = A +ker(Ly — Idg). CQFD

Proposition 1.4.2.
Soient £, F deux espaces affines dirigés respectivement par E, F et f € A(E,F).

1) Soit G un sous espace affine de £ dirigé par G, alors f(G) est un sous espace affine de F
dirigé par L;(G).

2)Soit H un sous espace affine de F dirigé par H, alors f~'(H) est, soit vide, soit un sous
espace affine de € dirigé par (Ly) " (H).

Preuve .
1) Pour tout A€ G, G=A+G

MeG & M=A+uuedG
& F(M)=[(A) + Ly(u)ueG
& f(M)=f(A)+v,ve Li(G)
& f(M) e f(A)+ Li(G).
2) Si f7Y(H) n’est pas vide, soit A€ f71(H)i.e f(A) e H, H=f(A)+H
Mef'(H) & f(M)eH
& f(M)=f(A)+
& AMe (L)
& MeA+ (Ly)~

+ Ly(AM),Ly(AM) € H
)

H(H).

CQFD
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Proposition 1.4.3.
Soient £, F et G des espaces affines dirigés respectivement par E, F et G.

1) Soient f € A(E,F) et g € A(F,G), alors go f € A(E,G) et Lyoy = Lyo Ly.
2) Soit f € A(E,F), alors

i) f est injective (resp. surjective,resp. bijective) si et seulement si Ly ['est.
i) Si [ est un isomorphisme, alors f~' est isomorphisme et L1 = L;l.

Preuve .
1) Pour tout A Eetue E.

(gof)(A+u) = g(f(A+u))
= 9(f(A) + Ly(u))
= 9(f(A) + Ly(Ls(w))
= (90 N)(A) + (Lgo Ly)(u).
i.e Lyos(u) = (Lgo Ly)(u).
2) Pour tout A € E et u € E.
uekerLy = Lf(u)=0
= f(A) + Ly(u) = f(A)
= f(A+u) = f(A)
= A4+u=A
= u=0.

3) De méme f est surjective si et seulement si f(£) = F. Mais f(€) est un sous-espace affine
de F de direction L¢(E) , c’est donc si et seulement si Lf(E) = F, i.e si et seulement si Ly
est surjective.

4) Pour tout B € F et v € F il existe A € € et u € E tels que B = f(A) et v = Ly¢(u).

flA+u) = f(A) + Le(u) & A+u=["(f(A)+ Ls(w)
< B+ (L)) = fH(B+)
e [HB+o)=fB)+ (L) ().

Lia(v) = (L)~ (v). CQFD

Proposition 1.4.4.

Soient £, F deux espaces affines dirigés respectivement par E, F.

Pour que Uapplication f : € — F soit affine, il faut et il suffit, qu’elle conserve le barycentre,

ce qui signifie que, pour toute {(A;, \;) bier famille massique dans € de masse totale Z Ai #0
iel

telle que G = Bar{(A;, \i) }icr, alors f(G) = Bar{(f(A;), \i) }ier dans F.

Preuve .
La condition et nécessaire :

Considérons f € A(E,F), le barycentre G est vérifie la relation Z/\ZG—AE = 0, et donc

i€l
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—
Lf(z )\l@) = 0 c’est a dire Z )\iLf(CﬂZ) = 0. En utilisant f(G)f(4;) = Lf(G—AZ) on en
iel i€l
s
déduit que Z MNif(G)f(A;) =0. Ce qui montre que f(G) = Bar{(f(A;), i) }ier-
iel

La condition est suffisante :
Soit une application f : & — F qui conserve le barycentre. Choisissons A € £ et définissons
—_—
lapplication ¢ : E — F par pour tout u € E,p(u) = f(A+u)f(A). Il s’agit de prouver
que @ est linéaire.
T
pour tout u,v € E et o € K nous avons p(au+v) = f(G)f(A) ou G = A+ (au + v).
Or G = Bar{(A, — )( )(C’l)}ole A+u,C=A+v, alors

f(G) = Bar{(f(4) (\ f(C )}, donc R
—af(G)f(A )+af( )f(B)+f( )f( ) =0 F(G)f(A) = af (B)f(A) + [(C)f(A)
i.e f(G)f(A) = ap(u) + ¢(v), ce qui montre que ¢ est linéaire. CQFD

1.5 Translation, homothétie, symétrie

Définition 1.5.1.
Soient £ un espace affine dirigé par E et u € E. L’application

7:& — €&
M — 7(M)=M+u

s’appelle la translation de vecteur u.

FIGURE 1.2 — Translation de vecteur u.

Remarque 1.5.1.
(M) :M+u<:>MT(M;:u.

Proposition 1.5.1.
Sotent £ un espace affine dirigé par E et 7 la translation de vecteur u € E. Alors

1) La translation T est un automorphisme affine, de partie linéaire L, = Idg.
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2) Siu # 0 la translation T n’a pas de point fize.

Preuve .
1) Pour tout A,B € &£, on a:

7(A)r(B) = 7(A)A+ AB + Br (B}

= —u+1@+u

AB,

La partie linéaire de 7 est Idg.
2) Soit M € £, on a :
T(M)=M < M +u= M < u=0, contradiction. CQFD

Définition 1.5.2.
Soient £ un espace affine dirigé par E, Q) € € et A € K*. L’application

h:& — &
M —s h(M)=Q+ QM

s’appelle I’homothétie de centre Q) et de rapport .

n

h(M)

k(A)

FIGURE 1.3 — Homothétie de centre () et rapport .

Remarque 1.5.2.
1) h(M) = Q + AQM & QI(M) = QM.
2) Les points Q, M et h(M) sont alignés.

Proposition 1.5.2.
Soient £ un espace affine dirigé par E et h I’homothétie de centre € et de rapport X. Alors

1) l’homothétie h est un automorphisme affine, de partie linéaire I’homothétie vectorielle
Ly, = Mdg.

2) Si A # 1 'homothétie h admet un unique point fize le cntre Q.
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Preuve .
1) Pour tout A,B € £, on a:

AN

WARB) = h(A)S + Oh(BS
— QA 1B

MAB.

La partie linéaire de h est 'homothétie vectorielle Al dg.
2) Soit M € €, on a :

WM) =M e QM = OM < (1 - NOM =0 QM =0 M = Q. CQFD

Définition 1.5.3.

Soient £ un espace affine dirigé par E, F, G deux sous espaces affines de £ dirigés respective-
ment par F, G telles que F = F ®G. La projection sur F, parallélement a G, est l'application
p qui & tout point M € & associe 'unique point p(M) de F N (M + G).

M+@G &

FIGURE 1.4 — Projection sur F, parallélement a G.

Remarque 1.5.3.
Si M € F, alors p(M) =M car M € FN (M + G).t.e l’ensemble des points fize de p est F.

Proposition 1.5.3.

1) La projection sur F, parallelement a G est une application affine idempotente, dont la
partie linéaire L, est la projection vectorielle de E sur F', parallélement a G.

2) Toute application affine idempotente est une projection. Plus précisément, c’est la projec-
tion sur son tmage parallelement au noyau de sa partie linéaire.

Preuve .
1) Il est clair que p o p = p car pour tout M € £, on a p(M) € FN (M + G) et d’aprés la
remarque comme p(M) € F alors p(p(M)) = p(M).
Il reste de montrer que p est une application affine. i.e pour tout M € & et u € E, I'application

L, définie sur E par L,(u) = p(M)p(M + u) est linéaire.

JAGANE Abderrahim 2019




1.5 Translation, homothétie, symétrie 21

SiMe&etu € F alors p(M)+u; € F, et comme p(M) e M+ G, on a

p(M)+u € (M +u1)+GiepM)+u € FN((M~+u)+G) dou p(M)+uy = p(M+u).
D’autre part si M € Eet up e Gona M +G =M+ (us + G) = (M + uy) + G alors
FN(M+G)=Fn((M+u)+G) dot p(M) = p(M + uy).

Pour tout M € £ et u € FE, il existe u; € F et us € G tels que u = uy + Uy, Alors
p(M+u) = p(M~+ui+us) = p(M~+us)+uy = p(M)+uy et done Ly(u) = p(M)p(M + u) = uy.
c'est & dire L, est la projection vectorielle sur F' parallélement a G. Comme L, est linéaire,
I’application p est bien une application affine.

2) Soit f une application affine de £ dans &£ telle que fo f = f. On a donc Lyo Ly = Ly.
Si F = f(€) et G = kerLy. On sait que F est un sous-espace affine de £ de direction
F=L¢FE).

Montrons que E = F @ G. soit v € FNG. Alors u = L¢(v), v € E et Ly(u) = 0, d'ou
u=L¢(v)=LsoLf(v)=Lsu)=01ie FNG={0}.

D’autre part siu € E, u= L¢(u)+u— Lg(u).Or Ly(u—Ls(u)) = Ls(u)—LsoLs(u)=01i.e
u—Lf(u) € Get Ly(u) € F,doncu e F+G,ainsi £E=F & G.

Soit M € & alors f(M) € F par définition de F et f(M) € M + G car Mf(M) € @ puisque
Li(Mf(M)) = f(M)(fo f)(M) = f(M)f(M) = 0. donc f(M) € Fn (M + G) qui est un
singleton, f est donc bien la projection sur F paralléelement a G. CQFD

Exercice corrigé 1.5.1.
Soient R® muni le repére canonique R = (O, B) et lapplication

[ R — R
M(z,y,z) — M'(-2y—2z—1,243y+22+1,—2x—2y—2—1)
Démonter que [ est une projection, et la caractériser.

Solution .
En effet soit M (z,y,z), M'(2,y', ') = f(M) et M"(z",y",2") = (f o f)(M)

M= (fof)(M) & M'=f(M)

f==-2y -2 -1

& y' =2 +3y +22' +1
=2 =2y -2 =1
' ==2@+3y+22+1)—-2(—zx—-2y—2-1) -1

& v'=(-2y—22—-1)+3x+3y+22+1)+2(—x—-2y—2—-1)+1
Z=—(2y—22—-1)-2@+3y+22+1)— (-2 -2y —2-1) -1
¥ =-2y—22-1

& YV'=x+3y+2z+1
M=—r—-2y—2z-1

o fof=1.

Cherchons F l’ensemble des points fixe de f.

r=—-2y—22—-1
M=fM) < y=x+3y+22+1
z=—x—2y—z—1

& rv+2y+2241=0
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F est le plan d’équation x + 2y + 2z + 1 = 0.
Cherchons G = ker Ly, si u(z,y, z),u/'(«',y, 2’) alors,

= -2y —2z
v =Liu) &< Y =x+3y+22
Z=—r—-2y—=z
—2y—22—-1=0

veG < r+3y+22+1=0
—r—2y—2—1=0

oS {I:_y
y=—z
&S r=-y=2=z

G est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,—1,1).

Définition 1.5.4.

Soient £ un espace affine dirigé par E, F, G deux sous espaces affines de £ dirigés respective-
ment par ', G telles que E = F @& G et p la projection sur F, parallelement a G. La symétrie
par rapport a F, paralléelement a G, est l'application s qui a tout point M € £ associe le point

s(M) =M +2Mp(M). (1.8)

\S(M)

FIGURE 1.5 — Symétrie par rapport a F, parallélement a G.

Remarque 1.5.4.
De la relation[1.8}, on a

1) Le point p(M) est le miliew du segment [M, s(M)],
2) s(M) = p(M) + Mp(M),
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3) p(s(M)) = p(M).
Proposition 1.5.4.

1) La symétrie par rapport a F, parallélement a G est une application affine involutive, dont
la partie linéaire Ly est la symétrie vectorielle de E par rapport a F, parallélement a G.

2) Toute application affine involutive est une symétrie. Plus précisément, c’est la symétrie
par rapport a l’ensemble de ses points fizes parallelement au noyau de Ly + [dg.

Preuve .
1) Pour tout M € &

= p(M)+ s(M)p(M

—
= p(M)+p(M)M
— M.

d’olt s 0 s = Idg. i.e s est une involutive.
Pour tout M e £ et ue E

s(M+u) = p(M+u)+ (M +u)p(M —l—uS \

(M) + Ly (1) + (M + ) (p(M) + Ly()) \
(M) + Ly(u) + (M + u)M + Mp(M) + p(M)(p(M) + Ly(u))
(

(

(M

=P

I
=

)+
)+
= p(M) + Ly(u) —u+ Mp(M) + Ly(u)
= s(M)+2Ly(u) —u

)+ (2L, — Idg)(u).

ou L, est la projection vectorielle sur F' parallelement & GG. Donc 'application s est affine, de
partie linéaire Ly = 2L, — Idg est la symétrie vectorielle par rapport & F' parallelement & G.
2) Soit f une application affine de £ dans & telle que fo f = Idg. On a donc Lyo Ly = Idp.
Soit F' = ker(Ly — Idg), G = ker(L; + Idg) et F est un sous-espace affine de £ de direction
F, daprés[lLdlona F={M € &, f(M) = M}.

Montrons que E = F & G. soit u € FNG. Alors Ly(u) —u=0et Ly(u)+u=0,dotu=0
ie FNG = {0}. ,

1 1
D’autre part siu € F, u = JU + ELf(u) + JU— §Lf(u).
1 1

1 1 1 1
On a (Lf — IdE)( u + 2Lf(u)) =0i.e U + §Lf(u) € Fet(Lf+ IdE)(Eu - §Lf(u)) =0

1 1
e§u—§Lf(u)€G,doncu€F+G, ainsi £ = F & G.

Alors Ly est la symétrie vectorielle par rapport a F' parallelement a G, f est donc bien la
symétrie par rapport a F parallélement & G. CQFD

= S

Exercice corrigé 1.5.2.
Dans R3, chercher la symétrie s par rapport au plan P d’équation x + 2y + 2z +1 = 0, et
parallelement a la droite vectorielle engendrée par le vecteur u(1,—1,1).
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Solution .
Soit M (x,y, z) un point quelconque, et s(M) = M'(z',y’, z’) son image.
Il existe un réel A tel que MM’ = Au, donc 2’ =z + N,y =y — N2 =2+ A\
On écrit ensuite que le milieu du segment [M, M'] appartient a P.i.e

1
§(x—|—x’)+(y+y’)—|—(z—|—z’):—1:>)\:—2(33—|—2y—|—2z—|—1).

Alors I'expression analytique de s

r=x4+A ¥ =—x—4y—4z -2
YV=y—N &< y=20+5y+4z+2
Z=z+ A 2= -2x—4y—3z—2
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Exercices

Exercice 1.5.1.
Soit £ un K-espace affine de diction E un K-espace vectoriel.
Montrer que pour tout A, B,C, D € £.

1)@+B?:1@,@:—E>1,
2) AB = DC & AD = BC < AL + AD = AC,

3) Le point M défini par m = zﬁ — 21@ + ﬁ ne dépend pas du point A.

Exercice 1.5.2.
Dans ’espace affine R3 muni le repére R = (O, B) , ou B la base canonique . Soient les points

A(=2,0,2), B(1,1,1),C(1,1,-2) et G tels que - —3GA + 2GB + 4GC = 0.
1) Déterminer O@ en fonction de O—1>4, @ et (@

2) Déterminer X¢ la matrice des coordonnées de G dans le repére R.

3) Déterminer X[, dans le repére R' = (O',B') ou O'(1,1,1) ,
B ={e, =(1,0,1),e, = (0,—1,1),e4, = (1,1, —1)}.

Exercice 1.5.3.
Montrer que :

1) F = { ( 1 iaa—:_bb—_c% a —_b1+ c ) € My(R) :a,b,c€ R} est un hyperplan de My(R).
2) F = {P(a:) € Ry[X],P(1) = 2} est un hyperplan de Ry[X].

Exercice 1.5.4.

Soient £ un espace affine dirigé par E et A € K. Si f : € — F est une forme affine non-
constante.

Montrer que H ={M € &, f(M) = A} est hyperplan dirigé par ker Ly.

Exercice 1.5.5.
Soient A, B, C trois points de R3 et f une application de R?® sur R® définie par, pour tout

point M de R? :
MM = —3F(M)A + 2008 + 3MC.
1) Déterminer f(M)f(Ni en fonction de MN , pour tout point M et N de R3.

2) En déduire que [ est une homothétie et donner ses caractéristiques géométriques.

Exercice 1.5.6.
Soit £ un K-espace affine de diction E un K-espace vectoriel et f une application affine de €
vers £. Soit A un point de £, on pose

F—{A+ MM, M €€}

Démontrer que F est un sous espace affine de £ et déterminer sa direction.
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Exercice 1.5.7.
Dans l’espace affine R® muni le repere R = (O, B) , o B la base canonique. Soit 'application

/ —_— —_—
FR RS x 3r+2y — 22 -2

définie par ¢ Y r+2y—z—1
/ / /
M(a:,y,z) — f(M)(l’,y,Z) Z/ :—:c—y—i-Qz—i—l

1) Démontrer que f est une application affine.

2) Déterminer ’ensemble des points fizes par f.

Exercice 1.5.8.

Soient £ un espace affine dirigé par E, f une automorphisme affine de £ et T la translation
de vecteur u de E.

Montrer que foro f~1 est la translation de vecteur Ly(u). ot Ly(u) la partie linéaire de f.

Exercice 1.5.9.

Dans espace affine R® muni le repere R = (O, B) , ou B la base canonique. Soit P un plan
et D une droite tels que

r+y—z=1

P:x+2y+22=0 DZ{:U—Qy—Qz—l:O

1) Déterminer la projection p sur P parallélement a D.

2) Déterminer la symétrie s par rapport a P parallélement a D.
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Dans ce chapitre, £ un R-espace vectoriel.

2.1 Espace Euclidien

2.1.1 Structure d’espace euclidien

Définitions 2.1.1.
Soit f: E x E— R une application.
1) f est dite forme bilinéaire sur E si f est linéaire par rapport & chaque variable, i.e
i) Ve, o',y € E ,Va,B € R : flax+ pa’,y) = af(x,y)+ Bf(a',y) linéarité a gauche,
it) Ve,y,y € E VYo, B €R - f(z,ay+ BY') = af(z,y) + Bf(x,y) linéarité a droite,
2) f est dite symétrique si : Vr,y € E : f(z,y) = f(y,x),
3) f est dite définie si :Vx € E : f(z,z) =0= 2 =0,
4) f est dite positive si :Vr € E : f(x,z) >0,
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5) Un produit scalaire sur E est une forme bilinéaire symétrique,définie et positive sur
E.que l'on note par (,).

Exemples 2.1.1.
1) RZxR? — R
(u,v) > (u,v) = 2191 + Toyp 06 u = (T1,72) , V= (Y1,¥2).
Le produit scalaire canonique de R?.

2) R" x R" — R (u,v) — (u,v) = inyi ot u=(x1,...;n) , V= (Y1, Yn)-
i=1
Le produit scalaire canonique de R™.

Définitions 2.1.2.
1) Un R-espace vectoriel E muni d’un produit scalaire (,) est dit pré-hilbertien réel, noté

(B, (;))-

2) Un espace pré-hilbertien réel de dimension finie est dit euclidien.

Exemples 2.1.2.
1) (R™,(,)) est un espace euclidien ou (,) le produit scalaire canonique de R™.

2) E = (Cla,b],R) muni le produit scalaire

Vige E:{f.g) = / F(@)g(t)dt.

E nest pas un espace euclidien (espace pré-hilbertien).

3) M, (R) muni le produit scalaire
VA, B € M,(R): (A, B) =tr(*A, B)

M, (R) est un espace euclidien.

2.1.2 Norme, distance euclidienne et angle

Définition 2.1.1.
Soit(E, (,)) un espace euclidien.
En posant, Vx € E : ||z|| = \/{(x,x) est appelée norme euclidienne associée a (, ).

Lemme 2.1.1. (Inégalité de Cauchy Schwarz)
Soit (E, (,)) un espace euclidien , alors pour tout v,y € E

Iz, 9| < Myl (2.1)

Preuve .
Soit x,y € B
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a)Sizx=0ouy =0, |[{z,n)| < || |ly] est évidente.
b) Siz # 0pour A€ Ron a:

Az +yl* = (Av+y e +y)
= Mz, Az +y)+ (y, \x + )
= Nz, )+ Mz, y) + My, 2) + (1, 9)
= J2lPX® + 2(z, »)A + [ly|I*> > 0.

est un trinome positif du second degré en . Il en résulte que son discriminant
A = (z,y)? — |||]?||]Y||* est strictement négatif ou nul.

A <0 < (ol = l=llyD U vl + lliyl) <0
< =)l = llzllllyll < 0.

¢) Si z et y est colinéaires (liés) < Az +y = 0 i.e y = — Az alors
lyll = || = Az||
(—A\x, —\x)
= VA z, 1)
= [[Allllz]]-
Nl = 1w =Aa)l = || - A, 2]
= [IA=|?
= |lz[[IAl[l|z]
= |z|llly]l-

CQFD

Proposition 2.1.1.
Soit (E,(,)) un espace euclidien, Uapplication :

l.l: E — RF
ro— |l
est une norme sur E.
Preuve .
1) Ve e E: |jz|| = v/(z,z) >0 car (,) est positif.
2)Ve e E:

[z =0 & /{z,2)=0
& (r,z)=0
& x=0.
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car (,) est définie.
J)VAeR:

|Az]| = {Ax, A\x)
= Az, z)
= [l
car (,) est bilinéaire.
Y Vr,y € E: |z 4yl < |||+ |lyll ( inégalité de Minkowski ou triangulaire)
lz+yl* = (@+yz+y)
= (z,2) + (z,9) + (v, 2) + (v, 9)
1 + 2z, ) + [ly 1%,
En utilisant Inégalité de Cauchy Schwarz ([2.1)), on obtient,
lz+yll* < lll® + 20yl + lyll*
< (=l + llylh?®
donc [lz +y|| < [lz]| + [[y]- CQFD

Définition 2.1.2.
Soit (E,(,)) un espace euclidien, ’application

d:ExE — RT
est dite la distance euclidienne associée au {, ).

Propriété 2.1.1.
Pour tout a, B e R et z,y € E.

1) lax + Byll* = o?[|z* + 2a8(z, y) + B2 |lyI%,
1

2) (w,y) = 5 lllz +yl” = llel* = llyl*],
1

3 = -

) (o) -

1 2 2

4) (@,9) = 7 lllz +yI* = e = yI°],

5) lz+yll> + |z — yl|* = 2[||lz||* + |lyl|?] (Identité du parallélogramme).

lll® + 11y l1? = llz = wl*],

Preuve .
La preuve découle immédiatement de la définition de la norme. CQFD

Proposition et définition 2.1.1.
Soit (E,(,)) un espace euclidien.
Pour tout x,y € E, il existe un unique nombre réel noté T,y € [0, 7] tel que

COST,y = (2. ) )
’ [z [[ly]l

Le nombre T,y est appelé l’angle non orienté entre x et .

(2.2)
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Preuve .
En vertu de I'inégalité de Cauchy-Schwarz (2.1)) si z,y € E ~ {0} sont, on a

)l _

lzlllyll —

et donc
@y
z(llyll

Par conséquent, il existe un unique nombre réel 7,y € [0, 7] tel que

cos T = Y

lzlllyll

-1<

CQFD

FIGURE 2.1 — Angle non orienté 7, 3.

2.1.3 Orthogonalité, Sous espaces orthogonaux

Définition 2.1.3.

Soit (E,(,)) un espace euclidien.

On dit que deuz vecteurs x et y de E sont orthogonaux, si (x,y) =0 et on note xLy.

Une famille de vecteurs (z;) de E est orthogonale si ses vecteurs sont deuzx a deuz ortho-
gonauz.

i=1,p

Proposition 2.1.2.
Soit (E,(,)) un espace euclidien.
Une famille orthogonale de vecteurs non nuls de E est libre.

Preuve .
Soient (z;);—1; une famille de vecteurs non nuls de E et Ay, -, A, € R.
Supposons que A1z + AoZo + -+ + Az, = 0.
En considérant le produit scalaire avec x;,7 = 1, p.

On trouve,
Mz 4+ Nz, z) = AT, ) + -+ Ay, x)
0 = Nz, )
0 = \lil/®
donc \; =0 , pour tout s = 1,p  (puis que ||z;|| > 0, 2; # 0). CQFD
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Proposition 2.1.3. ( Théoréeme de Pythagore )
Soient (F,(,)) un espace euclidien, x et y deuz vecteurs de E, on a,

vly & lz+yll* = =l +lly]*

Preuve .
Siz,y € F:xly < (x,y) =0, alors

lz+yl*> = (z+y,z+y)
= |lz|” +2(z,y) + [|ly||*.
Donc, 21y < ||z + y||> = [|z]|* + ||y||*. CQFD

Exemple 2.1.1.
Soit E = C([0,27],R) et f,g € E telles que f(t) = cos(t), g(t) = t.

Alors on a,
27
(f,9) = f(t)g(t)dt
0
2
= / t costdt
0
27 27
= [smt}o —i—[cost}o
= 0.
Donce flg.

Définition 2.1.4.
Soient (E, (,)) un espace euclidien, F', G deux s.e.v de E et A une partie de E.

1) On dit que F et G sont orthogonauz et on note F1G si
Vee F,Vye G: zly.
2) On appelle orthogonal de F' et note F*, ’ensemble :
Ft={xecE/VyeF zly}.
3) On appelle orthogonal de A et on note A+, I’ensemble :
At ={zcE/WeA zvly}.

Proposition 2.1.4.

Soient (E, (,)) un espace euclidien et A, B deux partie de E,
1) At est un s.e.v de E,

2) AC B= B* c A,

3) At = (vect(A))*,

4) ALB< AcC Bt < B C At
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5) Si F,G deuzr s.evde E, F1G = FNG=/{0}.

Preuve .

1) Démontrons que A+ est uns.e.vde E.Ona:At # Jcar0 € AL ie Vye A:

Soient z,y € At et \,p € R: Az + uy € A+
Soit z € A: (A\x + py, z) = Mz, 2) + uly, z) =0
donc Az + uy € A*.

2) Démontrons que A C B = B+ C At

Soit y € E alors,

ye€ Bt = Vze€ B, (y,z)=0
= Vze ACB,(y,2)=0
= yec At
= B'cC A
3) Démontrons que At = (vect(A))*+
On a: A Cvect(A) = (vect(A))t Cc AL

Soit & € A+, Vy € vect(A) 1 y = Z)‘iai ouna; € AN ER,i

i=1
(@) = (@, > M) =Y Nila,a;) = 0.
i=1 i=1
Donc x € (vect(A))t = AL C (vect(A))*+
D’ou A+ = [vect(A)]*.
4) Démontrons que A1B < A C Bt & B C A+
On a:

AlB & Vre AVye B,(z,y) =0

& Vre A xe Bt
& Ac Bt

AlB & Vre AVye B, (z,y) =0
& YyeB,ye At
& BC A
5) Démontrons que F LG = FNG = {0}
Soit © € F,
reFNG = z€F e zed
= z€F e zcF*

,m

= xe€lF e VyeF (r,y) =0

= (z,z)=0
= z=0.

i.e FNF*+={0} donc FNG = {0}.
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Définition 2.1.5.
Soient (E, (,)) un espace euclidien , F' et G deux s.e.v de E.

On dit que F et G sont supplémentaires orthogonauz dans E et on note E = F &+ G si
seulement st E = F @& G et F1G.

Proposition 2.1.5.
Soient (E,{,)) un espace euclidien et F un s.e.v de E alors E = F &+ F+.

Preuve .
Supposons que dim F =m < dim E =n et B = {ey,...,e,} une base de F.

Il suffit de démontrer que
F1F+

FNFLt= {0}
dim F + dim F+ = dim E

1)OnaVo e F-Vye F{(z,y)=0,car F* ={x € B /Vy € F,(z,y) =0} i.e FLF*.
2) Soit = € E,

reFNFt = ze€F e xeF*+
= ze€F et YyeF (x,y)=0
= (z,2)=0
= x=0.
i.e FNF+={0}.
3) F + F* est s.e.v de E alors dim(F + F*) < dim E = n.
dim(F + F+) = dim F + dim F+ — dim(F N F*) = dim F + dim F+ d’ou :
dim F + dim F* < n.
Il reste de montrer que dim F + dim F+ > n.
Soit 'application,
f:E — R™
r — flz) =z, e1), (@, em))-

Démontrons que ker f = F*.
En effet : Soit z € kerf = f(x) =0=Vi=1,m,{(x,e;) =0

Yy € F, y:Z/\iei, NER i=1,m

=1

m

(r,y) = <$7Z/\i€i> = Z)\z‘<9€7€i> =0,

dott x € F*+ i.eker f C F*.
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Soit x € E,
re€Ft = VYyeF (ry =0

= ‘v’yEF,y:Z)\iei,)\iER,(x,m:O
i=1

= V)\z S R, <$,Z)\Z€Z> =0
i=1

= V\ € R,Z)\Z(l',ei) =0

i=1
= Vi=1,m,(x,e)=0
= 1z € ker f.
i.e 't Ckerf.

d’une part on a,
dimker f 4+ dim Imf = dim F,
donc,
dim F*+ + dim Imf = n.
d’autre part on a,
ImfCR" = dimImf<m=dmF
= dim F* +dim Imf < dim F + dim F*
= n<dimF + dim F'".
CQFD

Définition 2.1.6.
Soit (E,(,)) un espace euclidien de dimension n.
On appelle base orthonormée (orthonormale) de E, toute base {ey, ..., e,} de E vérifiant ,

_ s ) Li=yg
<€i7€j> _5l] - { 0,i #]
Exemples 2.1.3.
1) La base canonique de R®* By = {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)}

est une base orthonormale.
2) B = {Ul = (27 170)7U2 = <_37670)703 = (0707 2)}
i) (v1,v2) = (v1,v3) = (vg,v3) =0 4.e B est une base orthogonale dans R?,
i) ||lvi]| = V4 +1=+/5#1 i.e B n'est pas une base orthonormale dans R>.

Proposition 2.1.6. (Orthogonalisation de Gram-Schmidt)
Soient (E, (,)) un espace euclidien de dimension n et {vi},_1, (m < n) une famille libre de
E, alors il existe une famille libre orthogonale {w;},_1, telle que

vect{vy, -+ ,vm} = vect{wy, -+ ,wy}.
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Preuve .
On construit les vecteurs de {w;};_;;; comme des combinaisons linéaires des vecteurs de
{vi}i—1 par récurrence.
1) Sim =2, on pose w; = vy et wy = vy — Avy, ot A € R.
(w2, w1) = (v2 — )\U1,<U1> :><”U2,U1> - >\||U1||<2 >

Vg, U1 V2, V1

<’UJ2U)1>:0<:>/\: S Wy =V — 5 U1

’ [ loaf*
Alors wq # 0, sinon vy et vy sont liés, impossible. Donc {wy, ws} est orthogonale libre.
On va démontrer vect{vy,vo} = {wq,ws}, soit © € F

x € vect{w,we} < x=aw;+ Pfwy, ota, S ER

(v, v1) )

< x=av, + B(vy — 5 U1
ol

Vg, U

< = (04—5< : ;>)U1+5U2
[l

< x € vect{vy, va},

2) Supposons que {w; };_1, construit & partir de {v;},_i;, telle que
vect{vy, -+ vy} = vect{wy, -+ ,wp,}.

3) Démontrons que {w;},_j5,77 construit & partir de {v;};,_7;77, telle que :

vect{vy, -+, Vma1} = vect{wy, -+ Wpi1},
m

on pose W11 = Uil — E Aw;, ou \; € R,
i=1

pour tout j =1,m

m
<wm+1a wj) = <Um+1 - Z Aiwi? wj>

=1

L

Il
e

= (WUmgr,wy) — > Ailwi, wy)

(2

= (Ums1,w5) — Ajllwy]?,

& Wmt1 = Um+1 — Z i
i=1
Alors wp,41 # 0 car les vecteurs {w; };_1, sont combinaisons linéaires des vecteurs {v;},_i,
U1 D€ peut étre combinaison linéaire de ceux-ci (car {v;};—i;77 est libre), donc {w;};,_7777
est orthogonale libre.

On va démontrer vect{vy, -, vpmi1} = vect{wy, -+ ,wpi1}, soit x € E
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r € vect{wy, -+ ,Wny1} © T=oqwi+ ...+ Wy + Qi1 Witt, 00 a; €R
m
S r=0wy + . F QWi+ Q1 U1 — Qi g AiW;
i=1

m

~ T = Z(O&l — )\z)wz + Om+1Um+1
i=1

& x evect{vy, -, Vmi1}-

CQFD

Définition 2.1.7.
Soient (E, (,)) un espace euclidien de dimension n et B = {vy,...,v,} une base de E
,Pour tout k = 1,n on pose

k—1

Vg, W;
wi = U1, W = Vg — Z <”Z}H2> Wy, k 2 2 (23)
i=1 '

B' = {wy,...,w,} est appelée l'orthogonalisée de B.

B'={—— ..., ”wnH} est appelée l'orthonormalisée de B.
Wn,

Corollaire 2.1.1.
Soit (E,(,)) un espace euclidien , alors E admet au moins une base orthonormée.

Preuve .
D’aprés l'orthogonalisation de Gram-Schmidt, on peut a partir d’'une base donnée
{v1,+-+ ,v,} de E construire une base orthogonale {wy,--- ,w,} de de E, il est clair que
w w
{—1, .-+, —"=1 est alors orthonormée. CQFD
[[ws [[wn |

Exercice corrigé 2.1.1.
R3 muni sa structure euclidienne usuelle.
Orthogonaliser la famille B = {u; = (1,1,0),us = (1,0,1),us = (0,1,1)}.

Solution .
On a det(u1, us, u3) = 2 # 0 donc B est une base de R3
On pose : w; = u; = (1,1,0)

o <u27w1>
Wy = Uy — 2 1
[ ]
1
= (1,0,1)—5(1,1,0)
1 -1

= 1)

227
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<U37 wl) <U3, w2>
w3 = U3z — 1 W2
[ [ [[wsa[?
1 1.1 -1
= (0,1,1) — ~(1,1,0) — = (=, —,1
(07 Y ) 2(7 70) 3(27 27 )
-2 2 2

= )

373’3

donc B" = {wy, ws, w3} est Porthogonalisée de B.

2.1.4 Hiperplans, droites

Définitions 2.1.3.
Soient (E, (,)) un espace euclidien de dimension n et F' un s.e.v de E.

1) On dit que F est une droite vectorielle si dimF =1,
2) On dit que F est un hyperplan vectoriel si dimF =n — 1.
Remarque 2.1.1.
Soit F' un s.e.v de E comme F @ F+ = E, alors
1) Si F est un hyperplan = F* est une droite,
2) Si F est une droite = F* est un hyperplan.
Définition 2.1.8.
Soit (E,(,)) un espace euclidien.

La normale & un hyperplan H de E est par définition la droite vectorielle H+. Tout vecteur
non nul de cette droite est dit vecteur normal o H.

Proposition 2.1.7.
Soient (E, (,)) un espace euclidien et {eq,--- ,e,} une base orthogonale de E.

St H un hyperplan de E et v = Zaiei un vecteur normal a H. Alors H est définie par
i=1
l’équation ayxy + ... + apx, = 0.

Preuve .
n
Siz = E a;e; € E alors
i=1

ue H & ulx
< (u,z) =0
&S axrr+ -+ apx, =0.

CQFD

Exercice corrigé 2.1.2.
Soient uy = (3,—1,1),uy = (3,0, —3) deux vecteurs de R® et H = vect(uy, us).
Déterminer une équation cartésienne de H.
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Solution .
On détermine un vecteur normal n = (o, 3,7) & H
{(n,ul):() <:>{30z—6—|-’y:0 {5:4
(nyug) =0 3a—3y=0 a="
Onprend y=1=pF=4eta=1, n—(,4,)

=(zr,y,2) e H& (u,n) =0 +4y+ 2
d’oﬁH:{(x,y, 2) ER3 x+4y+ 2 =0}.

2.1.5 Applications dans les espaces euclidiens
Projection orthogonale, symétries orthogonales, réflexions

Définition 2.1.9.
Soient (E,(,)) un espace euclidien et F', G deuz s.e.v supplémentaires dans E.
Tout x € E s’écrit sous la forme (unique) x = xp + g ot xp € F,xg € G.

1) L’application

P.F — F
r — Tp

est appelée projection sur F' dans la direction G.

1) L’application

S:F — F

r — Tfp— g

est appelée symétrie par apport a F dans la direction G.

FIGURE 2.2 — Projection sur F, symétrie par apport & F' dans la direction G.

Propriétés 2.1.1.

Soient (E, (,)) un espace euclidien, F, G deuz s.e.v supplémentaires dans E et P ( resp., S)
la projection sur F dans la direction G ( resp., la symétrie par apport & F dans la direction
G), alors
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1) P2=P,

2) S? = 1Id,

3) S =2P — Idp,

4) ker P = G = ker(S + Idg),
5) ImP = F =Xker(S — Idg).

Preuve .
Soit x € E tel que x = xp + x4 alors,

1) P*(z) = P(
= P(xr)
— P

= P(x),

3) (2P — Idg)(z) = 2P(x)—x
= 2$F—($F+xg)
= I —XTqg

= 5(),

4)e z€kerP < P(x)=0
& xp=0
& r=xg€qG,

1
©S=2P—Idp & P=(S+1Idp) donG =ker(S+1dp).

5)e ye ImP < dre E,y= P(x)
& depe Fly=P(x)=aF
& yerl,
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eyc ' & yelImP
& yelIm(S+Idg)
& dreFEy=Sx)+=x
& Ar e B S(y) = S%x)+ S(x)
< JreE Sy =x+S(x)
& Sy =y
& (S —1Idp)(y) =0
&y eker(S — Idg).

CQFD

Définition 2.1.10.

Soient (E, (,)) un espace euclidien et F' un s.e.v de E.

On appelle projection orthogonale (ou projecteur orthogonal) sur F, noté Pg la projection sur
F dans la direction (parallelement) o F'*+.

Théoréme 2.1.1.

Soient (E,(,)) un espace euclidien, B = {e1,--- ,e,} une base orthonormée de F et Pr la

projection orthogonale sur F' | alors pour tout x € E : pp(x) = Z(w, ei)e;.
i=1

Preuve .
Complétons la base{ey, - ,e,} de F en une base orthonormée {e,- -, €m,€mi1, - ,€n}
de E, alors '+ admet {e,,,1,- - ,e,} pour base orthonormée.

Pour tout z € F,

m

r = Z(a:,el)ei

=1

= Z(x,ei)ei—k Z (z,€)e;

i=1 i=m+1
= Tp+TpL
Pr(z) =2zp = Z(x, €i)e;. CQFD
i=1
Définition 2.1.11.
Soient (E, (,)) un espace euclidien et F' un s.e.v de E.
On appelle symétrie orthogonale par rapport a F ,noté Sg la symétrie par apport a F paral-
lelement a F*+.
St F' est un hyperplan , la symétrie orthogonale par rapport a F est dite réflexion noté Rp.
F est appelé hyperplan de la réflexion (axe de la réflexion si E est de dimension 2).

Exercice corrigé 2.1.3.
Déterminer dans R3 euclidien canonique la symétrie orthogonale par rapport a

F={(x,y,2), o +2y—2z=0}.
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Solution .

o v=(x,y,2) € Fev=2x(1,0,1)+y(0,1,2) alors :
F =wvect(vy,v7) ot vy = (1,0,1),v5 = (0,1, 2)
donc {vy,v2} est une base de F'

D’aprés 'orthogonalisation de Gram-Schmidst,
on a {uy,us} est une base orthonormale de F, ou
1

1
(51 :—(1,0,1) s ng—(—l,l,l).
V2 V3

e la projection orthogonale Pr sur F, pour tout v € R® v = (z,y, 2)

Pr(v) = (v,u)us + (v, us)us

—_

= “(z+4y)(1,0,1) + %(—x +y+2)(—=1,1,1)

= 6(59(;—2y—|—z,—2:c—|—2y—|—2z,x—|—2y+52)

|l A

e La symétrie orthogonale par apport & F', Sp = 2Pp — Idg
pour tout v € R? v = (v, 2)
SF(’U) = 2PF(U) — v

1
= 5(2x—2y+z,—2x—y+22,x+2y+2z)

Comme dim F' = 2, F' est un hyperplan donc Sr = R est une réflexion.

Isométries vectorielles, similitudes

Définition 2.1.12.
Soient (E, (,)) un espace euclidien et f € L(E). On dit que f est une isométrie vectorielle si
f conserve le produit scalaire i.e pour tout v,y € £

{(f(2), f(y)) = (. y). (2.4)

Remarque 2.1.2.
St f isométrie vectorielle, on dit aussi que f est un un automorphisme orthogonal, l’ensemble
des automorphismes orthogonals de E et noté O(E).

Exemple 2.1.2.
1) Idg et —Idg sont des isométries,

2) Les symétries orthogonales sont des isométries.

Théoréme 2.1.2.
Soient (E, (,)) un espace euclidien et f € L(F), les conditions suivantes sont équivalentes :

1) f est une isométrie vectorielle,
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2QyVe e B, ||f(x)|| = ||z|| (f conserve la norme),
3) 1l existe une base orthonormée B de E, telle que f(B) soit une base orthonormée de E,

4) Pour toute base orthonormée B de E, f(B) est une base orthonormée de E.

Preuve .
I1)=4)
Soit B = {ey, ..., e, } une base orthonormée de E, on a f(B) = {f(e1), ..., f(en)}
pour tous ¢, = 17_7’L :<f(6i)7 f(6])> = <6i7€j> = Yij
donc f(B) est une base orthonormée de F,
II) 4) = 3) évident,
I11) 3) = 2)
Soit B = {ey, .., e, } une base orthonormée de E alors f(B) est une base orthonormée de FE.

n
Pour tout z € £/ |, x = E Tie; on a:
i=1

W@HZ\WXF&NﬂQ}W@W:

IV) 2)=1)
Supposons [ préserve la norme Pour tout z,y € F

G f@) = 0@+ F@IP = 1F@I — 1))

@+l = 1F @)1 = 1 )]

[z +yl* = ll=l* = llyl*]

NN — DN

|
—~
8
<
~

CQFD

Exemple 2.1.3.
L’application

f:R* — R?
1 V3 V3 1

(z,y) (?U + DR 59)

est une isométrie.
En effet, pour tout (z,y), (z',y") € R? :

ey, (@ y) = <§f+%)<§w’+?

=z’ +yy

((z,y), (@)

JAGANE Abderrahim 2019




2.1 Espace Euclidien 44

Proposition 2.1.8.
Soit (E,(,)) un espace vectoriel euclidien et f : E — E une application qui conserve le
produit scalaire. Alors f est linéaire.

Preuve .
Supposons que f conserve le produit scalaire i.e pour tout =,y € FE (f(z), f(y)) = (z,v),
entraine que pour tout z,y € F et a € R

If(ax +y) —af(x) = fWI? = [flax+y)|* + 2 f(@)]*+ 1 fWI? +2a(f(z), f(y))
—20(f(ax +y), f(x)) — 2(f(ax +y), f(y))
= oz +y|* +o?[lz]* + lyl* + 2a(z, y)
—2afax +y,z) — 2{ax +y,y)
= oz +y|* — oz +y?
= 0.
CQFD

Proposition 2.1.9.
Soient (E, (,)) un espace euclidien, f € L(FE) et A la matrice de f dans une base orthonormée
B={e, - ,e,} de E. Alors

FEOE) = AA=1, (2.5)

Preuve .
Notons C' = fA.A, le coefficient ¢;; de C égal a ¢;; = L;(*A).C;(A) = 'C;(A).C;(A)
Mais la colonne C;(A) est les coordonnées de f(e;) dans la base B.
d’ou ¢;; = (f(e;)-f(e;)), par suite
AA=T1, & (f(e)-fle) =0y
& La famille {f(e1), -, f(en)} est une base orthonormée de E
& feO(E).
CQFD

Proposition 2.1.10.
Soient (E, (,)) un espace euclidien et f € O(FE) alors.

| det(f)] = 1.

Preuve .
Si f € O(F) et A sa matrice dans une base orthonormée.

fEOE) = "AA=1I,
= det("A.A) = det(I,) = 1
= [det(A)}2 =1
= |det(A)] =1
= |det(f)| =1.
CQFD
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Définition 2.1.13.
Soient (E, (,)) un espace euclidien et f € O(E).

o Les élément de O(F) tels que det(f) = 1 sont appelés les isométries vectorielles directe.

e Les élément de O(FE) tels que det(f) = —1 sont appelés les isométries vectorielles indirectes.

Définition 2.1.14.

Soient (E, (,)) un espace euclidien.

Un endomorphisme f € L(FE) est une similitude vectorielle, s’il existe un réel k > 0, appelé
rapport de la similitude tel que, pour tout x € E, || f(x)| = k||z||.

Exemple 2.1.4.
[ R — R

est une similitude de rapport k = 2. En effet, pour tout (x,y) € R? :

1f(z, 9)ll = \/(\/555 — )2+ (@ + V32 = VA2 +y?) =2 (2, y)].

Proposition 2.1.11.
Soient (E, (,)) un espace euclidien. Pour toute similitude f de rapport k, il existe une unique
isométrie g telle que f = kg.

Preuve .

1
Soit f une similitude de rapport k, comme k > 0, on définit g par g = . f (unique),
1 1
pour tout « € B, [lg(2)l| = L llf (@)l =  Kll2ll = ||=]. CQFD

Définition 2.1.15.

Soient (E,(,)) un espace euclidien.

Les similitudes de déterminant positif sont appelées similitudes directes. Les similitudes de
déterminant négatif sont appelées similitudes indirectes.

2.1.6 Orientation, produit mixte, produit vectoriel

Lemme 2.1.2.
Soient (E,(,)) un espace euclidien, B ’ensemble des bases de E et pour toute B,B" € B, P
est la matrice de passage de B a B'. La relation binaire R définie sur B par,

BR B' & det(P) > 0. (2.6)
est une relation d’équivalence, pour cette relation il y a exactement deuz classes d’équivalences.

Preuve .
On vérifie aisément que R est une relation d’équivalence.
1) La réflexivité : résulte du fait que si B € B, la matrice de passage de B & B est la matrice
unité 1, et det(7,) = 1.
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2) La symétrie : résulte du fait que si B, B’ € B, la matrice de passage de B’ a B est I'inverse

de la matrice de passage P de B a B’, et comme det(P~!) = qt(P)’
e

3) La transitivité : résulte du fait que si B, B’, B” € B, la matrice de passage de B & B” est
le produit PQ des matrices de passage P de B a4 B’ et ) de B’ & B”, et comme

det(PQ) = det(P). det(Q).

Soient enfin B = {ey,ea,...,e,} une base de E et B’ = {—ej,ey,...,€,}. Le déterminant de
la matrice de passage P de B & B’ est —1, ce qui montre qu’il existe au moins deux classes
d’équivalences. Soient B” une troisiéme base de E et () la matrice de passage de B’ a B”.
La formule det(PQ) = det(P). det(Q)) montre que soit det(Q) > 0, soit det(PQ) > 0, et donc
que la classe d’équivalence de B” est soit celle de B’, soit celle de B. CQFD

Définitions 2.1.4.
Soit (E, (,)) un espace euclidien.

1) Une orientation de E est une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence R définie

par la formule (2.6)).
2) L’espace E est orienté lorsqu’un choiz est fait d’une orientation de E.

3) Une base de E est dite directe si elle est dans 'orientation de E, indirecte ou rétrogrades
dans le cas contraire.

Exemples 2.1.4.
Supposons que (u,v) soit une base directe de E, avec dim E = 2.

e Les bases (u,v), (—u, —v) et (—v,u) sont directes.

e Les bases (—u,v), (v,u) et (—v, —u) sont indirectes.

Définition 2.1.16.

Soient (E,(,)) un espace euclidien orienté de dimension n > 2, H un hyperplan de E
et n un vecteur normal o H. L’ensemble des bases {ei,...,e,_1} de H telle que la base
{e1,...,en_1,n} soit une base directe de E est l'une des deuz orientations de H appelée orien-
tation normale de H associée au vecteur n. Toute base de H appartenant a cette orientation
s’appelle base directement orthogonale a n.

Lemme 2.1.3.
Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté, B, B’ deux bases orthonormées directes de E et
P la matrice de passage de B a B'. Alors 'PP = I,, et det(P) = 1.

Preuve .
Soient B = {ey,. ,e,} et C; la matrice des coordonnées de e; dans B on a P = (C;...C,).
Par suite,
1oy
tPP = (Cl c. Cn) = <<€i7€j>) = (62]) = [n
T8

On en déduit,
1 = det(I,) = det(*P.P) = det(*P) det(P) = det(P)?,
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Comme, B et B’ sont deux bases orthonormées directes,

donc det(P) > 0, d’ou det(P) = 1. CQFD
Lemme 2.1.4.
Soient (E,(,)) un espace euclidien orienté, B et B' deux bases orthonormées directes de E.
Pour toute famille (x1,...,x,) de vecteurs de E, on a
det(zy,...,2,)p = det(z1, ..., 2,)p.
Preuve .

Soit (A resp. A" ) la matrice des coordonnées de (z1,...,x,) dans la base (B resp. B’ ) et P
la matrice de passage de B 4 B’, ona A= PA’ d’ou

det(z1,...,2,)p = det(A) = det(PA") = det(P) det(A’) = 1.det(A") = det(xy,...,x,)p-
CQFD

Définition 2.1.17.

Soit (E,(,)) un espace euclidien orienté de dimension n. Le produit mizte des vecteurs
x1,...,%, (dans cet ordre) est le réel det(xq,...,x,)p, ot B est une base orthonormée directe
quelconque, on le note [xy,...,z,]. i.e [x1,...,x,] = det(z1,...,2,)5.

Remarques 2.1.1.

1) Le produit mizte est une forme n-linéaire alternée sur E,

2) [x1,...,2,) =0 si et seulement si xy,...,x, sont linéairement dépendants,

3) Si|xy,...,xn] > 0 (resp. [x1,...,2,] < 0), {x1,...,2,} est une base directe (resp.
indirecte).

Lemme 2.1.5.

Soit (E,(,)) un espace euclidien, alors pour toute forme linéaire ¢ de E, il existe un unique
y € E, tel que pour tout x € E, p(z) = (x,y).

Preuve .
On sait que le produit scalaire sur F est, en particulier, une forme bilinéaire symétrique non
dégénéré, donc l'application ¢ : E — E* définie par pour tous =,y € E, ¥(y)(x) = (z,y)
est bijective. Donc pour chaque ¢ € E*, il existe un unique y € F, tel que ¥ (y) = ¢ et ainsi,
on aura pour tout x € E, p(z) = ¢(y)(x) = (z,y). CQFD

Proposition et définition 2.1.2.

Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et u,v deur vecteurs de E. L unique
vecteur a € E tel que, pour tout w € E, [u,v,w| = (a,w), s’appelle le produit vectoriel de u
et v (dans cet ordre) est noté u Av, i.e [u,v,w] = (uAv,w).

Preuve .
Considérons 'application ¢ : E — R définie par pour tout w € F,

o(w) = [u, v, w] = det(u, v, w)

Puisque le déterminant est une forme multilinéaire, alors ¢ est une forme linéaire sur F,
donc d’aprés le lemme précédent, il existe un unique a € FE, tel que, pour tout w € F;
p(w) = det(u,v,w) = (a,w). CQFD
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Propriétés 2.1.2.
Soit (E,(,)) un espace euclidien orienté de dimension 3, alors

1) L’application (u,v) — u A v est bilinéaire antisymétrique,
2) Pour tous u,v,w de E, alors (u A v,w) = (u,v A w),
3)
)
)

4
5) u,v sont liés, si et seulement si u A v = 0.

Pour tous u,v de E, le vecteur u N\ v est orthogonal a u et a v,

Si u,v sont libres, alors la famille {u,v,u A v} est une base directe,

Preuve .
1) e La bilinéarité du produit vectoriel résulte immédiatement de la bilinéarité du produit
scalaire et de la linéarité du produit mixte par rapport a chaque variable.
e Pour tout w € E, ona (uAv+vAu,w) = [u,v,w]+ [v,u,w] = [u,v,w] — [u,v,w] =0,
donc le vecteur u A v + v A u est orthogonal a tout le monde, il est nul. i.e u Av=—vAu
2) Pour tous u,v,w € E, alors

(u Nv,w) = [u,v,w] = —[v,u,w] = [v,w,u] = (VA w,u) = (u,v Aw).

3) Pour tous w,v de E, (u Av,u) = [u,v,u] = 0, de méme (u A v,v) = [u,v,v] = 0 (car le
produit mixte est un déterminant), d’ou le vecteur u A v est orthogonal & u et & v.

4) Si u, v sont libres, on la compléte en une base {u, v, w}, alors (u A v, w) = [u,v,w| # 0 ce
qui prouve que u A v # 0. En particulier, on a

[, v,u Av] = (u Av,u Av) = ||uAv|[*)0

ce qui prouve que {u,v,u A v} est une base directe de E.

5) e Si w,v sont liés, alors Pour tout w € F, on a (u A v,w) = [u,v,w] = 0 (car le produit
mixte est un déterminant), donc le vecteur u A v est orthogonal & tout le monde, i.e uAv = 0.
e Réciproquement, il suffit de démontrer que wu,v sont libres, alors u A v # 0. Cela a été
démontré dans la propriété 4. CQFD

Proposition 2.1.12.
Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et {e1, es, e3} une base orthonormée
directe de E. Alors :

1) ey Neg =e3,ea Neg =e1 et eg Aep = ey.
2) Pour tous u = (uy, ug, ug) et v = (v, v2,v3), alors

U2 V2
Uus Us

Uy U1
us U3

Uy U1

u/\v:<
Uz V2

Preuve .
1) On a, (e; A ey — e3,e1) = [e1, e, 1] — (e1,e3) = 0, donc e; A e3 — e3 est orthogonal a e;.
de méme il est orthogonal & ey et a es. il est orthogonal a tout le monde, i.e e; A es = e3.
Les deux autres formules s’en déduisent car {es, e3,e1} et {es, e1,es} sont aussi des bases
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orthonormées directes.
2) Pour tous u = (uq,ug, u3), v = (vy,v9,v3) et w = (wy, wy, ws). alors

(uANv,w)y = [u,v,w|

= det(u, v, w)
Uy v W
= Uz V2 W2
Uz Uz Ws

Uz V2
= wl —
us Vs

U v

us Vs

U2 V2
us U3

Uy U
us U3

dotuANv= < t ) CQFD
U V9

?

Proposition 2.1.13.
Soient (E, (,)) un espace euclidien orienté de dimension 3 et u,v,w € E. alors,

1) uA (v Aw) = (u,w)v — (u,v)w (formule du double produit vectoriel),
2)uN(vAw)+ oA (wAu)+wA (uAv) =0 (identité de Jacobi),

3) [|lu Av|)* + (u,v)? = ||u|?||v]|* (identité de Lagrange).
)

4) [lu Av|| = ||ul|||v]sind, 6 € [0,7] I’angle non orienté entre u et v.

Preuve .
1) ) Si I'un des trois vecteurs est nul, alors il est clair que la proposition est vérifice. Donc
dans la suite, on peut supposer que les trois vecteurs sont non nuls.
i1) Si (v, w) est lié, alors v A w = 0, donc u A (v A w) = 0.
D’autre part, puisque v et w sont non nuls, alors il existe a € R, tel que w = awv, donc on
aura (u, w)v — (u,v)w = (u, av)v — (u, v)aw = alu, v)v — alu, v)v = 0
Donc, dans ce cas, la proposition est vérifiée.
i1i) Si (v, w) est libre, alors la famille {v, w,v Aw} est une base directe de F, soit {e1, 2, €3}
son orthonormalisée, c’est encore une base directe. Ecrivons les coordonnées dans cette base,
v = ey, w= Pe; +ves et u = Aey + pes + nes. On a alors,

u (v Aw) = (e + pes +nes) A (ayes) = —Aaryes + parye,

et

(u, w)v — (u, v)w = (A8 + py)er — aX(Ber +ve2) = —Aayes + payer,
D’ou le résultat.
2) En utilisant la formule du double produit vectoriel, on aura

uN(wAw)+ovA(wAu)+wA(uAv) = (u,w)v— (u,v)w+ (v, u)w
— (v, wyu + (w,v)u — (w, u)v
= 0.
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3)

luAv||* = (uAv,uAv)
= [u,v,u A
= [v,uAv,u
(VA (uAv),u)
= {(v,v)u = (v, u)v, u)
(u, u)(v,v) = (u, v){u,v)
= |lulP[lol* = (u,v)*.

4) En utilisant I'identité de Lagrange et la formule (2.2]), on obtient

lu Aol + (u,0)* = [lul®llvl* = lluAl® + [ful*[[o]* cos® 0 = [Jul*|lv]*
= luAol® = Jlul?[lo]*(1 - cos®§)
= [luAvl* = Jlul?[lv]|* sin® 0

D’ou |lu Av|| = ||ull]]v] sin 6. CQFD

2.2 Espace affine euclidien affine

Dans cette partie £ est un R-espace affine de direction F est un R-espace vectoriel.

2.2.1 Structure d’espace euclidien affine

Définition 2.2.1.
Un espace affine euclidien est un R-espace affine £, sa direction E est un R-espace vectoriel
euclidien.i.e E de dimension finie et muni d’un produit scalaire, et on note (€, F, (,)).

Proposition et définition 2.2.1.
Soient (€, E,(,)) un espace affine euclidien et d : £ x &€ — R une application définie par

d(A, B) = ||ABYJ|. Alors d est une distance sur &, i.e. elle vérifie : pour tous A, B,C € &,
1) d(A, B) > 0 (positivité),

2) d(A, B) = d(B, A) (symétrie),

3) d(A,C) < d(A, B) +d(B,C) (inégalité triangulaire),

4) d(A; B) = 0 < A = B (séparation).
On lappelle distance sur € associée a la norme euclidienne ||.|| de E , ou plus simplement,
distance euclidienne sur &.

Preuve .
La preuve découle immédiatement de la proposition [2.1.1] CQFD

Remarque 2.2.1.
L’espace affine euclidien (£, F,{(,)) est muni la distance d, et donc muni d’une topologie
métrique.
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Définition 2.2.2.
Soient (€, F, (,)) un espace affine euclidien.
L’angle géométrique (non orienté) de deux vecteurs non nuls x et y de E est le réel

— (z,y)
T,y = arccos € [0, 7). (2.7)
Iyl
Si A, B,C sont trois points de £ avec A distinct de B et C, on pose
ABC = AB, AC. (2.8)
B
T — T
T,y BAC
= A » C

y

FIGURE 2.3 — Angle non orienté ABC.

2.2.2 Sous espaces affines orthogonaux

Définition 2.2.3.
Soient (€, F,(,)) un espace affine euclidien et F,G deuz sous espaces affines de & dirigés
respectivement par F,G ( F,G deuz sous espaces vectoriels de E ).

1) On dit que F et G sont orthogonaux si F' et G le sont. On note alors F L G.

2) On dit que F et G sont supplémentaires orthogonaux si F' et G le sont. On note alors

E=Fatg.

Proposition 2.2.1.
Soient (E,F,(,)) un espace affine euclidien et F,G deuz sous espaces affines de E dirigés
respectivement par F, G, alors

1) Si F et G sont orthogonauz alors F NG est soit vide, soit un singleton.
2) Si F et G sont supplémentaires orthogonauz alors F NG est un singleton.
Preuve .
1) Si F L G alors F' L G, d’aprés la proposition donc FNG = {0}. Par suite, si FNG

n’est pas vide, c’est un sous-espace de dimension 0, c¢’est-a-dire un singleton.
2) L’hypothése F et G sont supplémentaires orthogonaux suffit a garantir le résultat, comme

on le sait déja[1.3.2) CQFD

Définition 2.2.4.
Soient (€, F,(,)) un espace affine euclidien et H un hyperplan affine de € dirigé par H ( H
un hyperplan vectoriel de E ).
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1) On appelle vecteur normal a H tout vecteur non nul orthogonal & H.

2) Une droite affine D orthogonal & un hyperplan affine H a pour vecteur directeur un vecteur
normal a H.

|
|
|
H |
i
FIGURE 2.4 — Hyperplan affine orthogonal & une droite affine.

Remarque 2.2.2.

Une droite D et un hyperplan H orthogonaux sont automatiquement supplémentaires car
DNH = {0} etdim D+dim H = dim E, donc sécants en un point. Ot D (resp. H) est dirigé
par D une droite vectorielle de E ( resp. H un hyperplan vectoriel de E ).

Exemple 2.2.1.
Dans R3, le plan affine d’équation 2x — y + 2 — 3 = 0 passe par le point (1,0,1) et possede
comme vecteur normal le vecteur n = (2, —1,1).

Définition 2.2.5.
Soient (€, E,(,)) un espace affine euclidien et D une droite affine de £ et A un point de E.
On appelle distance de A a D le réel

—
d(A,D) = inf ||[AM]]. (2.9)
MeD
Proposition 2.2.2.
Soit D une droite affine de £ d’équation affine ax+by+c =0, et soit A = (xg,y0) € E Alors :

lazo + byo + |
d(A, D) = 2.10
(4,0) = 1200 L I (2.10)

Preuve .
Le vecteur n = (a,b) est un vecteur normal a D, et M(z,y) est le projeté orthogonal de A

o
sur D, alors AM//n et M € D, si bien que :

)|

L,m _ la(z — x0) + b(y — yo)| _ laz + by — axo — by)|

va? + b2 va? + b?

et on conclut grace au fait que —axy — byy = ¢, puisque M € D.

d(A, D) = | AM]|| = |{

7]l

CQFD
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A
|
|
|
noo
‘ D
s B s R

FIGURE 2.5 — Distance d’un point & une droite.

Exemple 2.2.2.
La distance entre le point A(2,3) et la droite D d’équation 2z +y + 3 =0 est

4 !
d(A,D):'L\/;‘g’:%ZNS.

2.2.3 Applications dans les espaces affines euclidiens

Isométrie affine

Définition 2.2.6. Soient (€, E, (,)) un espace affine euclidien.
Une isométrie affine de € est une application affine f de € dans lui méme qui conserve les

distances
—
VM,N €€, ||f(M)f(N;H=||MNI|- (2.11)

'.:‘.‘.tq
~

FIGURE 2.6 — Isométrie affine

Exemple 2.2.3.  L’application ide, translation affine sont des isométries affines.

Théoréme 2.2.1.

Soient (£, F,(,)) un espace affine euclidien. et f : E — E une application. Alors f est une

isométrie affine de € st et seulement st f est affine et sa partie linéaire Ly est une isométrie
vectorielle de F.
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Preuve .
1) Soit f une isométrie affine. Fixons O € &, et définissons Ly : E — E par

pour tout z € E, L¢(x) :\f(O)f(O + SE;, puisque f conserve la distance alors

| Ls(z)|| = || F(O)f(O + )| = |00 + )| = ||z|| i.e L conserve la norme, d’apres la pro-
position [2.1.8 Ly est linéaire. Ainsi f est affine de partie linéaire L;.

2) Réciproquement, si f est affine de partie linéaire L qui conserve la norme, alors pour tous

M,N € B, |f(DF(N| = | L;(MN)| = | MN| CQFD

Définition 2.2.7.

Soient (€, E, (,)) un espace affine euclidien et f une isométrie affine de E.

On dit que f est un déplacement ou une isométrie affine directe de € si Ly est une isométrie
vectorielle directe de E.

On dit que f est un antidéplacement ou une isométrie affine indirecte de € si Ly est une
1sométrie vectorielle indirecte de E.

Similitude affine

Définition 2.2.8.
Soient (€, F, (,)) un espace affine euclidien.
Une application f : E — & est une similitude s’il existe k > 0 tel que

VM,N € B, |F(M)f(N}|| = k| MN| (2.12)

Le réel k sera appelé le rapport de la similitude f.

FIGURE 2.7 — Similitude affine

Exemples 2.2.1.
1) Une homothétie de rapport X est une similitude de rapport |\|.

2) Une isométrie est une similitude de rapport 1
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Théoréme 2.2.2.

Soient (€, E,(,)) un espace affine euclidien et f : € — &€ une application. Alors f est une
similitude affine de € si et seulement si f est une application affine et sa partie linéaire Ly
est une similitude vectorielle de E.

Preuve . I
1) Soient f une similitude affine, A 'homothétie affine de centre A € £ et de rapport — ol

k > 0 et Papplication g = ho f, alors pour tout M € £, g(M) = h(f(M)) = A+ A M)

1 N
ie Ag(M §:—Af( ). Donc pour tout M, N € &€, on a

l9ng (NI = lgODA + Ag(NI|| = Iz FANA + L AFNS)) = LI F(N) = 3|

AIDSI, g est une isométrie affine, d’aprés le théoréme . g est afﬁne et sa partle linéaire L,
est une isométrie vectorielle de E, donc f = h™1 o g est affine et d’aprés la proposition ,
Ly = kL, est une similitude vectorielle sur £.

2) Re(nproquement si f est afﬁne et sa partie hnealre Ly est une similitude vectorielle de E.,

alors pour tous M, N € E, || f(M )|| = ||Lf(MN)|| = k||MN|| CQFD

Théoréme 2.2.3.
Soient (E, F,(,)) un espace affine euclidien.
Une similitude affine de € conserve les angles géométriques (non orientés).

Preuve .
Nous allons prouver que Sl A, B et C” sont les images respectives des points A B et C’
par une sin similitude alors BAC = BACY , en calculant les produits scalaires (A A
<A’ B, Ac C") de deux maniéres différentes.
1) Par définition, le produit scalaire des vecteurs u et v on a

<u7 U> =

[l +ol* = Jull* — [lv]*]

N | —

Appliquons cette formule au produit scalaire des vecteurs f@ et fﬁ , alors

<1@,1ﬁ> = _<1@7CT>4>
= (1B + CAP — | ABI? ~ |TAIP)

= —[ICBI ~ | ABI? - | TA]
= (VB2 + |ACI - |BCIP)

= T [— — —
De la méme maniére, on établit que (A'B’, A'C") = 5 [|A'B'||? + ||A'C"||2 — || B'C"|]?].

Une similitude de rapport k£ multiplie toutes les distances par k. Par conséquent,

AB — kAL, AC' = kAC et BC' = kBC.
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Il vient alors

/—>/ /—>/ 1 7112 1 A2 /—>/ 2
@B.AT) = LABP+ AT - B

= SIRIABIR + K ACI? — 21 BE)]
— K2(AB,AC)

2) Le produit scalaire peut aussi s’exprimer avec le cosinus. Nous avons alors

— e I e IS _
(AB,AC) = | AB||| AC| cos BAC' et (A’B’ ACHY = | AB|||A'CY| cos BTACY

De la premlere etape nous avon A’ B, A’ = k*{ ﬁ 1@ Par suite,
||A’B’||||A’C”|| cos B'A'C = ||A ||||B|| cos BAC alors
cos B'A'C'" = cos BAC', d’oul BAC = BTAC. CQFD

Définition 2.2.9.

Soient (€, FE, (,)) un espace affine euclidien et f une similitude affine de E.

On dit que f est une similitude affine directe de € si Ly est une similitude vectorielle directe
de E.

On dit que f est une similitude affine indirecte de £ si Ly est une similitude vectorielle
indirecte de F.

Théoréme 2.2.4.

Soient (€, F,(,)) un plan affine euclidien.

1) La transformation algébrique f du plan complexe C, f(z) = az+b a,b € C et a # 0 est
une similitude affine directe.

2) La transformation algébrique g du plan complexe C, g(z) = azZ+ b, a,b € C et a # 0 est
une similitude affine indirecte.

Preuve .
1) Soient A et B deux points du plan affine euclidien d’affixes z4 et zp. Leurs images respec-
tives A’ et B’ par la transformation f ont pour affixes respectives z4 = f(z4) et zp = f(2B).
|A'B'|| = |zp — za| = |a.z5 +b—a.za — b| = |a|.|z — za| = |a|.| AB]|.
Donc f est une similitude de rapport |a].
Siz=x+41iy, 2 =f(z)=2"+iy , a=a;+iay et b= by +iby, alors

¥ =ax —ay + by

!/
z —az+b<:>{ Y = 4oz + ayy + by

d’apres le théoréme[2.2.2, f est une application affine et sa partie linéaire L est une similitude
vectorielle de déterminant det(L;) = a? + a3 > 0 d’ou f est une similitude affine directe.
2) De la méme maniére, on démontre que g est une similitude affine indirecte. CQFD

Exercice corrigé 2.2.1.
Détermaner la similitude directe correspond a la transformation algébrique du plan compleze
C quienvoie zy =1+i a2z =—-2—2iet zo=2+41azh,=1+2i.

Solution .

Soit f(z) = az + b la similitude recherchée. On doit résoudre az; + b = 2] et azy + b = 25,
Z/ _ Z/

L 2 —34dietb=2 —az =—1-9i
Rl — %2

on trouve immédiatement a =
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Exercices

Exercice 2.2.1.
Soit Uapplication
(): Mup(R)x M,(R) — R
(A, B) — Tr('A.B)

1) Montre que (M, (R), (,)) est un espace euclidien,

2) Montre que VA € M,(R) : | Tr(*A) |< /n.Tr(tA.A),
3) Déterminer (Vect(I,))*.

Exercice 2.2.2.
Dans R* muni du produit scalaire usuel, on pose : Vi = (1,2, —1,1) et Vo = (0,3,1, —1).
On pose F' = Vect(V1,V3).

Déterminer une base orthonormale de F' et un systéeme d’équations de F' ¢

Exercice 2.2.3.
Dans R3 muni sa structure euclidien usuelle.
Soit le famille B = {u; = (1,0,0),us = (1,1,0),us = (1,1,1)}

Vérifier que B est une base de R?® et [’orthonormalisée.

Exercice 2.2.4.
Soient E un espace euclidien orienté de dimension 3 et u,v,w € FE.
Montrer que

) uN(wAw)=(uAv)ANw si seulement si {u,v,u ANw} est une famille lié.

2) [u Av,v Aw,w Au) = [u,v,wl]?.

Exercice 2.2.5.
Soient (E, (,)) un espace euclidien de dimension n et f € L(E). On dit que f est symétrique
si seulement si pour tout x , y € E : (x, f(y)) = (y, f(x)) .supposons que [ est symétrique.

1) Montrer que La matrice de f dans toute base orthonormale de E est symélrique.
2) Montrer que Kerf et Imf sont supplémentaires orthogonauz dans E.
3) Montre que siVx € E : (z, f(z)) =0 alors f = 0.

Exercice 2.2.6.
Dans R? euclidien canonique .Déterminer la matrice de la projection orthogonale et la matrice
de la symétrie orthogonale par rapport a F dans les cas suivantes.

1) F est la droite d’équations 3x = 6y = 2z.
2) Fy est engendré par le vecteur unitaire n = (a, b, c).
3) Fy est le plan d’équations ax + by + cz =0
Exercice 2.2.7.
Soit f une application affine d’un espace affine £ dans lui-méme qui transforme toute droite

affine en une droite paralléle.
Montrer que f est une translation ou une homothétie.
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Exercice 2.2.8.
Ecrire les transformations affines suivantes sous forme d’opérations algébriques du plan com-
plexe C

1)f:(x,y)—>“ —11}(5)+(51’>)
Do — [T () (%)

Exercice 2.2.9.
Le plan affine euclidien P est rapporté au repére orthonormé (0,1, 7). Soit f Uapplication de

/
) . . . = 1
P dans P qui a tout point M(x,y) associe le point M'(z',y') tels que : { ; B i i 5

Montrer que f est une isométrie affine. f est-elle un déplacement ? un antidéplacement ¢

Exercice 2.2.10.
Soit f une transformation du plan P dans lui méme et M(x,y) d’image M'(z',y') par f deux
points du plan P tel que

/

{x' =x+14
y =y—>5

Soit N(xy,y1) d'image N'(z,y,) par f deuz points du plan P.
1. Calculer les distances d(M, N) et d(M', N').

2. Comparer ces distances trouvées.

3. Quelle conclusion peut-on tirer de la transformation f.

Exercice 2.2.11.
Déterminer la perpendiculaire commune aux droites

r+y—3z2+4 =0 e o =2-1
D{Qm—z+1 =0 P y =z—1

Exercice 2.2.12.
1) Soient P un point et D la droite passant par A et dirigée par w. Montrer que

a(p, by = Al

2) Déterminer la distance du point P(1,1,1) a la droite passant par le point de coordonnées
(—1,2,3) et dirigée par le vecteur de composantes (2,—1,2).
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3.1 Courbe paramétrée :Généralités

Définitions 3.1.1.
Une courbe paramétrée de R"™ est une application
~v:I — R"
t— A1)

de classe C'*°, ou I un intervalle de R.
1. t est appelé le parametre de la courbe paramétrée.
2. L’image de I par ~y est appelée la trace de v ou le support de -y, noté v(I) =T.
3. (v, 1) est appelé un paramétrage (paramétrisation) de T
4. Si[a,b] C I, la restriction de v sur [a,b], vy/ay est appelé un arc de v compris entre
les points y(a) et y(b).
5. La dérivée v'(t) = (v1(t), -+ , 7. (t)) est appelée le vecteur tangent a la courbe paramé-
trée v au point y(t).
Exemples 3.1.1.
1. Soit f: I — R une fonction de classe C*° sur l'intervalle I de R.
L’application
v:I — R
t — () = f(t))
est une courbe paramétrée de R?, son support est le graphe de f.
Le vecteur tangent de v est v/ (t) = (1, f'(t)), ot f" est la dérivée de f.

FIGURE 3.1 — Graphe de la fonction f : ¢ —— f(t) = tsint dans | — 4, 4].

2. L’application

§:[0,27] — R?
t — 6(t) = (Rcost,Rsint) ,R > 0.

est une courbe paramétrée son support est le cercle de centre O et de rayon R.
Le vecteur tangent de § est §'(t) = (—Rsint, Rcost).
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FI1GURE 3.2 — Cercle de centre O et de rayon R.

3. L’application
a:R — R
t — a(t) = (Rcost,Rsint,rt) ,R>0, reR.

est une courbe paramétrée son support est I’hélice circulaire de rayon R et de pas r.
Le vecteur tangent de « est o/ (t) = (—Rsint, Rcost, ).

<«—— Rayon

FIGURE 3.3 — Hélice circulaire.

Définition 3.1.1.

Soient v : I — R™ une courbe paramétrée et ty € I

La courbe vy a un point régulier en toy si v (tg) # 0. Sinon, v a un point stationnaire en tg.
La courbe v est réquliére si v'(t) # 0 pour tout t € I.

Exemple 3.1.1.
Soit la courbe paramétrée

v:R — R?
to— () = (8.

Le vecteur tangent de vy est v/(t) = (3t%,2t).
On a ~'(0) = (0,0), ainsi v(0) est un point stationnaire, donc vy n’est pas réguliére sur R.
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FIGURE 3.4 — Courbe paramétrée v(t) = (¢3,¢%) dans R.

Définition 3.1.2.
On dit que deux courbes paramétrées v : I — R™ et o : J — R™ sont équivalentes, s’il
existe un C*°-difféomorphisme ¢ : J — I tel que o =y o ¢.
On dira que ¢ est un changement de paramétrage.
Remarque 3.1.1.
1. v et o ont méme support.
2. 7y est réguliere < a est réguliére.
3. Si ¢/'(t) > 0 pour tout t € J, on dit que vy et « définissent la méme orientation, sinon

on dit qu’elles définissent des orientations opposées.

Exemple 3.1.2.
Les courbes paramétrées :

v | -L1 — R?
t o (LVI—)
a: |0,7] — R?
t  +—— (cost,sint)

sont équivalentes.
En effet, lapplication

¢:0, 7] — |—-1,1]
t —— cost.

est un C*°-difféomorphisme car la fonction cos est de classe C'™° et strictement décroissante
sur 0, 7| et sa réciproque arccos est de classe C™.

De plus o =y o ¢, d’ot ¢ est un changement de paramétrage.

i.e vy el a sont équivalentes.

Pour tout t €]0, 7|, ¢'(t) = —sint < 0.

Donc v et a définissent des orientations opposées.
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FIGURE 3.5 — Demi cercle.

Définition 3.1.3.
Soit v : I — R™ une courbes paramétrées et [a,b] un intervalle inclue dans I.

1. La longueur de l'arc /.y est définie par

b
by = [ I @l

2. L’abscisse curviligne d’origine y(a) de «y est la fonction
e: I — IR

t
b () = / I (w)lldu =1,

Exemple 3.1.3.
Soit l'application

a:R — R?
t — a(t) = (Rcost,Rsint,rt) ,R>0, reR.

La longueur de larc 70,17 d’hélice circulaire est donné par

1 1
o = [ Il = [ VR au = VR
0 0

Exercice corrigé 3.1.1.
Soit Uapplication

a:R — R?
t — at) = (1)

Déterminer labscisse curviligne d’origine ~v(0) de 7.

Solution .
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L’abscisse curviligne d’origine «(0) de 7 est donné par ¢(t) = fot |7 (w)||du

o)) = [ 1@l
_ /mdu

t 4
= /3u~/u2+—du
0 9
t
= §/ 2u u2+ildu
2 )y VT Ty
4t
_ [(22 1 513
[ (u +9)}0

_ (12 + 1_1)3

9/ 271

Définition 3.1.4.
Soit v : I — R™ une courbes paramétrées réguliere. On dit que ~y est paramétrée par sa
longueur ( naturellement ) ou (v, I) une paramétrisation naturelle si pour tout a,b € I,a < b,
by )y =0 —a.
Exemple 3.1.4.
Soit Uapplication
a:R — R?
t t
t — at)=(rcos—,rsin—-), r > 0.
r r
/ . t /
On a o/(t) = (—sin—,cos—) et ||/ (t)| =1,
r r
pour tout a,b € R,a < b, on a

b
by = / I ()| du
b
= /1du
= b—a.

Proposition 3.1.1.
Soit v : I — R™ une courbes paramétrées réguliere. Alors
v est paramétrée par sa longueur si et seulement si pour tout s € I, ||'(s)|| = 1.

Preuve .
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1. Supposons que pour tout s € I, |7/(s)|| = 1, alors pour tout a,b € I,a < b, on a
b
b = [ I @)ldu
b

:/1du

= b—a.
2. Réciproquement,supposons que v est paramétrée par sa longueur.
Soit a € I,a (fixé).
i) Pour tout s > a,on al,,  =s—a,dautre part I, = L2 ()| du,
mais la fonction s — 1, est dérivable de dérivée égale a [|7/(s)]|.
/
Donc Pour tout s > a, <f: ||7’(u)||du> =(s—a), dou |4/ (s)]| = 1.

Visa] — @ - s, d’autre part lw[s,a] = fsa H’Y/(U)Hdu = - f; ||'7/(u)||du7
, est dérivable de dérivée égale a —||v'(s)].

i1) Pour tout s < a, on al

mais la fonction s — [, s

!/
Donc Pour tout s < a, (— N ||7’(u)||du) =(a—s), dou |v(s)| = 1. CQFD

Proposition 3.1.2.
Soit v : I — R™ une courbes paramétrées réguliere. Alors il existe une courbe paramétrée par
sa longueur o : J — R™ équivalente a .

Preuve .
Soient a € I, ¢ I'abscisse curviligne d’origine v(a).

e: I — R
t
tH%@@I/MMWwﬂWW

Posons J = ¢(I), nous allons montrer que ¢ : I — J est un C*-difféomorphisme et que
a=7vyop:J— R"équivalente a v. En effet,

¢ est surjective par définition, puisque ¢ est de classe C™; et ¢'(t) = ||7/(¢)|| > 0 pour tout
t € I, alors ¢ est croissante donc est injective, d’oul ¢ est bijective et =1 est de classe C*°.
Donc ¢ est C'*°-difféomorphisme.

D’autre part on a, pour tout ¢ € I il existe s € J,s = p(t) &t = p~1(s)

o(s) = (you )(s)

d’ou pour tout s € J, ||a/(s)|| = 1. CQFD

Lemme 3.1.1.
Soit v : I — R™ une courbe paramétrée par sa longueur, alors
pour tout s € 1,(7'(s),7'(s)) =0 i.e v'(s) L~"(s).

JAGANE Abderrahim 2019




3.1 Courbe paramétrée :Généralités 66

Preuve .
On a, pour tout s € I, [|7(s)[| = 1 < (v'(s),7'(s)) = 1
En dérivant cette égalité on obtient 2(7'(s),v"(s)) = 0 < ~/'(s) L 7"(s).() CQFD

Définition 3.1.5.
Soit v : I — R™ une courbe paramétrée réguliére.

/
t
Le vecteur T'(t) = ||7’Et§|| est appelé le vecteur tangent unitaire de v en t.
g
T'(t) . L
Le vecteur N(t) = ROl est appelé le vecteur normal unitaire de v en t.

(1)

FIGURE 3.6 — Vecteur tangent 7'(¢) et vecteur normal N(¢) au point ().

Proposition 3.1.3.
Soient v : I — R" et a: J — R" deuz courbes paramétrées réguliéres sont équivalentes (il
existe un C*°-difféomorphisme ¢ : I — J tel que y(t) = aop(t) = as) out € I,s € J),
alors

T,(t) = £Ta(s), Ny(t) = Na(s), T,(t) = &' ()| Ta(s).

Preuve .
Soient v : I — R™ et a : J —> R"™ deux courbes paramétrées réguliéres sont équivalentes,
alors il existe un C*°-difféomorphisme ¢ : I — J tel que v = a0 ¢.
On a pour tout ¢ € I il existe s € J, s = p(t) &t = ¢ 1(s).

. ’7,<t) 5) — O/(S) ot ~/ — / — o (s)o
g“)‘wa)u | Ts) = T () = ) ) = a0
_ W) A P 5
L= o0 = e ol ~ e e = a6
e méme :L(t) e S :M alors
P MO = e =T
T3(0) = H(T(s) = £L0(0)) = £TLON D) = ST = [P O
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et donc

M- DO PO T

O e OITL1 1Tas0

CQFD

Corollaire 3.1.1.
Le signe du vecteur tangent unitaire dépend de l’orientation du paramétrisation choisie, par
conte lorsqu’il existe le vecteur normal unitaire ne dépend pas du paramétrisation choisie.

3.2 Etude locale des courbes planes

Le plan affine R? est rapporté & un repére orthonormé (O, i, ;) Un point M de coordonnées
(z,y) est le point M = O + zi + yj.

3.2.1 Tangente

Définition 3.2.1.

Soient v : I — R? une courbe paramétrée, ty € I et uy € R2.

La droite passant par le point vy(ty) et dirigée par le vecteur uy en ty est appelée tangente a ~y
en ty St

+(t) = 3 (to) + At + A(D(1) (3.1)
ot X une fonction définie sur I, € une fonction vectorielle définie sur I et thr? e(t) = (0,0).
—to

Exemple 3.2.1.
La courbe paramétrée

a:R — R?
t — aft) = (sint,t*)

admet une tangente horizontale en t = 0 dirigée par le vecteur ug = (1,0).
En effet : on a, a(t) = a(0) +sint (1,0) 4 sint (0, =) et (0, =) = (0,0).
—>

’ sint 7 sint

Proposition 3.2.1.
Soit v : I — R? une courbe paramétrée réguliere, alors v admet une tangente dirigée par le
vecteur v'(ty) en tout ty € I.

Preuve .
Puisque v est dérivable en tout ty € I alors

V() = (to) + (t —t0)7 (to) + (t —to)e(t) et lime(t) = (0,0).

t—to

Revenir a la définition d’une tangente en posant ug = 7/(to) et A(t) = (t —ty). CQFD
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Remarque 3.2.1.
Dans le cas d’un point stationnaire, il y a généralement une tangente, la proposition suivante
le montre.

Proposition 3.2.2.
Soit v : I — R? une courbe paramétrée, supposons qu’il existe un entier p > 1 et un vecteur
ug # (0,0) tels que :

Y(t) = y(to) + (t — to)Pup + (t — to)Pe(t) et lime(t) = (0,0).

t—to
alors v a une tangente dirigée par le vecteur uy en tg.
Preuve .
Revenir a la définition d’une tangente en posant \(t) = (t — o)?. CQFD

Exemple 3.2.2.
La courbe paramétrée

v:R — R?
t — () =+ 1Y

admet une tangente en t = 0 dirigée par le vecteur ug = (1,1).
En effet : on a, y(t) = (0,0) +¢3 (1,1) + ¢*(0,¢) et (0,¢) — (0,0).

t—

3.2.2 Allure de la courbe

Définition 3.2.2.
Soient v : I — R? une courbe paramétrée et D une droite qui passe par v(ty) avec ty € I.
La courbe

1) bute sur la droite D en to si pour t # to suffisamment proche de ty, les points y(t) sont
tous du méme coté de D,

2) traverse la droite D en ty si pourt > to suffisamment proche de ty, les points y(t) se situent
tous du méme coté de D, et pour t >ty suffisamment proche de to, les points y(t) se situent
tous de l’autre coté de D.

Définition 3.2.3.
Soient v : I — R? une courbe paramétrée ayant une tangente D en ty € I . La courbe
paramétrée a

1) un point ordinaire en ty si en ty, la courbe bute sur la tangente et traverse toutes les autres
droites qui passent par y(to),

2) un point d’inflexion en ty si en to, la courbe traverse toutes les droites qui passent par
v(to), (y compris la tangente),

3) un point de rebroussement de premiére espéce en to si en to, la courbe traverse la tangente
et bute sur toutes les autres droites qui passent par 7(to),
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4) un point de rebroussement de seconde espéce en to si en ty, la courbe bute sur toutes les
droites qui passent par y(to) (y compris la tangente).

Proposition 3.2.3.
Soit v : I — R? une courbe paramétrée, supposons qu’il existe deuzx entiers ¢ > p > 2 et
deux vecteurs non colinéaires u, et v, tels que

Y(t) = v(to) + (t — to)Pup + (t — to)%vy + (t — to)%e(t) et lime(t) = (0,0). (3.2)

t—to

1) Si p est impair et q est pair, la courbe vy a un point ordinaire en to,
2) Si p est impair et q est impair, la courbe v a un point d’inflexion en to,

3) Sip est pair et q est impair, la courbe v a un point de rebroussement de premiére espéce
en to,

4) Sip est pair et q est pair, la courbe v a un point de rebroussement de seconde espéce en ty.

Preuve .
U . U
- p ; p - ﬂ ' K !
(to) Y(to) (t0) (to)
. . . p pair, ¢ impair ; ;
p impair, ¢ pair p impair, ¢ impair b pair, g pair
. o Point de rebroussement de Point de rebroussement
Point ordinaire Point d'inflexion
premiere espece de seconde espéce

FIGURE 3.7 — Les quatre cas possibles pour I’allure d’un point stationnaire.

En utilisant la formule (3.2]) nous avons

3(E) = A1) + (¢~ Py + (1~ 1oPP2a(t) e Jim (1) = (0,0).
D’aprés la proposition , la courbe admet une tangente D dirigée par le vecteur u, en %,.
Soit D’ # D une droite passant par y(ty). Le vecteur u, ne dirige pas la droite D'.
Si p est pair, (t — to)P est positif pour ¢ # to suffisamment proche de t, le point 7(t) est
du méme coté de la droite D’ que le point () + u,. Donc, la courbe bute sur la droite D’
Si p est impair, (t —to)? change de signe avec t —ty. Pour ¢ > t, le point (¢) est du méme
coté de D" que le point y(ty) + u, et pour t(ty, le point v(¢) est de 'autre coté de la droite
D'. La courbe traverse donc la droite D’.
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Ensuite,

V(1) = (to) + ult) +v(t),

ou u(t) = (t — to)Puy, et v(t) = (t — to)?(vy + €(t)) avec }g% e(t) = (0,0).

Le vecteur u(t) est colinéaire & u,. Le point y(to) 4+ u(t) appartient donc & la tangente D.

Si g est pair, (t — to)? est positif et pour t # ¢, suffisamment proche de tg, le point ()
est du méme coté de D que le point (o) + v,. La courbe bute donc sur sa tangente.

Si g est impair, (t —tg)? change de signe avec t —ty. Pour ¢t > ¢, le point y(¢) est du méme
coté de D que le point y(tg) + v, et pour t(ty, le point () est de I'autre coté de D. La courbe
traverse donc sa tangente. CQFD

Exemple 3.2.3.
1) Soit la courbe paramétrée

v:R — R?
t o y(t) = (=2 + 1,13
Ent =0, nous avons y(t) = v(0)+t* (—1,1)+t* (1,0) +t*e(¢), donc il y a un point ordinaire.
2) Soit la courbe paramétrée
v:R — R?
t — (t) = (3(sint — 1), 1> +1°)
Ent = 0, nous avons y(t) = 7(0) + ¢*(—3,1) + t° (55,1) + t°¢(t), donc il y a un point
d’inflexion.
3) Soit la courbe paramétrée
7:R — R
to— ) = (212 + %)
En t = 0, nous avons y(t) = v(0) + t*(1,1) + ¢*(0,1) + ¢3¢(t), donc il y a un point de

rebroussement de premiére espéce.
4) Soit la courbe paramétrée

v:R — R?
t > (t) = (cost — 1, +t* +°)

En t = 0, nous avons v(t) = v(0) + ¢* (5, 1) + ¢* (35, 1) + t*e(t), donc il y a un point de
rebroussement de deuxieme espéce.

Corollaire 3.2.1.
Soient v : I — R? une courbe paramétrée et q > p > 2 les deux plus petits entiers tel que
7P (to) et v\D(ty) ne soient pas colinéaires, alors

1) Si p est impair et q est pair, la courbe v a un point ordinaire en to,

2) Si p est impair et q est impair, la courbe v a un point d’inflexion en to,
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3) Si p est pair et q est impair, la courbe v a un point de rebroussement de premiére espéce
en to,

4) Si p est pair et q est pair, la courbe v a un point de rebroussement de seconde espéce en ty.

Preuve .
En utilisant la formule Taylor-Young, on a

V() = y(to) + (t — )Py P (to) + (t — o)™y D (te) + (t — to)%e(t) et lim e(t) = (0,0).

t—to

D’aprés la proposition |3.2.3| on a le résultat. CQFD

3.2.3 Branches infinies

Définition 3.2.4.
Soient v : I — R? une courbe paramétrée telle que pour tout t € I,v(t) = (z(t),y(t)) et
to € RU{—00, 400} est une borne de lintervalle I, (il se peut que I soit ouvert en tp).

1) On dit que la courbe paramétrée v admet vy € R? comme point d’arrét en ty si tlir? ¥(t) = 0.
—to
2) On dit que la courbe paramétrée v admet une branche infinie en ty si thr? lv()|| = +o0.
—to

3) La droite D d’équation ax + by + ¢ = 0 est asymptote a v si tli_)r% d(y(t),D) = 0 i.e
tli_gt(ax(t) +by(t) +¢) =0.

Remarque 3.2.2.

Voici comment mener [’étude des branches infinies

1) Si tll}rg x(t) = £oo et tlgg y(t) =1 € R la droite d’équation y =l est asymptote horizontale
a la courbe en ty.

2) Si tli_gt z(t)=1€eR et tll)r% y(t) = Loo la droite d’équation x = [ est asymptote verticale a

la courbe en ty.

t
3) Si lim z(t) = £oo et lim y(t) = oo on étudie lim )
t—to t—to t—to x(t)
t
— 1) Si than % = d+o0 on dit que la courbe admet une branche parabolique de direction
—to T
asymptotique x = 0 en tg.
t
— ii) Si thr{l % = 0 on dit que la courbe admet une branche parabolique de direction
—lo T
asymptotique y = 0 en ty.
t
— 1) Si lim y(t) =a € R et lim y(t) — ax(t) = £oo on dit que la courbe admet une
t—to x(t) t—to
branche parabolique de direction asymptotique y = ax en ty.
t
— 4i1) S0 lim y() =a € R* et limy(t) — ax(t) = b on dit que la courbe admet une
t—to x(t) t—to

asymptote oblique d’équation y = ax + b en ty.
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Exemple 3.2.4.
1) La courbe paramétrée

v:R — R?
t— )=+ L{E-1)vE+1)
i) admet (0,0) comme point d’arrét ent = —1.

i1) admet une branche parabolique de direction asymptotique v =0 en t — +00.
2) La courbe paramétrée

v:R — R?
, 1 2
t — ’y(t):(t+¥,t+¥)

i) admet une asymptote oblique d’équation y = 2x ent — 0.

i1) admet une branche parabolique de direction asymptotique y =0 en t — —+o0.

3.2.4 Courbes planes en coordonnées polaires

Définition 3.2.5.
Un point M du plan affine est repéré par ses coordonnées cartésiennes (x,y). Dans un repére
)

orthonormé (O,f,]) il peut également étre repéré par des couples (p,0) tels que
x = pcost ety = psind.

Nous dirons alors que (p,0) est un couple de coordonnées polaires du point M.

St p est positif, le point M est situé sur le rayon vecteur d’angle 0, a distance p de l'origine.Si
p est négatif, M est situé sur le rayon vecteur d’angle 6 + 7, a distance —p de l'origine. Dans
tous les cas p = ||OM]].

Pour 6 € R, on définit les vecteurs ug = (cos@,sinf) et vy = (sinf, —cos ). Le point M est
de coordonnée polaires (p,0) si seulement si M = O + p(6)ug.

A y
y
“o M = (p .6)
Ug
cos 6 6
P
Toox 0 X

FIGURE 3.8 — Coordonnées polaires.
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Définition 3.2.6.
Une courbe paramétrée v : I — R? est définie en coordonnées polaires par

¥(0) = O + p(8)ug = (p(#) cos b, p() sin ).

pour tout 0 € I, ou p : I — R est une fonction de classe C*°. L’équation p = p(0) est
[’équation polaire de la courbe.

Exemples 3.2.1.

1) Un cercle centré en O et de rayon R admet p = R pour équation polaire.

2) Une Droite ne passant pas par 'origine a pour équation Cartésienne y = ax+b ot a,b € R
et a # 0. on En remplagant, x = pcosf et y = psinf dans l’équation y = ax + b, on obtient
[’équation polaire

b

sinf —acosf’

Proposition 3.2.4.
Soit vy : I — R? une courbe paramétrée définie par I’équation polaire p = p(0), alors

1) Tout point de ~ distinct de lorigine O est un point régulier et la tangente en ~y(0) est
dirigée par le vecteur

V'(6) = ' (0)ug + p(0)ve (3.3)
2) Si p/(0) # 0, langle orienté ¢ entre le vecteur ug et la tangente vérifie
p(0)
tan p = : 3.4
G o

3) Sip'(0) =0, ¢ = §[modn] i.e la tangente est dirigée par le vecteur vy.

Preuve .

=

FIGURE 3.9 — Tangent en coordonnées polaires.
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1) En dérivant v(0) = O + p(0)ug = (p(0) cos @, p(#) sin H). par rapport a 6, on obtient :
V' (0) = p'(0)ug + p(0)ve

Puisque les vecteurs uy et vy ne sont pas colinéaires alors

7'(6) =0« p(0) = p'(6) = 0.
Maintenant, comme p(f) = 0 < v(0) = O on en déduit que tout point distinct de l'origine
est un point régulier.
_ /)

tang — p(0)

, si p/(0) # 0 alors

p(6)
p0)

2) Puisque p # 0 on obtient que

tan ¢ =

1
3) Si p/(0) = 0 alors oy 0 et ¢ = Z[mod ]
i.e la tangente est dirigée par le vecteur vy. CQFD

Exercice corrigé 3.2.1.
Soit vy courbe paramétrée définie par ’équation polaire p =1 — 2cosf.
Déterminer la tangente T a la courbe paramétrée v en 0 = 7.

Solution .

FIGURE 3.10 — Tangent a la courbe d’équation polaire p =1 — 2 cos .

On va déterminer la tangente T a la courbe paramétrée v en 6 = 7.
I’angle orienté ¢ entre le vecteur uy et la tangente T' vérifie

p(@) 1—2cosd

p(#) 2sind

tan =

Enf =7 onatany = % alors ¢ = arctan %, la tangente 1" a la courbe paramétrée v au point
de coordonnées polaires (1, 7) et d’angle orienté ¢ = arctan %
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Définition 3.2.7.
Soit vy : I — R? une courbe paramétrée définie par I’équation polaire p = p(6).
Si 6y € RU{—o00,+00} est une borne de l'intervalle 1.

On dit que la courbe paramétrée v admet une branche infinie en 0y si elinél |p(8)] = +o0.
—bo

Exercice corrigé 3.2.2.

. e e e S ) . sin @ cos 0
Soit vy courbe paramétrée définie par ’équation polaire p = —————.
) sin ¢ — cos 6

Etudier les branches infinies.

Solution . -
La fonction p est définie sur R \ {Z + km, k€ Z}.

. e i
On va étudier la branche infinie en 6 = pona

in 6 cos ¢ 1
lim &| = 400 Car lim sinfcosf = = et lim sinf — cos@ =07
6—z+ sinf — cos 6 et e
donc z(0) = p(0) cosf et y(0) = p(#)sinf tendent vers +o0o. On a donc une branche infinie.
0
On regarde alors lim y(o) = lim tanf =1et lim y(f) —x(f) = lim sinfcosf = =
ozt x(0) gzt gzt ozt 2
, sin @ cos ¢ . y(0) , 1
De mé 1 — | = lim —= =1et 1 0) —x(0) = -.
eméme I | osg! = o0 i gy = Lot im y(0) —2(0) =5

on a donc une asymptote d’équation y = x + 5.

FIGURE 3.11 — Asymptote d'une courbe en coordonnées polaires.

3.2.5 Courbure

Définition 3.2.8.
Soient v : I — R? une courbe paramétrée réguliere et T(t) (resp. N(t)) le vecteur tangent
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unitaire (resp. normal unitaire) a .
Le repére (v(t),T(t), N(t)) est de Frenet de v ent € I si (T(t), N(t)) est une base orthonor-
mée directe de R2.

FIGURE 3.12 — Repére de Frenet dans R2.

Théoréme et définition 3.2.1.
Soient v : I — R? une courbe par sa longueur et (y(s),T(s), N(s)) le repére de Frenet en
s € 1, alors il existe une fonction k : I — R de classe C™ telle que pour tout s € T

T'(s) = k(s)N(s)
1) Le nombre k(s) est appelé la courbure algébrique de .

2) Le nombre K(s) = |k(s)| est appelé la courbure de 7.

3) Le nombre R(s) =

est appelé la courbure de 7.

K(s)
Preuve .

On a pour tout s € I [|7/(s)|| =1 et T'(s) =+'(s).

En dérivant (T'(s), T(s)) = 1 on obtient 2(T"(s),T(s)) = 0i.e T'(s) et T'(s) sont orthogonaux,

alors T"(s) et N(s) sont colinéaires c’est-a-dire il existe une fonction k : I — R de classe

C telle que pour tout s €

CQFD

Remarque 3.2.3.
Pour tout s € I, K(s) = ||T'(s)|| = |7 (s)]|-

Exemple 3.2.5.
Soit la courbe paramétrée

v:R — R?
t — y(s)=(r cos(f),rsin(f)), (r>0)
r r
v est paramétrée par sa longueur car ' (s) = (— sin(f),cos(f)), 17 (s)| =1
r r

-1 s, —1 s 1
" _ (2 (2 t K = |7’ — " = —.
() = (sin(), “hin(3)) et K(s) = [T(5) = ()] =
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Proposition 3.2.5.
Soient vy : [ — R? une courbe paramétrée par sa longueur et (y(s),T(s), N(s)) le repére de
Frenet en s € I si K(s) la courbure de v, alors

T'(s) = K(s)N(s) (3.5)
N'(s) =—-K(s)T(s) '
Preuve . T'(s)
s
1) Puis que N(s) = )] et K(s)=||T"(s)| alors T"(s) = K(s)N(s).
2) En dérivant (N(s), N(s)) = 1 nous obtenons (N'(s), N(s)) = 0 alors N'(s) et N(s) sont
orthogonaux, ainsi il existe a € R tel que N'(s) = aT'(s).
En dérivant (T'(s), N(s)) = 1 nous obtenons

(T'(s), N(s)) +(T(s), N'(s)) =0 & (K(s)N(s),
& K(s)(N(s),
& a=—K(s)

CQFD

Définition 3.2.9.

Soient v : I — R? une courbe paramétrée régulicre et o : J — R? une courbe par sa
longueur telles que v et o sont équivalentes (i.e il existe ¢ : I — J C™ difféomorphisme tel
que 1(t) = a(8(8)) = als) ).

La courbure K, (t) de ~ est définie par K, (t) = Ku(s) = Ko(¢(t)), o K. (s) est la courbure
de a.

Proposition 3.2.6.
Sotent v : I — R? une courbe paramétrée réguliere et (y(t), T(t), N(t)) le repére de Frenet
ent €1, si K(t) la courbure de vy, alors

| det(+'(2),7"(#))]
@1

K(t) =

Preuve .
Soit o : J —> R? une courbe par sa longueur telle que 7 et « sont équivalentes (i.e il
existe ¢ : I — J C* difféomorphisme tel que v(t) = a(p(t)) = a(s)), t € [ et s € J,
P () = IV @Il /
Notons v(t) = [|7/(t)]], on a T} (t) = Hv’égll donc v'(t) = v(t)1,(t),
en dérivant v'(t) = v(t)T,(t) on obtient, v"(t) = v'(t)T,(t) + v(t)T. (1),
en utilisant la Proposition | on a,
Ti(t) = IV (DT (s) = 0(t)Ka($)Na(s) = () (DN, (1)
et donc " (t) = v'(t)T,(t) + v(t)* K, (t) N, (t) et
[det(v/(£), (1) = v()*E ()] det(T, (8), Ny (8))] = 7/ (O)[*EC (1), car det (T, (1), N, (1)) = 1

ce qui implique
| det('(2),7"(1))]

I @)1

Kv(t) =

CQFD
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Exercice corrigé 3.2.3.
On considére la courbe paramétrée

v: R — R?
t — y(t)=(Rcos®t,Rsin’t) , REeR}
1) Déterminer les points ot la courbe ~y est réguliére.
2) Déterminer la courbure.
Solution .

1) On a +/(t) = (—3Rsintcos?t,3R costsin®t) et |7/ (t)|| = 3R|sint cost|, alors
I (@)l :Oﬁt:kﬂout:g—i—kﬂ ouk € Z.
Ainsi la courbe est réguliére sauf les points ¢t = km ou t = g +kmou ke Z.
2) On a v"(t) = (—3R(cos®t — 2sin*t cost), 3R(—sin® t + 2 cos? tsint)) et
det(v'(2),7"(t))| = 9R*sin*tcos’t dou K(t) = ——————
et (£). ()] = OR?sin cos?t dlon K(1) = i

3.3 Tracé des courbes paramétrée planes

3.3.1 Courbes paramétrées planes en coordonnées cartésiennes

Le plan d’étude d’une courbe paramétrée plane en coordonnées cartésiennes

v:I — R
to— () = (z(t),y(t))

est donné par les étapes essentielle suivantes.
1. Commencer par rechercher ’ensemble de définition commun aux fonctions x et y.

2. Essayer de réduire ’ensemble d’étude en utilisant les périodicités de x et de y, ainsi
que leurs parités ou leurs symétries.

3. Dresser le tableau de variation des fonctions = et y.

4. Rechercher les points stationnaires et étudier l'allure de la courbe au voisinage de ces
points.

5. Rechercher et étudier les points d’arrét et les branches infinies.

6. Tracer la courbe.

Exercice corrigé 3.3.1.
Tracer le support I' de la courbe paramétrée

v:R — R
t — () = (sin(2t), sin(3t))
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Solution .
Les fonctions x : t — sin(2t) et y : t — sin(3¢) sont définies et continues sur R. La fonction
x est périodique de période 7 et la fonction y est périodique de période %’r La plus petite
période commune est 27. Il nous suffit donc de tracer I' sur un intervalle de longueur 27.

Les fonctions z et y sont impaires, on en déduit que le point (z, y) est de I si, et seulement
si, le point (—z, —y) est de I'. Nous pouvons donc restreindre I’ensemble d’étude a l'intervalle
[0, 7] . Nous tracerons I' sur I'intervalle [0, 7], le reste du I s’'obtenant par la symétrie centrale
par rapport a (0,0).

Notons enfin que z(m —t) = —x(t) et y(r —t) = y(t). Par conséquent, il nous suffit
d’¢tudier I' sur l'intervalle [0, 7]. la portion de I' sur l'intervalle [7, 7] s’obtient alors par la
symétrie par rapport a 'axe Oy.

Dressons maintenant le tableau de variations des fonctions = et y sur I'intervalle [0, 7].

L : :
x 2 -+ 1 + 0 - -2
1
ﬁ/
y 3 + 0 - 0
1
T\
! o/ T

On trace I' sur [0, 7], puis son symétrique par rapport a l'axe Oy, puis son symétrique par

rapport a (0, 0).

FIGURE 3.13 — Le support de la courbe paramétrée (¢ (sin(2t), sin(3t))

3.3.2 Courbes paramétrées planes en coordonnées polaires

le plan d’étude d’une courbe paramétrée plane en coordonnées polaires v : I — R? définie
par I’équation polaire p = p(f), est donné par les étapes essentielle suivantes.
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Branches infinies.

G W e

Tracé de la courbe

Exercice corrigé 3.3.2.

Construire la courbe paramétrée plane d’équation polaire p(f) =1 — cos6.

Solution .

On va étudier la courbe d’équation p(f) = 1 — cos 6 en coordonnées polaires.

Points essentiels et leurs tangentes.

Tableau de variations , 6, p(), signe de p et p'.

Ensemble de définition, période, symétries, ensemble d’étude.

p(0) est définie sur R, 27w périodique et paire. On va donc étudier la fonction sur [0, 7] et il

faudra compléter la courbe par une symétrie par rapport a Ox.

On a p/(0) = siné qui permet d’avoir le tableau de variation

fon o — p(f) 1—cosf
v p(0)  sind

6 0 T
0 0 + 0
2
p - —
0
0 0
= tan(i) iep= o

En =0, p=0cet =0 i.ela tangente en § = 0 est horizontale.

m . .
Enf=mp=2et o= 5 i.e la tangente en € = 7 est verticale.

Comme 0 < p < 2 alors la courbe est bornée, incluse dans le disque de rayon 2, centré a

I'origine. Il n’y a pas de branches infinies.

FIGURE 3.14 — Le support de la courbe d’équation polaire p(f) = 1 — cos 6.

3.4 Etude locale des courbes gauches

L’espace affine R3 est rapporté a un repére orthonormé (O,
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3.4.1 Tangente, plan osculateur et plan normal

Définition 3.4.1.
Soient v : I — R3 une courbe paramétrée, ty € I et uy € R3.
La droite D = ~(tg) + vect(ug) est tangente a v en ty si y(t) = y(to) + A(t)u

0 )e(t) ou A
une fonction définie sur I, € une fonction vectorielle définie sur I et tlir? e(t)
—to

A
=(0,0,0).

Définition 3.4.2.
Soient v : I — R3 une courbe paramétrée, to € I et ug, vy € R3.
Le plan P = ~(t) + vect(ug, vo) est osculateur a v en ty si

1) v admet une tangente dirigée par ugy en t,
2) v(t) = y(to) + alt)uo + B(t)vy + B(t)e(t), ot «, 5 sont des fonctions définies sur I, € une
fonction vectorielle définie sur I et thl? e(t) = (0,0,0).

—to

Exemple 3.4.1.
La courbe paramétrée

v:R — R3
t — () = (1517
1) On a, y(t) = y(0) + ti + t(t ] + 12 k) et (t] +t2k) (0 0,0).

Donc v admet une tangente homzontale ent=20 dmgee par le vecteur ug = i
2) D’autre part v(t) = v(0) + ti + t2] + t2(tk) et (tk:) (0 0,0).

Donc v admet un osculateur en t = 0 engendrée par les vecteurs z,].i.e le plan zOy.

FIGURE 3.15 — Plan osculateur.

Proposition 3.4.1.
Soit v : I — R?® une courbe paramétrée, Supposons qu’il existe deux entiers ¢ > p > 2 et
deuz vecteurs non colinéaires u, et v, tels que

Y(t) = v(to) + (t — to)Pup + (t — to)%v, + (t — to)%e1(t) et limey () = (0,0,0). (3.6)

t—to

Alors
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1) La droite D = ~(to) + vect(u,) est tangente a v en to,
2) Le plan P = ~(to) + vect(uy,, v,) est osculateur a vy en t.
Preuve .
1) Revenir a la définition d’une tangente, en posant
Uy = Up et )\(t) = (t — to)p et €(t) = (t — to)p[(t - to)q_p?}q + (t - to)qé'l(t)].
2) Revenir a la définition d’un osculateur, en posant
Oé(t) = (t - to)p, B(t) = (t - to)q, Uy = Up, Vg = Up et 8<t> = 81(t). CQFD

Proposition 3.4.2.

Soit v : I — R3 une courbe paramétrée régulicre, alors

1) v admet une tangente D dirigée par le vecteur ~'(to) en tout to € I.

2) Siy(to) = (o, Yo, 20) €t ¥ (to) = (x4, 5, 20), alors D est donnée par les équations

/

Yo(r — 20) = 25(y — Yo) , 2o(T — 0) = 7((2 — 20). (3.7)

Preuve .
1) Puisque 7 est dérivable en tout tg € I alors

Y(t) = (to) + (t — t0)y'(to) + (t —to)e(t) et lime(t) = (0,0,0).

t—to
Revenir a la définition d’une tangente en posant ug = /(o) et A(t) = (¢t — to).
2) Siy(t) = (x,y, z) alors les vecteurs y(to)v(t) et 7/(ty) sont colinéaires, alors il existe A € R
tel que y(to)y(t) = A\ (to).i.e

T—x9 = AT v — y—y .
— To — Yo — 20
Y—Y% =AYy S A= z T
z—zZy = Ay 0 Yo 0
d’ou les équations yj(x — zo) = z4(y — yo) et zp(x — zo) = x4(2 — 20). CQFD

Proposition 3.4.3.
Soit v : I — R? une courbe paramétrée réquliere et si v'(ty) et 7" (ty) ne sont pas colinéaires
en tout ty € I, alors

1) v admet un osculateur P engendrée par les vecteurs ' (to) et 7" (ty) en tout ty € I.
2) Sivy(to) = (zo,Y0,20), V(o) = (x4, Y5, 20) €t ' (to) = (0, v0, 20), alors P est donnée par
I’équations

rT—x9 Ty X[

Yy=% Y% Y |=0 (3:8)
z—2z0 2, 2

Preuve .
1) D’aprés la formule de Taylor-Young en tq € I alors
/ (t - t0)2 " 2 .
v(t) = y(to) + (t — to)7 (to) + —s (to) + (t —to)c(t) et tlir% e(t) = (0,0,0).
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Revenir & la définition [3.4.2)d'un osculateur en posant ug = v'(to), vo = 7" (to), a(t) = (t—to)
et B(t) = (t —to)*
2) Si y(t) = (x,y,2) alors les vecteurs V(to)y(ti, v (to) et v"(ty) sont colinéaires, alors
det(y(to)(t),7'(t0), " (to) = 0 CQFD
Définition 3.4.3.

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée et D = ~(ty) + vect(ug) la tangente oy en ty € I.
Le plan orthogonal (perpendiculaire) a la tangente D est appelé plan normal a vy en t.

Tangente

)

V' (ty)

'Y(to) o

Plan osculateur

(B

Plan normal

FIGURE 3.16 — Plan normal, osculateur et la tangente.

Proposition 3.4.4.
Soit v : I — R3 une courbe paramétrée réguliere et ty € I, alors

1) Le plan normal a v en to est orthogonal a ' (tg).
2) Siy(to) = (o, Y0, 20) €t ' (to) = (x4, Yy, 20), alors le plan normal & 7 en ty est donnée par
[’équations

2g(x — z0) + Yoy — yo) + 2(2 — 2) = 0. (3.9)

Preuve .
1) D’apreés la proposition la tangente a « est dirigé par +/(to), alors le plan normal a ~y
en ty est orthogonal & /().

2) Siy(t) = (r,y, 2) alors les vecteurs y(to)7(t) et 7/(to) sont perpendiculaire, alors
(y(to)y(t),7 (to)) = 0 i.e

zg(x — z0) + yh(y — yo) + 20(z — 20) = 0.
CQFD

Exercice corrigé 3.4.1.
Soit la courbe paramétrée

v:R — R?
to— )= (2t +1)

Déterminer Les équations de la tangente, du plan osculateur et du plan normal en tg =1
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Solution .

On va déterminer la tangente, le plan osculateur et le plan normal en ¢y = 1, alors

V() = (3t2,2t,1), 7" (t) = (6t,2,0) donc (1) = (1,1,2), v/(1) = (3,2,1) et 4"(1) = (6,2,0).

1) Les équations de la tangente sont

2(x—1):3(y—1),x—1:3(z—2)<:>x—1:;(y—l):?)(z—Q).

2) L’équation du plan osculateur est

r—1 3 6

y—1 2 2| =02x—-3y+32—-4=0.

z—2 1 0

2) L’équation du plan normal est

3z—1)4+2(y—1)+1(z2—2)=0<3x+2y+2—-6=0.

Définition 3.4.4.

Soient v : I — R® une courbe paramétrée réguliere et T(t) (resp. N(t)) le vecteur tangent

unitaire (resp. normal unitaire) a .

Le repere (y(t),T(t), N(t), B(t)) est de Frenet dey ent € I si (T(t), N(t), B(t)) est une base

orthonormée directe de R?, ou B(t) = T(t) A N(t).

FIGURE 3.17 — Repére de Frenet dans R3.

Remarque 3.4.1.
1) (T'(t), N(t), B(t)) est appelée triedre de Frenet.

2) Le vecteur B(t) est appelé le vecteur binormal a la courbe 7.

Remarque 3.4.2.
Si (y(t), T(t), N(t), B(t)) le repére de Frenet ent € I alors.

1) La droite ~(t) + vect(T(t)) est la droite tangente a -y en t.
2) Le plan v(t) + vect(T'(t), N(t)) est le plan osculateur &y en t.
3) Le plan v(t) + vect(N(t), B(t)) est le plan normal a v en t.
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3.4.2 Courbure, tortion

Définition 3.4.5.
Sotent v : I — R? une courbe par sa longueur et (y(s),T(s), N(s), B(s)) le repére de Frenet
en s € I alors.

1) Le nombre K(s) = ||T"(s)|| = |7/ (s)]| est appelé la courbure de .

2) Le nombre R(s) = est appelé le rayon de courbure.

1
K(s)
3) Le point v(s) + R(s)N(s) est appelé le centre de courbure.

Théoréme et définition 3.4.1.
Soient v : I — R? une courbe par sa longueur et (y(s),T(s), N(s), B(s)) le repére de Frenet
en s € I, alors il existe une fonction de classe C* 7 : 1 — R telle que pour tout s € 1

B'(s) = 7(s)N(s).
Le nombre 7(s) est appelé la torsion de 7.

Preuve .
En dérivant B(s) = T'(s) A N(s) nous obtenons,
B'(s) =T'(s) ANN(s) +T(s) ANN'(s) =T(s) N N'(s) car T'(s) et N(s) sont colinéaires, alors
B'(s) et T(s) sont orthogonaux.
En dérivant (B(t), B(t)) = 1, nous obtenons, 2(B(t), B(t)) = 0 par conséquent B'(s) et B(s)
sont orthogonaux.
Alors B'(s) est orthogonal a la fois & T'(s) et a B(s) donc B’(s) est orthogonal & N(s)
(N(s) = B(s) AT(s)) c’est-a-dire, il existe une fonction 7 : I — R telle que pour tout s € I

B'(s) = 7(s)N(s).
CQFD

Proposition 3.4.5.
Soient v : [ — R? une courbe par sa longueur et (y(s),T(s), N(s), B(s)) le repére de Frenet
en s €1, si K(s), 7(s) la courbure, la torsion de 7y respectivement, alors

T'(s) = K(s)N(s)
N'(s) = —K(s)T(s) = 7(s)B(s)
B'(s) =7(s)N(s)

Preuve .

1) Puis que N(s) = |T:E§>‘ et K(s)=||T"(s)| alors T"(s) = K(s)N(s).
2) En dérivant N(s) = B(s
(

N'(s

|
) A T'(s) nous obtenons,
)

B'(s) NT(s) + B(s) AN T'(s)
T(s)N(s) AT(s) + B(s) A K (s)N(s)

)
—7(s)B(s) — K(s)T'(s)
CQFD
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Exercice corrigé 3.4.2.
Soit la courbe paramétrée

v:R — R?
t — (t) = (acoss,asins,bs)

oua,beR eta?+0*=1
Déterminer la courbure et la torsion de 7.

Solution .
On a v/(s) = (—asins,acos s, b) et ||7/(s)]| =1 d’out v est paramétrée par sa longueur.
T(s) =7'(s) = (—asins,acos s,b) et T'(s) = (—acoss,—asin s, 0) alors K(s) = ||T"(s)|| = a
'(s)

N(s) = TG = (—coss, —sins,0) et B(s) =T(s) AN(s) = (b1, b, bs) avec
s
by = —a.sms b  bsins, by — — —acoss b ~ beoss by — —asin s a(:(?ss .
—sins O —coss O —CcosSsS —sins

B(s) = (bsins, —bcoss,a) et B'(s) = (bcoss,bsins,0) = —bN(s) i.e 7(s) = —b.

Définition 3.4.6.

Soient v : I — R3 une courbe paramétrée régulicre et o : J — R® une courbe par sa
longueur telles que 7y et o sont équivalentes ( il existe ¢ : I — J C difféomorphisme tel
que y(t) = a(d(t)) = a(s) ).

La courbure K. (t) et la torsion 7,(t) de v sont définies par K. (t) = K. (s) et 7,(t) = 7a(s),
ot Ko (s) et 1,(s) est la courbure et la torsion de « respectivement.

Proposition 3.4.6.
Soient v : I — R3 une courbe paramétrée réguliere et (y(t),T(t), N(t), B(t)) le repére de
Frenet ent € I, si K(t), 7(t) la courbure, la torsion de v respectivement, alors
/ t /\ 1 t / t /\ 7 t
O Y. O OV U]
[7/(&) A" ()] I (@]

T(t) _ _<’V’(t) A 7//(15)7 7’//(t>> _ = deth/(t)? ’Y”(t), ’Vm(t))

(&) Ay (@)1 (&) Ay @)1

Preuve .
Soit a : J — R? une courbe par sa longueur telle que v et a sont équivalentes ( il existe
¢ I — J C™ diffeomorphisme tel que y(t) = a(p(t)) = a(s))t € Tet s € J, ¢'(t) = |7/ (¥)]].
/

Notons v(t) = [|7/(t)]], on a T, (t) = () donc v'(t) = v(t)T,(t),

Iy @l
en dérivant une seconde fois on obtient, v"(t) = v'(t)T (t) + v()T.(t),
en utilisant la proposition(3.1.3)on a T (t) = ||[7'(t)[|T,,(s) = v(t) Ko(s) Na(s) = v(t) K, (t) N, (1)

et donc v"(t) = v'(t)T,(t) + v(t)* K, (t) N, (t) et

(1) Ay (8) = (0K (T, () A N, (1) = vt (0)B (1),

ce qui implique la premiére et la deuxiéme égalité.

En dérivant une fois de plus, on obtient v (¢) = a(t)T,(t) + b(t) N (t) — v(t)3 K, (t) 7 (t) B, ().
o a(t) et b(t) sont deux fonctions & valeurs réelles que nous n’avons pas besoin d’expliciter.

On en déduit que (y'(t) A"(t),y"(t)) = —v(t)° K, (¢)*7, () = —||7/'(t) A" () ||*7, (1),
ce qui démontre la troisieme égalité . CQFD

JAGANE Abderrahim 2019




3.5 Paramétrisation des surfaces 87

Remarque 3.4.3.
La courbure (resp. la torsion ) elle mesure la variation de T'(t) (resp. B(t) ) c’est -a-dire le
courbement (resp. la tendance ) de la courbe.

Exercice corrigé 3.4.3.
Soit la courbe v : R — R3 définie par v(t) = (e, et V/2t).
1. Vérifier que v est réguliére .
K(1)
(1)

2. Calculer la courbure K (t) et la torsion 7(t) de ~y et

Solution .
1. Pour tout t € R, on a +/(t) = (¢!, —e™", v/2) et ||7/()|| = 2cosht # 0
2.9"(t) = (¢',e7",0), 7/ (t) AV (1) = (—v2e7,V2e',2) et |7/(£) Ay (t)]| = 2v/2 cosht
1
Done K (t) = IM| ><M (Ol _ 2v2cosht 1

v ()12 ~ 8cosh®t  2y/2cosh?t’
V(1) = (ef, =, 0) et (7/(t) A" (), 7" (1)) = —2v/2
Done r(t) = —LOAYOA"(1) _ 2ve 1
V() A" ()12 8cosh®t  2y/2cosh?t
et K(t) = 1.

7(t)
3.5 Paramétrisation des surfaces

3.5.1 Surfaces paramétrées

Définition 3.5.1.
Une surface paramétrée de R® est une application

p:UCR* — R?
(u,v) — p(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v))

de classe C*>, ot U est un domaine de R? (ouvert connere de R?).
L’image de U par ¢ est appelé le support de la surface paramétrée ¢ (surface géométrique)
noté S = p(U) = {p(u,v) € R3, (u,v) € U}.

Exemples 3.5.1.

1) Le cylindre de révolution C' de R® est paramétrée par

¢:]0,27[xR — R3

(u,v) — @(u,v) = (rcosu,rsinu,v)

C={(z,y,2) e R® 2* +y* =1} our > 0.
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FIGURE 3.18 — Surface paramétrée.

FIGURE 3.19 — Cylindre de révolution.

2) La sphére S? de R? est paramétrée par

¢ :]0,27[x]0, 7] — R?
(¢,0) — @(¢,z) = (rcos¢sin,rsin¢siné,rcosb)

S = {(z,y,2) € R®, a2+ >+ 22 =12} oir > 0.
Définition 3.5.2.

Une surface paramétrée o : U — R3 est dite réguliere si pour tout (u,v) € U,
0

—Sp(u, v) sont libres.

ov
Remarque 3.5.1.

u,v) et

0

1) Par la suite, on considére —So(u, v) = @y (u,v) et a—@(u, v) = @y(u,v), pour tout (u,v) € U.
v

ou
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FIGURE 3.20 — Sphére S2.

1) ou(u,v) et o,(u,v) sont libres < @, (u,v) A @,(u,v) # 0.
2) ¢ est réquliere <, (u, v) A p,(u,v) # 0.

Exemple 3.5.1.
La surface paramétrée

¢:R* — R3
(u,v) — (u+v,u—v,u*+v?),
— (1

est réguliere car , p,(u,v) 1, 2u) et p,(u,v) = (1,—1,2v) sont libres.

3.5.2 Plan tangent & une surface paramétrée

Définition 3.5.3.
Soit o : U — R3 une surface paramétrée réguliere de support S.
Le plan tangent a la surface paramétrée ¢ au point p = p(u,v), est le plan affine passant par
p et engendré par les vecteurs p,(u,v) et p,(u,v), noté T,S. i.e
T,S = p + vect(py(u,v), po(u,v)).

Le vecteur unitaire normal a ce plan tangent T,S est le vecteur

_ pulu,v) Apy(u,v)
~ lpu(u,v) A gu(u o) (3.10)

Remarque 3.5.2.
L’ensemble {¢y(u,v), @, (u,v)} est une base de T,S.

Exercice corrigé 3.5.1.
Soit surface paramétrée

¢:R* — R3

(u,v) — (u—v,u*+v*u* —v?),
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FIGURE 3.21 — Plan tangent a une surface paramétrée.

1) Déterminer les points réquliéres de .

2) Déterminer ’équation cartésienne du plan tangent a ¢ au point p = p(2,1).

Solution .
1) On va déterminer les points réguliéres de la surface paramétrée .
ou(u,v) = (1,2u,2u) , p,(u,v) = (-1, 2v, —2v).
On pose (@, A vy)(u,v) = (b1, b, bs), alors

2u 2u 1 2u

=]y g | TR =0,
[(0u A o) (u,v)|| =0 < /8(8u2v2 +u? +12) =0 u=1v=0.
¢ est réguliere sur R? \ {(0,0)}.
2) On va déterminer I’équation cartésienne du plan tangent a ¢ au point p = p(2,1).
T,S = ©(2,1) +vect(vy(2,1),0,(2,1)), ©(2,1) = (1,5,3), (pu ANpy)(2,1) = (=16, —2,6) alors
M(z,y,2) € T,5 & pML(p, Npy)(2,1) & —16(x — 1) = 2(y —5) +6(2 —3) =0
d’ou I'équation cartésienne est 8x +y — 3z —4 = 0.

1 2u

1w | T 2(v+u)

=2(v—u), bgz‘

Définition 3.5.4.

Une application h : U — R? de classe C*™ est dite immersion sur U, si pour tout (u,v) € U,
Jacp(u,v) est de rang égal a 2.

Remarque 3.5.3.

1) Jacp(u,v) est de rang égal a 2 < hy,(u,v) et hy(u,v) sont libres.

2) Toute immersion sur U est une surface paramétrée réguliére.

Définition 3.5.5.
Soit W un ouvert de R3. Une application f: W — R de classe C* est dite submersion sur
W, st pour tout (x,y,2) € W, Jacs(u,v) est de rang égal a 1.

Remarque 3.5.4.

1) Jacg(z,y,z) est de rang égal a 1 < (fi(z,y, 2), fy(z, v, 2), f-(x,y,2)) # (0,0,0).
2) Le vecteur (f.(z,vy, 2), fy(z,y, 2), f-(z,y, 2)) est appelé gradient f noté grad f(x,y,z) ou
Vi(x,y,2).
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Exemple 3.5.2.
1) L’application

p:R® — R
(u,v) — (u,v,u+v)

est une immersion sur R2.

2) L’application

f:R® — R
(‘rayVZ) = .’L'2—y2—2’2

est une submersion sur R3.

Proposition 3.5.1.

Soient W un ouvert de R® et f : W — R une submersion, alors localement l’ensemble
S ={(z,y,z) € W, f(x,y,z) = 0} peut étre décrite par une surface paramétrée réguliére, de
plus le vecteur normal unitaire a S en (x,y, z) est

0o VY 2) (3.11)

IVf(z,y,2)|
Preuve .
Soit (zo, Y0, 20) € S, alors f(xg,y0,20) = 0 et Vf(xo,%0,20) # 0, puis que f est une sub-
mersion, supposons que f,(zo,yo,20) # 0. D’aprés le théoréme des fonctions implicites, il

existe un voisinage ouvert U de (z¢, o) dans R? et un voisinage ouvert I de z; dans R et une
application h : U — I de classe C* tel que : pour tout (z,y,2) € U x [

flx,y,2) =0« z = h(zx,y)

fm<l’,y,2) fy(%%z)
de plus h,(x,y) = ——= et h,(z,y) = — .
( _ >_ fo(2,y, 2) :9) fo(z,y,2)
Alors I'application
0:U — R
u,v) — p(u,v) = (u,v, h(u,v))
1 0
est une immersion sur U, car Jac,(u,v) = | 0 1 de rang égal a 2.

hu(u,v)  hy(u,v)
C’est a dire ¢ est une surface paramétrée réguliere.
Sl (SO$ A @y)(xay) = (bh b?a b3)7 on a

_ 0 hﬂ&(xay) _ o fx(xvya Z)
=1y hy(z,y) ‘ = ~hal@y) = fa(z,y, 2)

— 1 hm(ﬂf,y) _ _ f(l'ayaz)
b = ‘ 0 hy(z,y) ‘ = ~hy(@,y) = fj(x,y, z)
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10
bgz‘ Lo ':1
ey, 2) fy(z,y, 2)
(o Npu)(y) = (fz(x, y,2)" f(z,y,2) D

Clest adire f,(z,y, 2)(pzApy)(z,y) = Vf(x,y, 2) i.e (pzApy)(x,y) est colinéaire a V f(z, y, 2)

d’oul
0 V(yz2)
IVf(z,y,2)|I
est le vecteur normal unitaire a S en (z,y, 2). CQFD

Exercice corrigé 3.5.2.
Soit S = {(z,y,2) € W,a* + 2y* — 2* =2}
1) Vérifier que S est une surface géométrique.
2) Déterminer [’équation cartésienne du plan tangent a S au point A = (3,3,5).

Solution .
1) I'application

f:R® — R
(:C7y72) — f(xvyuz) = .Z'2—|—2y2 _22 —2

est une submersion car pour tout (z,y,2) € S, Vf(x,y,z) = (2z,4y, —2z) # (0,0,0).
d’ou S est une surface géométrique.
2) Ona A =(3,3,5) € § et VA= (6,12,-10).
M(z,y,2) € T, & AM1VA < —6(x —3)+12(y —3) — 10(z —5) =0
d’ou I’équation cartésienne est 3z + 6y — 5z — 2 = 0.

3.5.3 Premiére forme fondamentale

Définition 3.5.6.

Soient ¢ : U — R? une surface paramétrée réquliere de support S et T,S le plan tangent a
Senpels.

On appelle premiére forme fondamentale en p de S notée I, la forme quadratique associée a
la restriction du produit scalaire usuel de R* au T,S.

Expression locale
Siw € T,S, w=ap,+ Py, et o, BER

I(w) = (pua+ @uf, ua + @)
= {(us Pu) @ + 2{pu, o) + (pu, u) 5
= Eo*+2Fap +Gp%

Ou E = (pu, 0u), F = (pu, pu) et G = (pu, @) les coefficients de la premiére forme fonda-
mentale I dans la base (., @,).
Dans la base (i, ¢,) la premiére forme fondamentale I est représentée par la matrice

(7 ¢)
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Exemple 3.5.3.
Soit surface paramétrée

p:R? — R3

(u,v) — (uv,u —v,u+v)
On a g, = (v,1,1) et p, = (u,—1,1) alors les coefficients de la premiére forme fondamentale
I sont E = {(pu, pu) = 02+ 2, F = (Qu, 0o) = uv et G = {p,, py) = u.
Définition 3.5.7.
Soient v : I — R3 une courbe paramétrée régulicre et ¢ : U — R3 une surface paramétrée
réguliere de support S.
v est dite tracée sur S si pour tout t € I, v(t) = (u(t),v(t)). i.e elle existe

a1 — UCcCR?

t— alt) = (u(t),v(t))

une courbe paramétrée réguliére telle que v = ¢ o

FIGURE 3.22 — Courbe tracée sur une surface paramétrée.

Proposition 3.5.2.
Soient vy : I — R? une courbe paramétrée réguliere tracée sur une surface paramétrée régquliere
@ : U — R3 de support S, sila,b] C I. Alors la longueur de la courbe paramétrée v est donnée

par
b du du dv dv
ZV/[a,b] :/ \/E(d 2Fa% + G(dt )th (3.12)

dgp_ cluJr @
- v TP

Preuve .
Onal,,, = [Nt et 1(t) = p(ult), v(t)) alors ¥/(t) =

YO = VY (®), ()
B \/< du . dv du n dv>
VYR TP P T

du du dv dv
= - 2
\/<sou,sou>(dt) + 20w, po) o+ {0e 20) ()

du du dv dv
— )2 - — )2
\/E(dt) —|—2th i +G(dt) ) (3.13)

JAGANE Abderrahim 2019




3.5 Paramétrisation des surfaces 94

CQFD
Remarque 3.5.5.

De la formule (3.13) on a :

I5/(0) = WO = B2 dudv . dv

Mz opfU2Y L G2
i) T a T
Sis=o¢(t) = f; |7/ ()]|dt Dabscisse curviligne d’origine y(a) alors

ds.o v e oAU du dv dv .,

d’ou la notation
ds®> = Edu® + 2Fdudv + Gdv®. (3.14)

D’autre part on a : dp = p,du + p,dv,

dp® = (dp,dp)
= (pudu + pydv, p,du + @,dv)
= (P, Pu)d® + 2(pu, u)dudv + (0, u)dv’
= Edu® + 2Fdudv + Gdv*.

Corollaire 3.5.1.
Soient p : U — R3 une surface paramétrée réguliere. Si 0 est I'angle entre o, et ,, alors

cosf = (3.15)

P
VEG'

Preuve .

<90uv 9011)
lull 0]
(©u, Pv)

\/< us qu>\/<90v> Spv>
_F
VEG

cos

CQFD

Définition 3.5.8.
Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliere de support S et D C S un domaine
compact, on définit laire A de D par

A:// o A polldudy. (3.16)
¢~ YD)
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FIGURE 3.23 — L’aire d’une partie de surface paramétrée.

Proposition 3.5.3.
Soient ¢ : U — R3 une surface paramétrée réguliere de support S et D C S un domaine
compact, alors l'aire de D est donnée par

A://—I(D VEG — Fdudv. (3.17)

Preuve .
En utilisant I'identité de Lagrange voir la proposition [2.1.13] on obtient

I* I

||90u A2 e <§0u,§0v>2 = ||<Pu||2\|%
dou ||u A || + F? = E*G*. CQFD

Exemple 3.5.4.
Soit surface S paramétrée

¢:[0,27] x [0,2] — R?

(u,v) — @(u,v) = (e"cosu,e’sinu, ")
On va déterminer l'aire de S, alors ¢, = (—e”sinwu, e’ cosu,0) et p, = (e’ cosu, e’ sinu, €’)
alors les coefficients de la premiére forme fondamentale T sont
E = (pu, pu) = €%, F = (pu,00) = 0 et G = (g, p,) = 26"

A = // vV EG — Fdudv
_1 S)
27
= / / vV 2etv dudv

= \/_/27rdu/ e*dv

:71'\/_6—1
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Exercice corrigé 3.5.3.
Le tore est la surface engendrée par la révolution d’un cercle C' autour d’une droite D de son
plan.

1) Déterminer une paramétrisation du tore.
2) Calculer laire de la surface du tore .

Solution .
1) Supposons que le centre du cercle C' se trouve initialement dans le plan xOy sur I'axe Oz

FIGURE 3.24 — L’aire du tore.

a distance b de lorigine O et son rayon est égal & a, a < b. Aprés avoir tourné d’un angle 6
autour de I’axe Oz alors,

8

cos ¢ = x=(b+1)cosf
= (3.18)
(b+7)sind

S
+
<

<
<
I

g
o b+r

le vecteur rayon aprés avoir tourné d'un angle ¢ autour d’axe Oz alors,

cos ¢ = 2 = acos ¢
= (3.19)
sin¢:z r = asin @
a
De les équations (3.18)) et (3.19)), on trouve
r = (b+ asin¢) cosb
y = (b+ asin¢)sinf

Z = acoso
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D’ou le tore est représenté par la surface paramétrée

¢ :]0,27[x]0, 27 — R3
0,0) — p(0,0) = ((b+ asing)cosh, (b+ asin)sinb, acos @)
2) On va Calculer l'aire de la surface du tore, on a
w9 = (—(b+asin¢)sind, (b+asin @) cosh,0) et vy = (acos ¢ cosf,acos ¢sinb, —asin ¢) alors

les coefficients de la premiére forme fondamentale I sont
E = {py,0u) = (b+ asing)?, F = (p,, ,) =0 et G = {p,, p,) = a’.

A :/ \/EG Fdudv

27T
_ /2/ a(b+ a sin ¢)dodg
= a/o d&/ﬂ(b—l—asinqﬁ)dqﬁ

= 2malbp + acos gl"
= 4r?ab.

3.6 Exemples de courbes et de surfaces

3.6.1 Exemples de courbes
1. Astroide

Astroide est une courbe paramétrée définie par :

v:R — R?
t — (t)=(Rcos’t, Rsin®t), ReR:

FIGURE 3.25 — Astroide
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2. Cycloide

Cycloide est une courbe paramétrée plane définie par

v:R — R?
t — v(t) = (R(t —sint), R(1 — cost)), ReR}

|

FIGURE 3.26 — Cycloide

3. Tractrice

Tractrice est une courbe paramétrée plane définie par

v:R — R?

t — ~v(t) = (t — tanht, )

cosht

FIGURE 3.27 — Tractrice

4. Cardioide

Cardioide est une courbe paramétrée plane définie par

p(0) = a(l+cosh), a>0
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FIGURE 3.28 — Cardioide

5. Hélice

Hélice est une courbe paramétrée gauche définie par

v:R — R?
t —> y(t):(Rcost,Rsint,rt), R>0,reR.

FIGURE 3.29 — Hélice

6. Horoptére

Horoptére est une courbe paramétrée gauche définie par

v:R — R?
2a 2at

t— )=t a)

a,beR
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s o i

FIiGURE 3.30 — Courbe d’Horoptére

3.6.2 Exemples de surfaces

1. Cylindre elliptique

2 2
Cylindre elliptique est une surface d’équation — + == =1, ou a,b € R*.

a’>  b?
et paramétrée par
p:[0,21] xR — R?

(u,v) —> @(u,v) = (acosu,bsinu,v)

FIGURE 3.31 — Cylindre elliptique

2. Paraboloide hyperbolique

x2 2

Paraboloide hyperbolique est une surface d’équation i ou a,b, h € R*.
a
et paramétrée par

¢:[R* — R?
(w,v) — o(u,v) = (au, b, h(u® —v*))
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FIGURE 3.32 — Paraboloide hyperbolique

3. Paraboloide elliptique

Paraboloide elliptique est une surface d’équation z = 22 + 32,
et paramétrée par

¢:Rx[0,2r] — R?

(u,v) — p(u,v) = (ucosv,usinv, u?)

NN

R
SRR
KX
AR

N N

FIGURE 3.33 — Paraboloide elliptique

4. Ellipsoide

2 2 2
Ellipsoide est une surface d’équation — + Yy 4+ —==1oua,bceR.

a b2 b2
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et paramétrée par

. -Tw 3
@.[O,27r]><[2,2] — R

(u,v) — @(u,v) = (acosucosv,bcosusinv, csinu)

FIGURE 3.34 — Ellipsoide
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Exercices

Exercice 3.6.1.
Soit les courbes paramétrées :

v J0, 400 — R* a: R — R?
t (t+%,t—%)’ t > (2cht,2sht)

1) Montrer que v équivalente a c.
2) Déterminer une équation cartésienne de support de 7y .

Exercice 3.6.2.
On consideére la courbe paramétrée :

v: R — R?

t > (Rcos®t, Rsin®t) ou ft € Ry

1) Déterminer les points ot la courbe ~y est réguliére.
2) Déterminer la longueur de l'arc N[0,27]

Exercice 3.6.3.
On considere la courbe paramétrée v définie par

v: R — R3
to— (14t —t3,1+13)
1. Montrer que cette représentation est réguliere.

2. Donner un systéeme d’équations cartésiennes de la droite affine de R?® tangente a la
courbe vy au point y(1).

3. Donner une équation du plan affine de R? normal & la courbe au point (1).

Exercice 3.6.4.
Déterminer ’allure des courbes paramétrées suivantes au voisinage de 0.

1) y(8) = (£ 4 £5,19), 2) (t) = (——s, ——), 3) 4(t) = (P In(t +1), (" - 1)).

1+ 141
Exercice 3.6.5.
On considere la courbe paramétrée définie par :

v: R — R?

t — ! 3t
t—1¢t2 -1

)

1. Etudier les asymptotes de la courbe paramétrée 7.

2. Déterminer la position de la courbe paramétrée v par rapport a ses asymptotes.
Exercice 3.6.6.

Etudier et tracer les courbes paramétrées suivantes

D30 = (o G20, 2y 40) = (sin, 52

t
S 3 t) = (tan —,sint).
S ), 3)4(0) = (tan 5, sint)
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Exercice 3.6.7.
Tracer les courbes définies en coordonnées polaires par

1+ 2sin6
1) p(@) =14 cos 9, 2) p(@) = V COS 20, 3) p(@) = m
Exercice 3.6.8.
On considere la courbe paramétrée (Cardioide)
v: R — R?

t — ((1—-cost)cost, (1 —cost)sint)

1) Déterminer les points ot la courbe ~y est réguliére.

2) Déterminer la courbure .

Exercice 3.6.9.
1) Déterminer la courbure et la torsion de la courbe vy : R — R3 définie par y(t) = (t,t,t3).
2) Déterminer le plan osculateur ent =0 et ent = 1.

Exercice 3.6.10.

Sotent v : I — R3 une courbe paramétrée régulicre et (y(t),T(t), N(t), B(t)) le repere de
Frenet de vy ent . Si K(t) est la courbure de vy et 7(t) est la torsion de .

Montrer que : la courbe v est plane si et seulement si T(t) = 0.

Exercice 3.6.11.

Déterminer le plan tangent a la surface S au point A dans les cas suivantes :
1) S paramétrée par : p(u,v) = (u+v,uv,u? +v?), (u,v) € R* | A=(1,0,1).
2) S d’équation : 2> =z, (xv,y,2) # (0,0,0) , A= (1,-1,-1).

Exercice 3.6.12.
Soit ¢ : U — R® une surface paramétrée C> dont la premicre forme fondamentale s’écrit

V(u,v) € U, E=1, F =cosb, G=1,

avec 0 : U —|0, 7| de classe C*. Une telle surface paramétrée est dite de Tchebychev.
1-Montrer que o est réguliere.
2-Montrer que py, est un vecteur normal a la surface.

Exercice 3.6.13.
Pour (u,v) € R?, on pose
u3 v?

o(u,v) = (u—§+u027v—§+vu2,u2—vz).

On pourra admettre que si W est un voisinage ouvert suffisamment petit de (0,0) dans R?,
la restriction de ¢ a W est un plongement. On pose alors S = @(W).

1. Déterminer la premiére forme fondamentale de S.

2. Soit D un disque fermé centré en (0,0), de rayon o, contenu dans W. Calculer laire
de P(D).
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