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Introduction

Ce polycopié présente les notions fondamentales de l’algèbre linéaire. Il est destiné aux
étudiants de la Licence de Mathématiques.

Le contenu de ce polycopié regroupe le programme enseigné de 2ème année licence mathé-
matiques. Il est rédigé sous forme de cours détaillés avec des exercices résolus. Il est présenté
avec un style très simple qui permet aux étudiants une compréhension très rapide.

L’organisation générale de ce polycopié est décomposé en (quatre) chapitres.
Dans le premier chapitre nous étudions rapidement les notions de base suivantes liés au

l’algèbre général : lois de compositions internes, groupes, groupes symétriques, anneaux, corps.
Ces notions ont été illustrées par des exemples et exercices résolus et à la fin du chapitre,
nous suggérons une série d’exercices non résolus.

Dans le deuxième chapitre nous présentons les notions de base suivantes : espaces vecto-
riels, applications linéaires et matrices, déterminants. Nous proposons tout au long du chapitre
des exemples et exercices résolus et à la fin du chapitre, nous suggérons une série d’exercices
non résolus.

Dans le troisième chapitre nous aborderons la réduction des endomorphismes d’espaces
vectoriels de dimension finie. Nous présentons les notions suivantes : un rappels sur les po-
lynômes, éléments propres, diagonalisation, trigonalisation, polynômes d’endomorphisme, ré-
duction de Jordan. Tout en donnant quelques exemples et exercices résolus bien détaillés et
une autre série d’exercices non résolus.

Dans le quatrième chapitre nous donnons des application de la réduction des endomor-
phismes et des matrices et nous aborderons les éléments suivantes : calcul des puissances
d’une matrice carrée, systèmes des suites récurrentes linéaires, suites récurrentes linéaires à
coefficients constants, exponentielle des matrices, systèmes différentiels linéaires du premier
ordre. Tout en donnant quelques exemples et exercices résolus bien détaillés.

Pour approfondir la compréhension, nous donnons à la fin de chaque chapitre une série
des exercices non résolus de degré de difficulté différente.
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CHAPITRE 1

Généralité sur l’algèbre générale

Sommaire
1.1 Lois de compositions internes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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1.1.2 Associativité - commutativité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.1.3 Elément neutre - éléments inversibles . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.1 Sous-groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.2.2 Homomorphismes de groupes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2.3 Sous-groupes engendrés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.2.4 Sous-groupes distingués . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.2.5 Groupe opérant sur un ensemble . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 Groupe symétrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.1 Groupe des permutations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3.2 Cycles et transpositions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3.3 Signature d’une permutation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.4 Anneaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.1 Sous-anneaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
1.4.2 Idéaux d’un anneau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4.3 Homomorphismes d’anneau . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

1.5 Corps . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Dans ce chapitre nous allons étudier rapidement les notions de base suivantes liés au
l’algèbre général : lois de compositions internes, groupes, groupes symétriques, anneaux, corps.
ces notions intervient dans la plupart des disciplines mathématiques. Ainsi ces notions sera
indispensable à l’étude l’algèbre linéaire (espaces vectoriels, applications linéaires et matrices,
réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension finie).
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1.1 Lois de compositions internes

1.1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1.1.
Une opération interne, ou loi de composition interne, sur un ensemble E est une application

: E × E → E

Si E muni d’une loi de composition interne notée >, alors pour tous x, y ∈ E on a x>y ∈ E.

Exemples 1.1.1.

1) Dans E = N,Z,Q,R ou C, les lois de compositions internes définies par l’addition et la
multiplication.

2) Dans l’ensemble des applications F(E) de E dans lui-même, la loi de composition ◦ des
applications de E dans lui-même est une loi de composition interne i.e.

◦ : F(E)×F(E) → F(E)

(f, g) 7→ f ◦ g

3) Le produit scalaire <,> des vecteurs de R3 n’est pas une loi de composition interne. Rap-
pelons que le produit scalaire <,> sur R3 est défini par

< X, Y >= x1y1 + x2y2 + x3y3 ∈ R

pour tous X = (x1, x2, x3) et Y = (y1, y2, y3).

4) Le produit vectoriel des vecteurs de R3 est une loi de composition interne. Rappelons que
le produit vectoriel ∧ sur R3 est défini par

X ∧ Y =

 x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x1y2

 ∈ R3

pour tous X = (x1, x2, x3) et Y = (y1, y2, y3).

Définition 1.1.2.
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne >. On dit qu’une partie A de E
est stable par > si, pour chaque x, y ∈ A on a x>y ∈ A.

Exemples 1.1.2.

1) N et Z sont des parties stables de R pour l’addition et la multiplication.

2) L’ensemble des nombres irrationnels n’est pas stable pour la multiplication de R i.e. La
multiplication de deux nombres irrationnels n’est pas toujours un nombre irrationnel.

3) L’ensemble des bijections de R n’est pas stable dans F(R) pour l’addition des applications.
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1.1 Lois de compositions internes 6

1.1.2 Associativité - commutativité

Définition 1.1.3.
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne >.
i) On dit que > est une loi associative sur E si

(x>y)>z = x>(y>z)

pour tous x, y, z ∈ E.
ii) On dit que > est une loi commutative si

x>y = y>x

pour tous x, y ∈ E.

Exemples 1.1.3.

1) Les lois d’addition et de multiplications sur les ensembles de nombres N,Z,Q,R et C sont
associatives et commutatives.

2) La composition des applications est associative mais n’est en général pas commutative.

3) Le produit vectoriel des vecteurs de R3 n’est ni associative ni commutative.

Remarques 1.1.1.

1) On définit par récurrence le composé d’un n-uplet (x1, x2, . . . , xn) (n entier n > 1) d’élé-
ments de E en posant :

x1>x2> . . .>xn = (((x1>x2)> . . .)>xn−1)>xn

On a alors :

x1>x2> . . .>xn = (x1> . . .>xi)>(xi+1> . . .>xn)

2) Lorsque x est un élément de E et n un entier tel que n > 1 on note :

i) Avec une loi associative notée multiplicativement, xn le produit de n facteurs tous égaux à
x i.e. xn = xx . . . x.

ii) avec une loi associative notée additivement, nx la somme de n facteurs tous égaux à x i.e.
nx = x+ x+ . . .+ x.

1.1.3 Elément neutre - éléments inversibles

Définition 1.1.4.
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne >. On dit qu’un élément e de E
est une identité ou un élément neutre pour la loi de composition interne > si,

e>x = x>e = x

pour tout x ∈ E.
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1.1 Lois de compositions internes 7

Proposition 1.1.1.
Si une loi de composition interne sur un ensemble E a un élément neutre, alors cet élément
neutre est unique.

Preuve.
Soient e, e′ deux éléments neutres, alors : e = e>e′ = e′>e = e′. c.q.f.d

Exemples 1.1.4.

1) L’élément neutre de l’addition sur l’ensemble des nombres entiers (rationnels, réels, complexes)
est 0.

2) L’élément neutre de la multiplication sur l’ensemble des nombres entiers (rationnels, réels,
complexes) est 1.

3) L’élément neutre de l’addition sur l’ensemble des vecteurs de Rn est le vecteur nul (dont
toutes les coordonnées sont 0).

Remarques 1.1.2.

1) Lorsqu’il existe, l’élément neutre d’une loi de composition interne notée additivement (resp.
multiplicativement) est noté 0 (resp. 1).

2) Lorsqu’une loi de composition interne est notée additivement (resp. multiplicativement) et
si elle possède un élément neutre on convient de poser, pour chaque élément x de E, 0x = 0
(resp. x0 = 1).

3) Lorsqu’une loi de composition interne associative est notée multiplicativement qui possède
un élément neutre 0 ; alors on a : mx+ nx = (m+ n)x et m(nx) = (mn)x, pour tout x de E
et tous entier n,m > 0.

4) Lorsqu’une loi de composition interne associative est notée multiplicativement qui possède
un élément neutre 1 ; alors on a : xmxn = xm+n et (xm)n = xmn, pour tout x de E et tous
entier n,m > 0.

Définition 1.1.5.
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne > qui a un élément neutre e. On
dit qu’un élément x′ de E est symétrique d’un élément x de E si

x>x′ = x′>x = e.

Un élément est dit symétrisable s’il possède un symétrique.

Remarques 1.1.3.

1) En notation additive, on dit qu’un élément x′ de E est opposé à un élément x de E si
x+ x′ = x′ + x = 0, dans ce cas x′ noté −x.
2) En notation multiplicative, on dit qu’un élément x′ de E est inverse à un élément x de E
si xx′ = x′x = 1, dans ce cas x′ noté x−1.

Proposition 1.1.2.
Si une loi de composition interne est associative sur un ensemble E a un élément neutre,
alors lorsqu’il existe, le symétrique d’un élément est unique.
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1.2 Groupes 8

Preuve.
Soit e un élément neutre d’une loi de composition interne et associative ⊥ sur un ensemble
E. Si pour tout x ∈ E, x admis deux symétriques x′ et x′′, alors
x′ = x′>e = x′>(x>x′′) = (x′>x)>x′′ = e>x′′ = x′′. c.q.f.d

Proposition 1.1.3.
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne > qui a un élément neutre e. Si x
et y sont symétrisables avec x′ et y′ pour symétrique respectif, alors x>y est symétrisable et
son symétrique est y′>x′.

Preuve.
On a : (x>y)>(y′>x′) = x>(y>y′)>x′ = x>e>x′ = x>x′ = e.
(y′>x′)>(x>y) = y′>(x′>x)>y = y′>e>y = y>y′ = e. c.q.f.d

1.2 Groupes

1.2.1 Sous-groupes

Définition 1.2.1.
On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’une loi de composition interne notée >
tel que :

1) > est associative, i.e. x>(y>z) = (x>y)>z pour tous x, y, z ∈ G.
2) > possède un élément neutre e, i.e. x>e = e>x = x pour tout x ∈ G.
3) Tout élément de G est symétrisable, i.e. pour tous x ∈ G il existe x′ ∈ G tel que

x>x′ = x′>x = e.

On écrit (G,>) un groupe.
Si de plus > est commutative, on dit que (G,>) un groupe commutatif.

Dans ce qui suit, la loi de composition interne > est notée multiplicativement, on note
souvent avec la même lettre le groupe et l’ensemble de ses éléments.

Exemple 1.2.1.

1) Z, Q et R sont des groupes commutatifs muni de l’addition.

2) Q∗, R∗ et C∗ sont des groupes commutatifs muni de la multiplication.

Définition 1.2.2.
Soit G un groupe. Une partie non vide H de G est un sous-groupe de G si et seulement si

1) xy ∈ H, pour tous x, y ∈ H,

2) x−1 ∈ H, pour tous x, y ∈ H.

Exemple 1.2.2.
(Z,+) est un sous-groupe de (R,+).
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1.2 Groupes 9

Proposition 1.2.1.
Soit H une partie non vide d’un groupe G, alors :
H est un sous-groupe de G si et seulement si xy−1 ∈ H pour tous x, y ∈ H.

Preuve.
1) Supposons que : H est un sous-groupe de G, alors pour tous x, y ∈ H.{
xy ∈ H
y−1 ∈ H ⇒ xy−1 ∈ H pour tous x, y ∈ H.

2) Réciproquement, supposons que : pour tous x, y ∈ H : xy−1 ∈ H. Si x = e alors :
• ey−1 = y−1 ∈ H,
• xy = x(y−1)−1 ∈ H,
d’où H est un sous-groupe de G. c.q.f.d

Définition 1.2.3.
Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On dit que H est un sous-groupe propre de G si et
seulement si H 6= {e} et H 6= G.

1.2.2 Homomorphismes de groupes

Définition 1.2.4.
Soient G et G′ deux groupes.

1) Une application f : G −→ G′ est appelée un homomorphisme ( morphisme ) de groupes si,
f(xy) = f(x)f(y) pour tous x, y ∈ G.
2) Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de groupes.

3) Si G = G′, on dit que f est un endomorphisme, et si f est bijective, on dit que f est un
automorphisme.

4) L’ensemble des automorphismes de G noté Aut(G).

Exemple 1.2.3.

f : (R,+) → R∗

x 7→ f(x) = ex

est un isomorphisme de groupes.

Proposition 1.2.2.
Soit G un groupe, alors :

1) Aut(G) est un groupe.

2) Si a ∈ G, l’application

fa : G → G

X 7→ fa(x) = axa−1

est un automorphisme de G.
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1.2 Groupes 10

3) L’application :

φ : G → Aut(G)

a 7→ φ(a) = fa(x)

est un homomorphisme.

Preuve.
1) C’est évident.
2) Si a ∈ G, alors pour tous x, y ∈ G, on a
i) fa(xy

′) = a(xy′)a−1 = axa−1aya−1 = fa(x)fa(y)
ii) Pour tout y ∈ G,∃!x ∈ G : y = fa(x)
y = fa(x)⇔ y = axa−1 ⇔ x = a−1ya ∈ G.
D’où fa ∈ G.
3) Pour tous a, b, x ∈ G, on a

φ(ab)(x) = fab(x) = (ab)x(ab)−1 = abxb−1a−1 = a(fb(x))a−1

= fa(fb(x)) = fa ◦ fb(x) = φ(a) ◦ φ(b)(x)

D’où φ(ab) = φ(a) ◦ φ(b). c.q.f.d

Définition 1.2.5.
Soient G et G′ deux groupes et f : G→ G′ un homomorphisme de groupes.

i) On appelle noyau de f l’ensemble noté ker f = {x ∈ G : f(x) = e′} où e′ est l’élément
neutre de G′.

ii) On appelle image de f l’ensemble noté Im f = {f(x) ∈ G′ : x ∈ G}.

Remarque 1.2.1.
ker f et Im f sont des sous-groupes respectifs de G et G′.

1.2.3 Sous-groupes engendrés

Définition 1.2.6.
Soit A une partie non vide d’un groupe G. On appelle sous-groupe engendré par A, le plus
petit sous-groupe de G contenant A, nous le noterons < A >.

Remarque 1.2.2.
Le sous-groupe < A > est l’intersection de tous sous-groupes de G contenant A.

Proposition 1.2.3.
Soit A une partie non vide d’un groupe G, alors :
< A >=

{
a1a2 . . . an : n ∈ N∗, ai ∈ A ∪ {a−1}, a ∈ A

}
.

Preuve.
On pose : H =

{
a1a2 . . . an : n ∈ N∗, ai ∈ A ∪ {a−1}, a ∈ A

}
.

1) < A >⊂ H :
On a : A ⊂ H donc H 6= ∅.
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1.2 Groupes 11

Soit x, y ∈ H, alors x = a1a2 . . . an et y = b1b2 . . . bm d’où
xy−1 = a1a2 . . . anb

−1
m . . . b−11 .

puisque a1, . . . , an, b−11 , . . . , b−1m ∈ A ∪ {a−1, a ∈ A}
alors x · y−1 ∈ H.
A est un sous-groupe contenant A
D’où < A >⊂ H.
2) H ⊂< A > :
Soit x = a1a2 . . . an, n ∈ N∗
< A > contient A et {a−1/a ∈ A} c’est-à-dire les ai ∈< A >
D’où x ∈< A > i.e. H ⊂< A >. c.q.f.d

Définition 1.2.7.
Soit G un groupe et x ∈ G.
1) On dit que x est d’ordre r si r est le plus petit entier strictement positif tel que xr = e.

2) On dit que x est d’ordre infini si xn 6= e, pour tout n ∈ N∗.

1.2.4 Sous-groupes distingués

Définition 1.2.8.
Soit A une partie non vide d’un groupe G.

1) On appelle centralisateur de A dans G l’ensemble :

C(A) = {x ∈ G : xax−1, a ∈ A}.

2) On appelle normalisateur de A dans G l’ensemble :

N(A) = {x ∈ G : xAx−1 = A} = {x ∈ G,∀a ∈ A, ∃b ∈ A : xax−1 = b}.

Remarque 1.2.3.

1) Si A = G, C(G) est le centre de G, noté Z(G).

2) C(A) et N(A) sont des groupes de G et C(A) ⊂ N(A).

Définition 1.2.9.
Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On dit que H est distingué (ou normal) dans G si :
xHx−1 = H, pour tout x ∈ G.

Proposition 1.2.4.
Soit H un sous-groupe d’un groupe G, alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) H est distingué dans G.

(ii) xH = Hx, pour tout x ∈ G,
(iii) xHx−1 ⊂ H, pour tout x ∈ G.
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Preuve.
(i)⇒ (ii)
Supposons que : pour tout x ∈ G, xHx−1 = H.
Soit h ∈ H, ∃h′, h′′ ∈ H :

xhx−1 = h′

et
xh′′x−1 = h

⇒


xh = h′x
et
hx = xh′′

⇒


xH ⊂ Hx
et
Hx ⊂ xH

D’où xH = Hx.
(ii)⇒ (iii)
Supposons que : pour tout x ∈ G, xH = Hx.
Soit h ∈ H,∃h′ ∈ H, xh = h′x,
mais h′ = xhx−1 ∈ H
D’où xHx−1 ⊂ H.
(iii)⇒ (i)
Supposons que : pour tout x ∈ G, xHx ⊂ H.
Pour x−1 on a : x−1Hx ⊂ H ⇒ x(x−1Hx)x−1 ⊂ xHx−1

D’où H ⊂ xHx−1, donc H = xHx−1. c.q.f.d

Exemple 1.2.4.
Soit G un groupe, alors Z(G) est distingué dans G.
En effet :
Z(G) = {g ∈ G, gx = xg, x ∈ G}
x ∈ G, xZ(G)x−1 ⊂ Z(G).
Soit a ∈ Z(G) : ax = xa⇒ a = xax−1 ∈ Z(G).
D’où Z(G) est distingué dans G.

Définition 1.2.10.
Soit G un groupe. On dit que G est simple s’il n’a pas de sous-groupe propre distingué.

Définition 1.2.11.
Soient G un groupe et H sous-groupe distingué de G. La relation R définie sur G par

aRb⇔ a−1b ∈ H, a, b ∈ G

est une relation d’équivalence.
La classe d’équivalence de x ∈ G sera notée x et l’ensemble des classes d’équivalences de G
modulo R sera noté G/R = G/H.

Proposition 1.2.5.
L’ensemble G/H est un groupe pour la loi interne définie par :

(x, y) 7→ x.y = xy , x, y ∈ G.

Preuve.
On vérifie aisément que cette loi interne ne dépend pas du représentant x ∈ G de la classe
d’équivalence.
Soient x1, x2, y1, y2 ∈ G tels que x1 = x2 et y1 = y2,
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Montrons que x1y1 = x2y2.
x1 = x2 et y1 = y2 c’est-à-dire x−11 x2 = h ∈ H et y−11 y2 = k ∈ H
On a alors :

(x1y1)
−1(x2y2) = y−11 x−11 x2y2 = y−11 hy2 = y−11 h(y1y

−1
1 )y2 = y−11 hy1k ∈ H

c’est-à-dire x1y1 = x2y2
On a donc bien défini une loi interne sur G/H.
On vérifie facilement que la loi quotient est associative.
Soient x, y, z ∈ G

x(y.y) = x(yz) = x(yz) = (xy)z = (xy)z = (x.y)z.

Pour tout élément x ∈ G on a x.e = xe = x et e.x = ex = x donc la loi quotient admet
comme élément neutre e.
Pour tout x ∈ G on a x.x−1 = xx−1 = e = x−1x = x−1.x donc tout élément x de G/H admet
un inverse x−1 pour la loi quotient.
D’où l’ensemble G/H muni de la loi quotient est un groupe. c.q.f.d

Définition 1.2.12.
Le groupe G/H est appelé groupe quotient de G par H.

Remarque 1.2.4.
La projection canonique

πH : G → G/H

x 7→ x = xH

est surjective. Son noyau et son image sont respectivement

kerπH = H et ImπH = G/H

Théorème 1.2.1. (Théorème de factorisation)
Tout morphisme ϕ d’un groupe G dans un groupe G′ se factorise pour donner le diagramme
commutatif suivant

G
ϕ−−−→ G′

π

y xj
G/kerϕ

ϕ−−−→ Imϕ

Où
π : G→ G/kerϕ est la surjection canonique
ϕ : G/kerϕ→ Imϕ est un isomorphisme de groupes
j : Imϕ→ G′ est une injection.

Preuve.
Les équivalences suivantes pour tous x, y ∈ G,

ϕ(x) = ϕ(y)⇔ ϕ(x−1y) = e′ ⇔ x−1y ∈ kerϕ
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montrent que tous les éléments de la classe x ∈ G/H ont la même image ϕ(x). On définie
alors l’application ϕ par ϕ(x) = ϕ(x).
C’est un morphisme de groupes, car : ϕ(x.y) = ϕ(xy) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(x)ϕ(x)
L’application ϕ par définition est surjective et est évidemment injective, puisque kerϕ = {e}.
c.q.f.d

Exemple 1.2.5.
Soit S1 le cercle d’unité qui s’identifie au groupe U des nombres complexes de module 1
L’application ϕ : R→ S1, tel que ϕ(x) = e2iπx, est un morphisme surjectif de noyau Z Donc
S1 ' R/Z.
Le groupe R/Z est appelé le tore de dimension 1.

Exemple 1.2.6.
On définit sur Z une relation d’équivalence par

xRy ⇔ ∃k 3 Z, x− y = kn, x, y ∈ Z.

Pour tout x ∈ Z, il existe un couple (q; r) ∈ Z2, tel que x = nq + r et 0 ≤ r < n.
Donc x− r = nq ⇔ xRr(mod n)
L’ensemble {1; 2; . . . ;n} forme ainsi une famille de représentants des classes de Z modulo n.
L’ensemble quotient de Z par R sera notée Z/nZ.
(Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

Définition 1.2.13.

i)Un groupe G est dit monogène s’il peut être engendré par un seul élément.

ii)On dit que G est cyclique s’il est monogène et fini.

Proposition 1.2.6.

i) Tout groupe monogène infini est isomorphe à (Z,+).

ii) Tout groupe monogène fini est isomorphe à (Z/nZ,+).

Preuve.
Soit G un groupe monogène et a un générateur de G. Soit

ϕa : Z → G

m 7→ ϕa(m) = am

Grâce au Théorème de factorisation Théorème 1.2.1, Z/kerϕa est isomorphe à l’image de ϕa
qui est G.
Si a est d’ordre infini alors G est isomorphe à Z, Si a est d’ordre n alors G est isomorphe à
Z/nZ. c.q.f.d

Remarque 1.2.5.
Si x est d’ordre fini r alors < x >= {e, x, . . . , xr−1} est fini de cardinal r.
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1.2.5 Groupe opérant sur un ensemble

Définition 1.2.14.
Soit G un groupe et E un ensemble non vide. On dit que G opère sur E, s ’il existe une
application :

: G× E → E

(a, x) 7→ ax

satisfaisant aux conditions suivantes :

1) Pour tous a, b ∈ G et x ∈ E : (ab)x = a(bx).

2) Pour tout x ∈ E : ex = x.

Exemple 1.2.7.
Soit G un groupe.

1) G opère sur G par : (opération à gauche)

: G×G → G

(a, x) 7→ ax

2) G opère sur G par :

: G×G → G

(a, x) 7→ axa−1

Définition 1.2.15.
Soient G un groupe opérant sur un ensemble E et x ∈ E.

1) L’ensemble {g ∈ G, gx = x} noté Gx est appelé stabilisateur de x.

2) L’ensemble {gx, g ∈ G} noté Ox est appelé orbite de x.

Remarque 1.2.6.

1) Gx est un sous-groupe de G.

2) Ox est un sous-ensemble de E.

1.3 Groupe symétrique

1.3.1 Groupe des permutations

Notation 1.3.1.
Soit E un ensemble non vide. On note S(E) l’ensemble des bijection de E sur lui même.

Proposition 1.3.1.
(S(E), ◦) est un groupe.
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Preuve.
• S(E) 6= ∅ car l’application IdE ∈ S(E).
• Pour tous f, g ∈ S(E), f ◦ g ∈ S(E)
(car la composée de deux bijections est une bijection).
• Pour tous f, g et h ∈ S(E) : (f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h)
( car la loi ◦ est associative )
• Pour tout f ∈ S(E) : f ◦ IdE = IdE ◦ f = f
IdE est l’élément neutre.
• Pour tout f ∈ S(E), ∃f−1 ∈ S(E) : f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = IdE
f−1 est l’élément symétrique de f . c.q.f.d

Définition 1.3.1.
Soit E un ensemble non vide. On appelle groupe des permutations de E, le groupe (S(E), ◦),
ce groupe noté S(E).

Proposition 1.3.2.
Soient E et F deux ensembles non vide équipotents et ϕ : E → F une bijection. L’application :

φ : S(E) → S(F )

σ 7→ φ(σ) = ϕ ◦ σ ◦ ϕ−1

est un isomorphisme de groupes.

Preuve.
• φ est bien définie car pour tout σ ∈ S(E), φ(σ) ∈ S(E) (compositions des bijections).
• Pour tous σ, τ ∈ S(E).
φ(σ ◦ τ) = ϕ ◦ σ ◦ τ ◦ ϕ−1 = (ϕ ◦ σ ◦ ϕ−1) ◦ (ϕ ◦ τ ◦ ϕ−1) = φ(σ) ◦ φ(τ).
D’où φ est homomorphisme de groupes.
• φ est bijective car
pour tout f ∈ S(E), il existe σ ∈ S(E)/φ(σ) = f
φ(σ) = f ⇔ ϕ ◦ σ ◦ ϕ−1 = f ⇔ σ = ϕ−1 ◦ f ◦ ϕ (unique).
Tout élément f de S(F ) est l’image d’un élément et un seul σ = ϕ−1 ◦ f ◦ϕ de S(E). c.q.f.d

Remarque 1.3.1.

i) En particulier pour tout ensemble fini E de cardinal n, le groupe S(E) est isomorphe à
S(En) où : En = {1, . . . , n}.
ii) Dans le cas où E est réduit à un élément, on peut quand même définir S(E) et il est réduit
à {IdE}.

Définition 1.3.2.
Le groupe des permutations S(En) est appelé le groupe symétrique d’ordre n. Qu’on note Sn.

Remarque 1.3.2.
Pour tout σ ∈ Sn i.e.

σ : En → En

k 7→ σ(k)
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On note :
σ =

(
1 2 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
Pour σ et τ ∈ Sn, la permutation σ ◦ τ est appelée permutation produit de τ et σ, notée στ

σ ◦ τ = στ =

(
1 2 . . . n

σ ◦ τ(1) σ ◦ τ(2) . . . σ ◦ τ(n)

)
Exercice 1.3.1.
Le groupe S3 à 6 permutations

σ1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, σ2 =

(
1 2 3
2 3 1

)
, σ3 =

(
1 2 3
3 1 2

)
τ1 =

(
1 2 3
1 2 3

)
, τ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)
, τ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)
σ2τ3 =

(
1 2 3
3 2 1

)
= τ2 , τ3σ2 =

(
1 2 3
1 3 2

)
= τ1

σ−12 =

(
1 2 3
3 1 2

)
= σ3 , σ−13 =

(
1 2 3
2 3 1

)
= σ2

Proposition 1.3.3.
Le groupe symétrique Sn admet n! éléments.

Preuve.
Soit σ ∈ Sn
i) L’image du premier élément σ(1) peut être choisie de n façons.
ii) celle du seconde σ(2) de (n− 1) façons...
iii) celle du kimeσ(k) de (n− k) façons...etc
Ce qui donne n! possibilités pour σ. c.q.f.d

1.3.2 Cycles et transpositions

Définition 1.3.3. (Cycle)
Un cycle de longueur p ou p-cycle est une permutation σ ∈ Sn définie par un sous ensemble
{i1, . . . , ip} ⊂ En tel que

σ(i1) = i2 , . . . , σ(ip−1) = ip , σ(ip) = i1 et σ(j) = j

pour tout j /∈ {i1, . . . , ip}.
Le cycle σ est représenter par (i1, . . . , ip).
L’ensemble {i1, . . . , ip} est appelé le support de σ et on le note supp(σ).
Deux cycles (i1, . . . , ip) et (j1, . . . , jq) sont dit disjoint si {i1, . . . , ip} ∩ {j1, . . . , jq} = ∅.

Définition 1.3.4. (Transposition)
Une transposition est un cycle τ de longueur 2 définie par (i, j) pour tous i, j ∈ En i.e.

τ(i) = j , τ(j) = i et τ(k) = k

pour tout k /∈ {i, j}.
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Exemple 1.3.1.
Dans S5, considérons :

σ1 =

(
1 2 3 4 5
2 5 3 4 1

)
, σ2 =

(
1 2 3 4 5
2 1 4 5 3

)
σ1 = (1, 2, 5) est 3-cycle.
σ2 = (1, 2)(3, 4, 5) est produit de deux cycles.

Exemple 1.3.2.
Dans S4, considérons :

σ1 =

(
1 2 3 4
3 1 4 2

)
, σ2 =

(
1 2 3 4
2 3 4 1

)
On a : σ1 = (1, 3, 4, 2) , σ2 = (1, 2, 3, 4)

(σ1)
−1 =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
= (1, 2, 4, 3)

(σ2)
−1 =

(
1 2 3 4
4 1 2 3

)
= (1, 4, 3, 2)

Remarque 1.3.3.
Si σ est un cycle de longueur r et τ une transposition, alors

i) σr = σ . . . σ = Id (composition de σ r-fois).

ii) σ−1 = σr−1.

iii) τ−1 = τ .

Proposition 1.3.4.
Si σ ∈ Sn est une permutation et i ∈ En, alors il existe 0 < p ≤ n tel que σp(i) = i.

Preuve.
Soit B = {σk(i), k ∈ N∗} ⊂ En, comme En est un ensemble fini, alors il existe au moins
k, l ∈ N∗ tels que k < l et σk(i) = σl(i) d’où σl−k(i) = i
Si p désigne le plus petit entier non nul tel que σp(i) = i, alors
i) p < n.
ii) B = {σ(i), σ2(i), . . . , σp(i)}.
iii) (i;σ(i);σ2(i), . . . , σp−1(i)) est un p-cycle. c.q.f.d

Proposition 1.3.5.
Toute permutation σ ∈ Sn se décompose en un nombre fini de cycles disjoints.

Preuve.
Sur En on définit la relation d’équivalence suivante :

(iRj)⇔ ∃q ∈ N, j = σq(i). (1.1)
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Remarquons que si p ∈ N tel que σp(j) = j alors i = σmp−q(j) = i, où m ∈ N tel que mp > q.
De la relation d’équivalence (1.1), on déduit l’exitence d’un sous ensemble {i1, . . . , ik} ⊂ En
tel que En/R = {̄i1, . . . , īk}, d’où
i) īl = {σ(il), . . . , σ

pl(il)}, (1 ≤ l ≤ k).
ii) En = ∪kl=1{σ(il), . . . , σ

pl(il)}.
iii) σ = (σ(i1), . . . , σ

p1(i1)) ◦ . . . ◦ (σ(ik), . . . , σ
pk(ik)) (composition de k cycles disjoints).

c.q.f.d

Proposition 1.3.6.
Tout cycle σ = (i1, . . . , ip) se décompose en transpositions.

Preuve.
Il suffit d’écrire σ sous la forme

σ = (i1, i2)(i2, i3) . . . (ip−1, ip).

c.q.f.d

Corollaire 1.3.1.
Toute permutation σ ∈ Sn se décompose en transpositions.

Preuve.
La preuve découle immédiatement des Proposition 1.3.5 et Proposition 1.3.6. c.q.f.d

1.3.3 Signature d’une permutation

Définition 1.3.5.
La signature d’une permutation σ ∈ Sn est défini par

ε(σ) =
∏

1≤i<j≤n

σ(j)− σ(i)

j − i
. (1.2)

Théorème 1.3.1.
Soient σ1 et σ2 deux permutations, alors

ε(σ1σ2) = ε(σ1)ε(σ2).

Preuve.
D’après (1.2), on a

ε(σ1σ2) =
∏

1≤i<j≤n

σ1(σ2(j))− σ1(σ2(i))
j − i

=
∏

1≤i<j≤n

σ1(σ2(j))− σ1(σ2(i))
σ2(j)− σ2(i)

σ2(j)− σ2(i)
j − i

=
∏

1≤i<j≤n

σ1(σ2(j))− σ1(σ2(i))
σ2(j)− σ2(i)

∏
1≤i<j≤n

σ2(j)− σ2(i)
j − i

=
∏

1≤i′<j′≤n

σ1(j
′)− σ1(i′)
j′ − i′

∏
1≤i≤j≤n

σ2(j)− σ2(i)
j − i

.
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Puisque σ2 est bijective de {1, . . . , n} sur {1, . . . , n} et

σ1(j
′)− σ1(i′)
j′ − i′

=
σ1(i

′)− σ1(j′)
i′ − j′

ce qui donne ε(σ1σ2) = ε(σ1)ε(σ2). c.q.f.d

Remarque 1.3.4.

i) Si τ est une transposition alors ε(τ) = −1.

ii) Si σ est un cycle de longueur p alors ε(σ) = (−1)p−1.

iii) Si σ = τ1 . . . τk, alors ε(σ) = (−1)k.

iv) ε(Id) = 1.

v) ε(σ−1) = ε(σ).

Exemple 1.3.3.
Soit la permutation :

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
5 1 2 3 4 7 6 8

)
.

On peut aussi écrire σ comme produit de transposition :

σ = (1, 5)(5, 4)(4, 3)(3, 2)(6, 7)

et ε(σ) = (−1)5 = −1.

1.4 Anneaux

1.4.1 Sous-anneaux

Définitions 1.4.1.
On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition, l’une notée additivement,
l’autre multiplicativement, avec les propriétés suivantes :

1) l’addition est une loi de groupe commutatif dont l’élément neutre est noté 0,

2) la multiplication est associative,

3) la multiplication est distributive par rapport à l’addition, ce qui veut dire

x(y + z) = xy + xz et (y + z)x = yx+ zx

pour tout x, y, z ∈ A.
Lorsque la multiplication est commutative on dit que l’anneau est commutatif, lorsqu’elle
possède un élément neutre on dit que l’anneau est unitaire. L’élément neutre pour la multi-
plication est appelé unité et notée 1.

Exemples 1.4.1.

1) (Z,+, .), (R,+, .) (Z/nZ,+, .) sont des anneaux commutatifs et unitaires.
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2) (K[X],+, .) (où K corps) est un anneau commutatif et unitaire, où K[X] est l’ensemble
des polynômes à coefficients dans K.

3) (Mn(R),+, .) est un anneau unitaire non commutatif.

4) Soit E un ensemble, l’ensemble F(E,R) des fonctions de E dans R est un anneau com-
mutatif pour les opérations d’addition et de multiplication point par point des fonctions.

Définition 1.4.1.
Un sous-ensemble B de A est un sous-anneau de (A,+, .) si (B,+, .) est un anneau.

Proposition 1.4.1.
Un sous-ensemble B de A est un sous-anneau de (A,+, .) si et seulement si elle vérifie les
conditions :

(i) B est un sous-groupe de (A,+) i.e. x− y ∈ B, pour tous x, y ∈ B.

(ii) B est stable par multiplication i.e. x.y ∈ B, pour tous x, y ∈ B.

Exemples 1.4.2.

1) (2Z,+, .) est un sous-anneau de (Z,+, .).
2) (R,+, .) est un sous-anneau de (C,+, .).

Définition 1.4.2.
Un anneau A est dit intègre si on a :

(i) A 6= {0},
(ii) Pour tous a, b ∈ A, a.b = 0 alors a = 0 ou b = 0.

Remarque 1.4.1.
Un sous-anneau d’un anneau intègre est intègre.

Exemples 1.4.3.

1) (Z,+, .) et (K[X],+, .) sont des anneaux intègres,

2) (Mn(R),+, .) n’est pas intègre.

1.4.2 Idéaux d’un anneau

Définition 1.4.3.
On dit qu’une partie I d’un anneau A est un idéal si les propriétés suivantes sont vérifiées :

(i) (I,+) est un sous-groupe du groupe additif (A,+),

(ii) I est absorbant i.e. Pour tous x ∈ I et y ∈ A, x.y ∈ I et y.x ∈ I.
On dit que I est un idéal propre si de plus I 6= A.

Remarque 1.4.2.

(i) Un idéal est un sous-anneau.

(ii) {0} et A sont des idéaux de A.
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Exemples 1.4.4.

1) 2Z est un idéal de de (Z,+, .).
2) On Montre que les idéaux de (Z,+, .) sont les nZ avec n ∈ N.
3) Soient E est un ensemble et a ∈ E, le sous-ensemble I = {f ∈ F(E,R), f(a) = 0} est un
idéal de F(E,R).

Remarque 1.4.3.
Soient (A,+, .) un anneau et N = {a ∈ A, ∃n ∈ N∗, an = 0} l’ensemble des éléments nilpotents
de A. Alors N est un idéal de A.

Définition 1.4.4.
Un idéal I d’un anneau A qui possède les deux propriétés suivantes :

(i) I est un idéal propre i.e. I 6= A,

(ii) Tout idéal J qui vérifie I ⊂ J ⊂ A alors J = I ou J = A
est appelé un idéal maximal.

Remarque 1.4.4.

(i) Étant donné un entier n ≥ 2, l’idéal nZ de Z est maximal si et seulement si, n est premier.

(ii) Tout idéal propre de Z est contenu dans un idéal maximal.

Définition 1.4.5.
Soit A un anneau, I un idéal de A. I est dit premier si :

(i) I est un idéal propre,

(ii) Pour tous x, y ∈ A, x.y ∈ I, alors x ∈ I ou y ∈ I.

1.4.3 Homomorphismes d’anneau

Définition 1.4.6.
Soient A, B des anneaux. Une application f : A→ B est un homomorphisme d’anneaux si :

(i) Pour tous x, y ∈ A, f(x+ y) = f(x) + f(y).

(ii) Pour tous x, y ∈ A, f(x.y) = f(x).f(y).

Proposition 1.4.2.
Soit f : A→ B un homomorphisme d’anneaux.

(i) L’image et l’image réciproque par f d’un sous-anneau est un sous-anneau.

(ii) Si J est un idéal de B, alors l’image réciproque f−1(J) de l’idéal J est un idéal de A.

(iii) Si I est un idéal de A et f surjective, alors f(I) est un idéal de B.

Exemple 1.4.1.

Soit A un anneau unitaire dont l’unité est notée 1. L’application

f : Z → A

n 7→ f(n) = n.1

est un homomorphisme d’anneau de Z dans A.
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1.5 Corps
Définition 1.5.1.
On appelle corps un anneau commutatif (K,+, .) tel que K∗ = K\{0} est un groupe pour la
multiplication.

Remarque 1.5.1.
Un anneau commutatif (K,+, .) est un corps si tout élément non nul de K est inversible.

Exemples 1.5.1.

1) Q, R et C sont des corps.

2) Z/3Z est un corps.

Théorème/Définition 1.5.1. Étant donné un corps K, l’application

f : Z → K

n 7→ f(n) = n.1

est un homomorphisme. Il existe un entier p ≥ 0, et un seul, tel que kerf = f−1(0) = pZ.
p est le plus petit entier ≥ 0 tel que p.1 = 0. De plus ou bien p = 0, ou bien p est un nombre
premier.
L’entier p est appelé la caractéristique du corps K et on note car(A) = p.

Exemples 1.5.2.

1) Q, R et C sont des corps de caractéristique 0.

2) Z/3Z est un corps de caractéristique 3.
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Exercices
Exercice 1.5.1.
Sur [0, 1], on définit la loi de composition >, pour tous x, y ∈ [0, 1] par :

x>y = x+ y − xy.

1) Vérifier que > est interne.

2) Étudier (la commutativité, l’associativité, élément neutre, et les éléments symétrisables).

Exercice 1.5.2.
Soit X un ensemble, dans P(X), on peut considérer la loi de composition interne ∆ définie,
pour chaque A,B ∈ P(X) par :

A∆B = (A ∪B)− (A ∩B).

Déterminer, s’il existe, l’élément neutre.

Exercice 1.5.3.
Soit R2 muni la loi de composition interne > définie, pour tous (a, b), (a′, b′) de R2 par :

(a, b)>(a′, b′) = (a− 2a′, b+ 3b′).

Est-ce un groupe ?

Exercice 1.5.4.
On définit dans R les lois de compositions internes suivantes, pour tous a, b ∈ R par :

a⊥b = sup(a, b) et a>b = inf(a, b).

i) Montrer que ces deux lois sont associatives et commutatives.

ii) Ces lois ont-elles un élément neutre ?

Exercice 1.5.5.
Soient E et F deux ensembles munis de lois de compositions internes notées respectivement
⊥ et > et f un morphisme de E dans F .

1) Montrer que l’image par f d’une partie stable de E est une partie stable de F .

2) Montrer que l’image réciproque par f d’une partie stable de F est une partie stable de E.

Exercice 1.5.6.
Montrer qu’on définit une loi interne dans I =]− 1, 1[ en posant, pour tous x, y ∈]− 1, 1[

x⊥y =
x+ y

1 + xy
.

Montrer que (I,⊥) est un groupe commutatif.

Exercice 1.5.7.
Soit G un groupe multiplicatif tel que : pour tout x ∈ G, x2 = e (e est l’élément neutre).
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Montrer que G est commutatif.

Exercice 1.5.8.
Soient G un groupe multiplicatif et a un élément de G.

i) On définit la translation à gauche par a est l’application

δa : G → G

x 7→ δa(x) = ax

Montrer que δa est bijective et déterminer son inverse.

ii) Traiter la même question pour la translation à droite par a

ρa : G → G

x 7→ ρa(x) = xa

Exercice 1.5.9.
Soit σ = (i1, . . . , ir) un r-cycle
Montrer que :

1. σ−1 = (ir, ir−1, . . . , i1).

2. Pour tout k = 1, r : xi = σk−1(i1).

Exercice 1.5.10.
Soit σ un r-cycle est d’ordre r dans Sn
Montrer que :

1. σ est d’ordre r dans Sn .ie. σr(ik) = ik, pour tout k = 1, r

2. σ−1 = σr−1.

Exercice 1.5.11.
Démontrer que :

Z(Sn) =

{
Sn Si n = 2

{IdE} Si n ≥ 3

Exercice 1.5.12.
Le support d’une permutation σ ∈ Sn , noté Supp(σ) est l’ensemble :

Supp(σ) = {x ∈ E/σ(x) 6= x}.

Démontrer que pour tous σ et σ′ deux permutations :

i) σ(Supp(σ)) = Supp(σ).

ii) Supp(σ−1) = Supp(σ).

iii) Pour tout r ∈ Z : Supp(σr) ⊂ Supp(σ).

vi) Supp(σ) ∩ Supp(σ) = ∅ ⇒ σ ◦ σ′ = σ′ ◦ σ.

Exercice 1.5.13.
Montrer que l’ensemble des éléments inversibles d’un anneau peut être muni d’une structure
de groupe.
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Exercice 1.5.14.

i) Soient X un ensemble et G un groupe. Montrer que l’on peut munir l’ensemble F(X,G)
des applications de X dans G d’une structure de groupe.

ii) Soient X un ensemble et A un anneau. Montrer que l’on peut munir l’ensemble F(X,A)
des applications de X dans A d’une structure d’anneau.

iii) Soient X un ensemble et K un anneau. L’anneau F(X,K) est-il un corps ?

Exercice 1.5.15.
Soit Z[i] = {a+ bi ∈ C/a ∈ Z, b ∈ Z}. Cet ensemble est appelé l’anneau des entiers de Gauss.
Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C.

Exercice 1.5.16.

i) Montrer qu’un corps est un anneau intègre.

ii) Est-ce que la réciproque est vraie ?

Exercice 1.5.17.
Soit A un anneau . Un élément a ∈ A est dit nilpotent s’il existe un entier n non nul tel que
an = 0.

i) Montrer que si a est nilpotent, alors 1− a est inversible.

ii) Montrer que l’ensemble des nilpotents forme un idéal si A est commutatif, noté Nil(A).

iii) Montrer que Nil(A) est contenu dans tout idéal premier.

Exercice 1.5.18.
Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On note

√
I = {x ∈ A/∃n ∈ N, xn ∈ I}.

√
I est appelé le radical de I.

i) Montrer que
√
I est un idéal de A,

ii) Montrer que
√√

I =
√
I,

iii) Montrer que
√
I ∩
√
J =
√
I ∩ J ,

√
I +
√
J ⊂
√
I + J .

ZAGANE Abderrahim 2021



CHAPITRE 2

Compléments d’algèbre linéaire

Sommaire
2.1 Espaces vectoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.1 Espaces vectoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
2.1.2 Sous-espaces vectoriels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
2.1.3 Bases d’un espace vectoriel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.2 Applications linéaires et matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.1 Applications linéaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2.2 Représentation matricielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
2.2.3 Changement de base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.3 Déterminants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Ce chapitre est constitué de compléments sur les espaces vectoriels, les applications li-
néaires, les matrices, les déterminants. Ces notions sont nécessaires à l’étude du domaine de
l’algèbre linéaire, notamment (réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimen-
sion finie). Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

2.1 Espaces vectoriels

2.1.1 Espaces vectoriels

Définition 2.1.1.
Un K-espace vectoriel est un triplet (E,+, .) où

i) (E,+) est un groupe commutatif.
ii) : K× E → E est une loi externe, telle que pour tous x, y ∈ E et α, β ∈ K.

1) α(x+ y) = αx+ αy,
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2) (α + β)x = αx+ βx,
3) α(βx) = (αβ)x,
4) 1x = x.

Un élément de E est appelé un vecteur et un élément de K un scalaire.

Exemple 2.1.1.
Soit n ∈ N∗. L’ensemble

Kn = {x = (x1, . . . , xn), x1, . . . , xn ∈ R} ,

muni des opérations

u+ v = (u1 + v1, . . . , un + vn), αu = (αu1, . . . , αun),

est un K-espace vectoriel.

Exemple 2.1.2.
Soient X un ensemble non vide quelconque et E un K-espace vectoriel.
Soit F(X,E) l’ensemble de toutes les applications f de X dans E.
F(X,E) est un K-espace vectoriel, quand on pose :{

(f + g)(x) = f(x) + g(x)
(λf)(x) = λf(x)

pour tous f, g ∈ F(X,E), λ ∈ K, x ∈ E.

Définition 2.1.2.
Soit (ui)i=1,n, n ∈ N∗ une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. On appelle combi-
naison linéaire de u1, . . . , un, la somme

n∑
i=1

αiui = α1u1 + α2u2 + . . .+ αnun.

où α1, α2, . . . , αn sont des scalaires.

2.1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 2.1.3.
Une partie F non vide d’un K-espace vectoriel E est appelée un K-sous-espace vectoriel de
E, si F vérifie

(i) la partie F est non vide,

(ii) pour tous x, y ∈ F , x+ y ∈ F ,
(iii) pour tout x ∈ F et α ∈ K, αx ∈ F .

Remarque 2.1.1.
Ainsi, un sous-espace vectoriel F , est une partie non vide de E, est lui-même un K-espace
vectoriel, avec ses opérations obtenues par restriction de celles de E.
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Exemple 2.1.3.

1) Si E est un K-espace vectoriel, les parties {0E} et E sont des sous-espaces vectoriels de
E.

2) Les parties F = {(x, 0, 0) : x ∈ R}, G = {(x, y, z) ∈ R3 : x + 2x − z = 0} sont des
sous-espaces vectoriels de R3.

3) Si E est un K-espace vectoriel, les parties PE = {f ∈ F(R, E) : f(−x) = f(x), x ∈ R}
et IE = {f ∈ F(R, E) : f(−x) = −f(x), x ∈ R} sont des sous-espaces vectoriels de l’espace
vectoriel F(R, E).

Proposition 2.1.1. (Caractérisation)
Soient E un K-espace vectoriel, et F une partie de E.
F est un K-sous-espace vectoriel de E si est seulement si

(1) F 6= ∅,
(2) Pour tous x, y ∈ E et α, β ∈ K, αx+ βy ∈ F .

Preuve.
1) Soit F sous-espace vectoriel de E. La partie F est non vide, donc si x est un de ses éléments,
son opposé −x = (−1)x est dans F d’après (iii), ainsi que 0E = x + (−x) d’après (ii), le
vecteur nul 0E est bien dans F . Si α, β sont des scalaires, x, y des vecteurs de F , alors les
vecteurs x et y sont dans F d’après la propriété (iii) et leur somme aussi d’après (ii), F est
bien stable par combinaison linéaire αx+ βy.
2) Réciproquement, soit F une partie de E vérifiant les propriétés (1) et (2). Vu que le vecteur
nul 0E est dans F , la partie F est non vide. Par ailleurs, en prenant α = β = 1, puis β = 0,
les propriétés (ii) et (iii) résultent de la stabilité par combinaison linéaire. La partie F est
bien un sous-espace vectoriel de E. c.q.f.d

Proposition/Définition 2.1.1. Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de
E. L’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A est un sous-espace vectoriel de E,
noté vect(A) et appelé sous-espace vectoriel engendré par A.
Si A = {u1, . . . , un}, n ∈ N∗, alors

vect(A) =

{
n∑
i=1

αiui ∈ E/ ui ∈ A, αi ∈ K

}
.

Preuve.
Le vecteur nul 0E est une combinaison linéaire des u1, . . . , un, i.e. 0E = 0u1 + . . .+ 0un. Ainsi
le vecteur nul 0E appartient à vect(A).
Par ailleurs, étant donné les deux combinaisons linéaires x = x1u1 + . . .+ xnun et
y = y1u1 + . . .+ynun, la combinaison linéaire αx+βy est combinaison linéaire des u1, . . . , un.

αx+ βy = (αx1 + βy1)u1 + . . .+ (αxn + βyn)un.

d’apres la Proposition 2.1.1, on trouve que αx+ βy ∈ vect(A). c.q.f.d

Proposition 2.1.2. (Intersections de sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel et (Fi)i∈I une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de
E. Alors F =

⋂
i∈I

Fi est un sous-espace vectoriel de E.
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Preuve.
D’une part, par hypothèse le vecteur nul 0E appartient aux sous-espaces Fi pour tout i ∈ I, et
donc à leur intersection. D’autre part, si x, y ∈

⋂
i∈I

Fi et α, β sont des scalaires, la combinaison

linéaire αx+ βy appartient à Fi pour tout i ∈ I et donc à leur intersection. Ainsi F =
⋂
i∈I

Fi

est un sous-espace vectoriel d’après la Proposition 2.1.1. c.q.f.d

Proposition/Définition 2.1.2. (Sommes de sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel et (Fi)i=1,n, n ∈ N∗ une famille de sous-espaces vectoriels de
E. Alors l’ensembles {

n∑
i=1

ui ∈ E/ ui ∈ Fi, i = 1, n

}

est un sous-espace vectoriel de E, noté
n∑
i=1

Fi et appelé somme des Fi.

Preuve.

On a 0E =
n∑
i=1

0Fi
(ces des vecteurs nuls coïcident) et donc 0E est dans la partie

n∑
i=1

Fi. Par

ailleurs, soit αx+ βy une combinaison linéaire avec x et y dans
n∑
i=1

Fi. Le vecteur x (resp. y)

est de la forme x =
n∑
i=1

xi (resp. y =
n∑
i=1

yi) avec xi ∈ Fi (resp. yi ∈ Fi). Ainsi

αx+ βy = α
n∑
i=1

xi + β
n∑
i=1

xi =
n∑
i=1

(αxi + βyi).

est un vecteur de la partie
n∑
i=1

Fi. Ainsi, d’après la Proposition 2.1.1,
n∑
i=1

Fi est un sous-espace

vectoriel de E. c.q.f.d

Remarque 2.1.2.

vect(u1, . . . , un) =
n∑
i=1

vect(ui)

Définition 2.1.4. (Sommes directes de sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel et (Fi)i=1,n, n ∈ N∗ une famille de sous-espaces vectoriels

de E. On dit que la somme F =
n∑
i=1

Fi est directe si tout vecteur v de F s’écrit de manière

unique sous la forme v =
n∑
i=1

ui, ui ∈ Fi, i = 1, n. La somme F est alors notée F =
n⊕
i=1

Fi.

Proposition 2.1.3.
Soient E un K-espace vectoriel et F et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F +G
est directe si et seulement si F ∩G = ∅.
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Preuve.
1) Supposons que E = F

⊕
G i.e. supposons que l’existence et l’unicité de l’écriture z = x+y

avec x ∈ F , y ∈ G pour tout vecteur z de E. L’existence de cette écriture assure E = F +G.
En outre, pour z ∈ F ∩G, on a z = z + 0G = 0F + z et par unicité, il résulte 0F = z = 0G et
donc F ∩G = {0E}. Les sous-espaces F et G sont supplémentaires dans E.
2) Réciproquement, supposons que F ∩G = {0E}. Soit z un vecteur de E. Vu que E = F +G,
alors il existe x ∈ F et y ∈ G tels que z = x + y. Supposons qu’une autre décomposition
z = x′ + y′ , avec x′ ∈ F , y′ ∈ G. Alors x− x′ = y′ − y, vecteur de E à la fois dans F et dans
G, et donc égal à 0E (unique vecteur de F ∩ G). Ainsi x = x′, y = y′ et l’écriture z = x + y
est donc unique i.e. E = F

⊕
G. c.q.f.d

Exemple 2.1.4.
Soient, dans l’espace vectoriel C3, les sous-espaces

F = {x(1, 0, 0), x ∈ C} et G = {y(0,
1

3
, 0) + z(0, 0, 2), y, z ∈ C}.

Pour tout (x, y, z) ∈ C on a (x, y, z) = x(1, 0, 0) + 3y(0,
1

3
, 0) +

z

3
(0, 0, 2) (écriture unique)

d’où C3 = F
⊕

G.

2.1.3 Bases d’un espace vectoriel

Définition 2.1.5. (Famille libre-famille liée )
Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille (ui)i=1,n, n ∈ N∗ d’éléments de E est
libre, ou encore que les vecteurs de cette famille sont linéairement indépendants si Pour toute

famille (αi)i=1,n de K, si
n∑
i=1

αiui = 0 alors α1 = α2 = . . . = αn = 0.

Dans le cas contraire, c’est-à-dire s’il existe une famille (αi)i=1,n de K non tous nuls telle

que
n∑
i=1

αiui = 0, on dit que la famille (ui)i=1,n est liée, ou encore que les vecteurs qui la

composent sont linéairement dépendants.

Proposition 2.1.4.
Soient E un K-espace vectoriel et L = {e1, . . . , en}, avec n > 2, une famille de vecteurs de E.
La famille L est liée si et seulement si l’un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Preuve.
1) Supposons que la famille L = {e1, . . . , en}, avec n > 2 est liée, alors il existe des scalaires
α1, . . . , αn non tous nuls tels que α1e1 + . . . + αnen = 0, avec un scalaire, soit αi, non nul.
Alors

αiei = −α1e1 − . . .− αi−1ei−1 − αi+1ei+1 − . . .− αnen
donc

ei = −α1

αi
e1 − . . .−

αi−1
αi

ei−1 −
αi+1

αi
ei+1 − . . .−

αn
αi
en
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et donc ei est combinaison linéaires des autres vecteurs de la famille L.
2) Réciproquement, si

ei = λ1e1 + . . .+ λi−1ei−1 + λi+1ei+1 + . . .+ λnen

alors α1e1 + . . .+ αnen = 0, avec αi = −1 et αj = λj si i 6= j, la famille L est liée. c.q.f.d

Définition 2.1.6. (Famille génératrices )
Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille (ui)i=1,n, n ∈ N∗ d’éléments de E est
génératrice, ou encore que les vecteurs de cette famille engendrent E si vect((ui)) = E, c’est-

à-dire pour tous u ∈ E il existe (αi)i=1,n de K telle que u =
n∑
i=1

αiui.

Propriétés 2.1.1.
Soit E un K-espace vectoriel, alors

1) Toute famille contenant une famille génératrice de E est encore une famille génératrice.
2) Toute famille contenue dans une famille libre est libre.
3) Toute famille réduite à un vecteur non nul est une famille libre.
4) Toute famille contenant une famille liée est liée.
5) Toute famille de E contenant le vecteur nul de E est liée.

Preuve.
Soit I un ensemble fini d’indices
1) Soit une famille (vi)i∈I de vecteurs de E et J une partie de I. supposons que la famille (vi)i∈J
est génératrice de E. Ainsi, pour tous u ∈ E, il existe (µi)i∈J ∈ KJ à support fini tels que
u =

∑
i∈J

µivi. On rajoute à cette somme
∑
i∈I−J

0.vi = 0. On a alors u =
∑
i∈J

µivi+
∑
i∈I−J

0.vi = 0.

On pose, pour i ∈ I, λi = µi si i ∈ J , sinon, λi = 0. Alors il existe (λi)i∈I ∈ KI tels que
u =

∑
i∈I

λivi = 0, d’où la famille (vi)i∈I est génératrice de E.

2) Soient (vi)i∈I une famille libre de E et J une partie de I. Soit (µi)i∈J ∈ KJ à support
fini, supposons que

∑
i∈J

µivi = 0. On pose, pour i ∈ I, λi = µi si i ∈ J , sinon, λi = 0. Donc∑
i∈I

λivi = 0, et comme (vi)i∈I est une famille libre, alors λi = 0 pour tout i ∈ I, ainsi µi = 0

pour tout i ∈ J , d’où (vi)i∈J est libre.
3) Soit u un vecteur non nul de E, soit λ ∈ K tel que λ.u = 0 alors λ = 0, ainsi {u} est libre.
4) Soit une famille (vi)i∈I de vecteurs de E et J une partie de I. supposons que la famille
(vi)i∈J est liée. Ainsi, il existe (µi)i∈J ∈ KJ à support fini (non tous nuls) tels que

∑
i∈J

µivi = 0.

On rajoute à cette somme
∑
i∈I−J

0.vi = 0. On a alors
∑
i∈J

µivi +
∑
i∈I−J

0.vi = 0. On pose, pour

i ∈ I, λi = µi si i ∈ J , sinon, λi = 0. Alors il existe (λi)i∈I ∈ KI non tous nuls tels que∑
i∈I

λivi = 0, d’où la famille (vi)i∈I est liée.

5) Soit une famille (vi)i∈I de vecteurs de E, supposons que pour un i0 ∈ I, vi0 est nul. Il
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suffit de prendre tous les (λi)i∈I ∈ KI nuls, à l’exception de λi0 pris égal à 1 pour représenter∑
i∈I

λivi = 0. c.q.f.d

Définition 2.1.7.
Soit E un K-espace vectoriel. Une famille (ui)i=1,n, n ∈ N∗ d’éléments de E est appelée base
de E si elle est libre et elle engendre E.

Proposition/Définition 2.1.3.
Soit E un K-espace vectoriel. La famille B = (e1, . . . , en) d’éléments de E est une base de E
si et seulement si pour tout vecteur u de E il existe un n-uplet scalaire (α1, . . . , αn) unique
tel que u = α1e1 + . . .+ αnen. Les scalaires α1, . . . , αn s’appellent les coordonnées du vecteur
u dans la base B.

Preuve.
1) Supposons que B soit une base. Soit u un vecteur de E. Vu que B engendre E, il existe
des scalaires α1, . . . , αn tels que u = α1e1 + . . .+ αnen.
Supposons qu’une autre écriture u = β1e1 + . . .+ βnen où β1, . . . , βn des scalaires. Alors

(α1 − β1)e1 + . . .+ (αn − βn)en = 0,

et donc α1−β1 = . . . = αn−βn vu que la famille B est libre. L’écriture u = α1e1 + . . .+αnen
est donc bien unique.
2) Réciproquement, supposons que tout vecteur u s’écrive u = α1e1 + . . . + αnen , énonce le
caractère générateur de la familleB. Par ailleurs, soit α1, . . . , αn tels que α1e1+. . .+αnen = 0E.
L’unicité de la représentation

0E = α1e1 + . . .+ αnen = 0e1 + . . .+ 0en,

implique α1 = . . . = αn = 0, c’est à dire le caractère libre de la famille B, qui est donc une
base. c.q.f.d

Proposition 2.1.5.
Soit E un K-espace vectoriel. Soit F et G deux sous-espaces supplémentaires de l’espace E.
Si BF (resp. BG) est une base de F (resp G), alors BF ∪BG est une base de E.

Preuve.
On écrit tout vecteur de u de E comme somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de G, vec-
teurs décomposés suivant les bases BF = {f1, . . . , fm} et BG = {g1, . . . , gn} respectivement,
de telle sorte que u = α1f1 + . . .+ αmfm + β1g1 + . . .+ βngn. Une décomposition de ce type
est unique, du fait que F et G sont en somme directe, puis que BF et BG sont des bases de
F et G respectivement. i.e. BF ∪BG = {f1, . . . , fm, g1, . . . , gn} est une base de E. c.q.f.d

Définition 2.1.8.
Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il admet une famille génératrice finie.

Proposition 2.1.6.
Soit E un K-espace vectoriel. On peut extraire une base de toute famille génératrice finie de
E.
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Preuve.
Soit Gn = {e1, . . . , en} une famille génératrice de E. Si elle est libre, c’est une base et la
proposition est démontrée. Sinon, il existe un vecteur qui est combinaison linéaire des autres
et donc, si Gn−1 est la famille Gn privée de ce vecteur, la famille Gn−1 est encore génératrice
(car V ect(Gn) = V ect(Gn−1)). Continuant, on arrivera à un entier k (au plus égal à n− 1 et
au moins égal à 1, puisque E contient des vecteurs non nuls) tel que la famille Gk de cardinal
k, sous-famille de Gn, est génératrice et dont aucun vecteur n’est combinaison linéaire des
autres, i.e. la famille Gk est libre, la famille Gk est donc une base. c.q.f.d

Théorème/Définition 2.1.1.
Soit Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, non nul. L’espace E admet une base et
toute base de E a le même nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de E et
on note dimE. Si l’espace E est nul, il est dit de dimension zéro ou nulle.

Preuve.
L’existence d’une base a été vue dans la Proposition 2.1.6. Soient B et B′ deux bases de
l’espace E, avec n et n′ éléments respectivement. Vu que B est génératrice et B′ libre, on a
n′ 6 n. L’inégalité inverse valant pareillement, on déduit l’égalité de n et n′. c.q.f.d

Exemples 2.1.1.

1) Kn est un K-espace vectoriel de dimension n. Une base de Kn est la famille (ei)i=1,n, où
e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en = (0, . . . , 0, 1). On l’appelle la base canonique de
Kn.

2) L’ensemble Kn[X] des polynômes à coefficients dans K et de degré inférieur ou égal à n
est un K-espace vectoriel de dimension n+ 1. Une base de Kn[X] est 1, X,X2, . . . , Xn.

Exercice corrigé 2.1.1.
Montre que B = {u1 = (1, 1, 0), u2 = (1,−1, 0), u3 = (0, 0, 2)} une base de R3.

Solution.
1) Vérifions que B est libre

αu1 + βu2 + γu3 = 0 ⇔


α + β = 0
α− β = 0
2γ = 0

⇔ α = β = γ = 0.

2) Vérifions que B est génératrice de R3.
Soit u = (x, y, z) ∈ R3,

u = αu1 + βu2 + γu3 ⇔


x = α + β
y = α− β
z = 2γ

⇔


α =

x+ y

2

β =
x− y

2
γ =

z

2

.
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Proposition 2.1.7.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors
F admet des sous-espaces supplémentaires. Si S est un supplémentaire de F , alors on a
dimE = dimF + dimS.

Preuve.
Soit B = {f1, . . . , fp} une base de F et L = {e1, . . . , eq} une famille libre de E complétant
la base B : B ∪ L est une base de E. Alors le sous-espace S = V ect(B) engendré par les
vecteurs de la famille L est un sous-espace supplémentaire de F . En effet, tout vecteur v de
E, combinaison linéaire des vecteurs de B ∪ L

u = α1f1 + . . .+ αpfp + β1e1 + . . .+ βqeq

est somme d’un vecteur α1f1 + . . .+αpfp de F et d’un vecteur β1e1 + . . .+ βqeq de S, et ceci
de manière unique puisque la famille B ∪ L est libre. La famille L est une base de S, il en
résulte la relation sur les dimensions.
Si S est un sous-espace en somme directe avec F et C une base de S, la famille de B ∪C est
une base de E d’après la Proposition 2.1.5 La relation sur les dimensions en résulte. c.q.f.d

Remarque 2.1.3.
Si F est sommes directes de sous-espaces vectoriels Fi, i = 1, n et Bi est une base de Fi pour

i = 1, n, alors
n⋃
i=1

Bi est une base de F . Ainsi

dim
n⊕
i=1

Fi =
n∑
i=1

dimFi

.

Proposition 2.1.8.
Soit E et F des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors le produit E×F est de dimen-
sion finie et dim(E × F ) = dimE + dimF .

Preuve.
Si B = {e1, . . . , em} est une base de E, C = {f1, . . . , fn} une base de F , alors la famille
{(e1, 0F ), . . . , (em, 0F ), (0E, f1), . . . , (0E, fn)} est une base de E × F . En effet, il suffit de dé-
composer tout vecteur (u, v) de E×F sous la forme (u, v) = (u, 0F )+(0E, v) (les sous-espaces
E×{0F} et {0E}×F de E×F sont en somme directe), puis de revenir aux définitions. c.q.f.d

Définition 2.1.9.
Soit E un K-espace vectoriel. Le rang de la famille de vecteurs L = {e1, e2, . . . , en} est la
dimension de l’espace vect(e1, e2, . . . , en) qu’elle engendre, on écrit rg(L) = dim vect(L).
On a donc rg(L) = dim vect(L) ≤ n.

2.2 Applications linéaires et matrices

2.2.1 Applications linéaires

Définition 2.2.1.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels.
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i) On appelle application linéaire de E dans F , toute application f de E dans F qui vérifie :
1) Pour tous x, y ∈ E : f(x+ y) = f(x) + f(y).
2) pour tous x ∈ E, α ∈ K : f(αx) = αf(x).

ii) Une application linéaire de E dans E est appelée un endomorphisme de E.

iii) Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme. les espaces E et F sont
dits isomorphes, et on notera E ≈ F .

iv) Un endomorphisme bijective est appelé un automorphisme.

v) Une application linéaire de E dans K est appelée une forme linéaire de E.

Remarque 2.2.1.

1) On note L(E,F ) l’espace vectoriel des applications linéaires de E dans F sur K.

2) On note L(E) L’espace vectoriel des endomorphismes de E sur K.

Proposition 2.2.1.
Soit f : E −→ F une application alors :

f ∈ L(E,F )⇔ f(αx+ y) = αf(x) + f(y).

pour tout x, y ∈ E , α ∈ K.

Preuve.
La preuve découle directement de la définition. c.q.f.d

Proposition 2.2.2.
Deux K-espaces vectoriels E et F de dimension finie sont isomorphes si et seulement si leurs
dimensions sont égales.

Preuve.
Soit f ∈ L(E,F ), supposons que E et F sont isomorphes. Soit B = {e1, . . . , em} une base
de E. Alors f(B) = {f(e1), . . . , f(em)} est une base de F . En effet, d’une part f(B) est libre
car si α1f(e1) + . . . + αmf(em) = 0F , alors f(α1e1 + . . . + αmem) = 0F et par l’unicité de
l’image inverse 0E du vecteur nul 0F de F , on a α1e1 + . . . + αmem = 0E, soit tous les αi
nuls puisque B est libre. D’autre part, f(B) est génératrice car un vecteur v ∈ F est image
de u ∈ E qui est combinaison linéaire des éléments de B, u = α1e1 + . . .+αmem, et par suite
v = f(u) = f(α1e1 + . . .+ αmem) = α1f(e1) + . . .+ αmf(em).
Réciproquement, si E et F sont de même dimensionm, on introduit une baseB = {e1, . . . , em}
de E, une base C = {f1, . . . , fm} de F . Alors l’unique application linéaire f qui applique le
vecteur ei sur fi, i = 1,m (Proposition. 2.2.1), vérifiant

f(α1e1 + . . .+ αmem) = α1f1 + . . .+ αmfm

est bijective. En effet, tout vecteur v ∈ F est de la forme v = α1f1 + . . .+αmfm, il est l’image
du vecteur α1e1+ . . .+αmem de E et puisque B et C sont des bases de E et F respectivement,
ceci de manière unique (l’égalité α1f1 + . . . + βmfm = α1f1 + . . . + βmfm implique l’égalité
des coefficients αi = βi). Ainsi les espaces E et F sont donc isomorphes. c.q.f.d
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Définition 2.2.2.
Soit f ∈ L(E,F ).

1) On appelle image de f et on note Im f , la partie de F définie par :

Im f = {f(x) ∈ F, x ∈ E}.

2) On appelle noyau de f et on note ker f , la partie de E définie par :

ker f = {x ∈ E, f(x) = 0E}.

Proposition 2.2.3.
Soit f ∈ L(E,F ).

1) Im f est un K-sous espace vectoriel de F .

2) ker f est un K-sous espace vectoriel de E.

3) f est surjective si et seulement si Im f = F .

4) f est injective si et seulement si ker f = {0}.

Preuve.
1) On a f(0E) = 0F , donc 0F ∈ Im f .
Pour x, y ∈ E et α, β ∈ K, le vecteur αf(x) + βf(y) = f(αx+ βy) est dans Im f .
2) On a f(0E) = 0F , donc 0E ∈ ker f .
Pour x, y ∈ ker f et α, β ∈ K, le vecteur αf(x) + βf(y) = f(αx + βy) = 0F , donc αx + βy
est dans ker f .
3) Supposons que f est surjective, Soit y ∈ F , alors il existe x ∈ E, telle que y = f(x), donc
y ∈ Im f i.e. F ⊂ Im f et comme Im f ⊂ F , d’où Im f = F
Réciproquement, supposons que Im f = F , pour tout y ∈ F , il existe x ∈ E, telle que
y = f(x), d’où f est surjective.
4) Si f est injective, 0E est l’unique u de E tel que f(u) = 0F . Ainsi ker f = 0E.
Réciproquement, supposons que ker f = 0E. Si x et y ont même image, alors

f(x− y) = f(x) + f(−y) = f(x)− f(y) = 0F

et donc x − y est un vecteur du noyau ker f , par suite c’est le vecteur nul. Ainsi x = y et f
est injective. c.q.f.d

Proposition 2.2.4.
Soit f ∈ L(E,F ). Si la famille G = {e1, . . . , em} engendre E, alors la famille

f(G) = {f(e1), . . . , f(em)}

engendre l’image Im f .

Preuve.
Soit u = α1e1 + . . .+ αmem ∈ E, alors f(u) ∈ Im f , et donc

f(u) = f(α1e1 + . . .+ αmem) = α1f(e1) + . . .+ αmf(em)

c’est-à-dire, f(u) est combinaison linéaire de f(e1), . . . , f(em). c.q.f.d
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Définition 2.2.3.
Soient f ∈ L(E,F ). Si Im f est de dimension finie, alors le rang de f est défini comme étant
la dimension de l’espace Im f et on notera rg(f) = dim Im f .

Proposition 2.2.5. (Théorème du rang)[3]
Soient f ∈ L(E,F ) et E de dimension finie alors :

dimE = dim ker f + dim Im f.

Preuve.
Soit S un supplémentaire de ker f dans E (dont l’existence est assurée par la Proposition
2.1.7). Alors l’application f|S : S → Im f est bijective car un vecteur de son noyau est dans
ker f , et donc nul vu S ∩ ker f = 0E ; tout vecteur u ∈ E s’écrit u = x + y avec x ∈ S et
y ∈ ker f et alors f(u) = f(x) + f(y) = f(x), en résulte la surjectivité de f|S : S → Im f .
Ainsi, l’application f|S : S → Im f est un isomorphisme, donc par la Proposition. 2.2.2 S et
l’image Im f sont de même dimension. En outre, vu que dimE = dim ker f + dimS, l’égalité
entre dimensions de la proposition est établie. c.q.f.d

Remarque 2.2.2.

1) Vu que, si E de dimension finie, rg(f) = dim Im f = dimE − dim ker f .

2) Si E et F sont de dimensions finies, alors rg(f) ≤ inf(dimE, dimF ).

Exercice corrigé 2.2.1.
Soit l’application f définie de R2 dans R2 par :
f(x, y) = (2x− 4y, x− 2y).

(1) Monter que f est linéaire.

(2) Déterminer ker f , et Im f et donner leurs dimensions, f est-elle bijective.

Solution.
(1) f est linéaire si et seulement si pour tous α, β ∈ R, (x, y), (x′, y′) ∈ R2,

f(α(x, y) + β(x′, y′)) = αf(x, y) + βf(x′, y′).

f(α(x, y) + β(x′, y′)) = f(αx+ βx′, αy + βy′)

= (2αx+ 2βx′ − 4αy − 4βy′, αx+ βx′ − 2αy − 2βy′)

= (2αx− 4αy, αx− 2αy) + (2βx′ − 4βy′, βx′ − 2βy′)

= α(2x− 4y, x− 2y) + β(2x′ − 4y′, x′ − 2y′)

= αf(x, y) + βf(x′, y′).

d’où f est linéaire.
(2) Déterminons ker f , et Im f ?

ker f = {(x, y) ∈ R2/f(x, y) = (0, 0)}
= {(x, y) ∈ R2/2x− 4y = 0 et x− 2y = 0}
= {(x, y) ∈ R2/x = 2y}
= {(2y, y)/y ∈ R}
= {y(2, 1)/y ∈ R}.
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ainsi ker f est engendré par le vecteur (2, 1) 6= 0, ainsi dim ker f = 1, alors f n’est pas
injective.

Im f = {f(x, y)/(x, y) ∈ R2}
= {(2x− 4y, x− 2y)/(x, y) ∈ R2}
= {(x− 2y)(2, 1)/(x, y) ∈ R2}.

Ainsi Im f est engendré par le vecteur (2, 1) 6= 0, ainsi dim Im f = 1 6= 2, alors f n’est pas
surjective.
f n’est pas bijective car il n’est ni injective ni surjective.

Exercice corrigé 2.2.2.
Soit l’application f définie de R3 dans R3 par :
g(x, y, z) = (x− y, y + z, x+ y + z).

(1) Monter que g est linéaire.

(2) Déterminer ker g, et Im g et donner leurs dimensions, g est-elle bijective.

Solution.
(1) g est linéaire si et seulement si pour tous α, β ∈ R, (x, y), (x′, y′) ∈ R2,

g(α(x, y, z) + β(x′, y′, z′)) = αg(x, y, z) + βg(x′, y′, z′).

g(α(x, y, z) + β(x′, y′, z′)) = f(αx+ βx′, αy + βy′, αz + βz′)

= (αx+ βx′ − αy − βy′, αy + βy′ + αz + βz′,

αx+ βx′ + αy + βy′ + αz + βz′)

= (αx− αy, αy + αz, αx+ αy + αz)

+(βx′ − βy′, βy′ + βz′, βx′ + βy′ + βz′)

= α(x− y, y + z, x+ y + z) + β(x′ − y′, y′ + z′, x′ + y′ + z′)

= αg(x, y, z) + βg(x′, y′, z′).

d’où g est linéaire.
(2) Déterminons ker g, et Im g ?

ker g = {(x, y) ∈ R2/f(x, y) = (0, 0)}
= {(x, y, z) ∈ R3/x− y = 0 y + z = 0 et x+ y + z = 0}
= {(x, y, z) ∈ R3/x = y y = z et x+ z = −y}
= {(0, 0, 0)}.

Ainsi dim ker g = 0, alors g est injective.

Im g = {f(x, y, z)/(x, y, z) ∈ R3}
= {(x− y, y + z, x+ y + z)/(x, y, z) ∈ R3}
= {x(1, 0, 1) + y(−1, 1, 1) + z(0, 1, 1)/(x, y, z) ∈ R3}.

Puisque (1, 0, 1), (−1, 1, 1), (0, 1, 1) sont libres alors dim Im g = 3, ainsi g est surjective.
g est bijective car il est injective et surjective.
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2.2.2 Représentation matricielle

On suppose à partir de maintenant que E et F de dimensions finies n et p respectivement
B = {e1, e2, . . . , en} une basse de E, C = {f1, f2, . . . , fp} une basse de F et f ∈ L(E,F ).

Définition 2.2.4.
On appelle matrice représentant f dans les bases B et C la matrice de terme général aij où
i = 1, n et j = 1, p et on note :

Mf (B,C) = [aij] =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
ap1 ap2 . . . apn

 ∈Mp,n(K),

où pour tout j = 1, p : f(ej) = a1jf1 + a2jf2 + . . .+ apjfp.

Exemple 2.2.1.
Soit l’application linéaire

f : R2 → R3

(x, y) 7→ (x− y, 2x+ 1, x+ 3y)

On détermine la matrice de f dans les bases canoniques de R2 et R3.
En effet :
Soient B = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} et B′ = {e′1 = (1, 1, 1), e′2 = (0, 1, 1), e′3 = (1, 0, 1)} les
bases canoniques de R2 et R3 respectivement. Alors :

Mf (B,B
′) =

 1 −1
3 1
1 3


Proposition 2.2.6. (Écriture matricielle)
Si X la matrice colonne des coordonnées de vecteur x de E dans la base B,et Y la matrice
colonne des coordonnées de f(x) dans la base C de F , alors Y = Mf (B,C).X.

Preuve.
Soit x ∈ E, x = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen alors
f(x) = x1f(e1) + x2f(e2) + . . .+ xnf(en)
mais f(ej) = a1jf1 + a2jf2 + . . .+ apjfp, j = 1, n
alors
f(x) = (x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n)f1 + (x1a21 + x2a22 + . . .+ xna2n)f2 + . . .

+(x1ap1 + x2ap2 + . . .+ xnapn)fp

donc

Y =


x1a11 + x2a12 + . . .+ xna1n
x1a21 + x2a22 + . . .+ xna2n

...
x1ap1 + x2ap2 + . . .+ xnapn

 =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
ap1 ap2 . . . apn




x1
x2
...
xn

 = Mf (B,C).X
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c.q.f.d

Propriétés 2.2.1.
Soient E,F,G des K-e.v et B,C,D des bases de E,F,G respectivement.

1) Si f, g ∈ L(E,F ) et α, β ∈ K alors : Mαf+βg(B,C) = αMf (B,C) + βMg(B,C) .

2) Si f ∈ L(E,F ), g ∈ L(F,G) alors : Mg◦f (B,D) = Mg(C,D).Mf (B,C).

3) Si f ∈ L(E,F ) et dimE = dimF = n alors :
i) f est bijective ⇔ Mf est inversible.
ii) Mf−1 = M−1

f .

4) φ : L(E,F ) → Mp,n(K)

f 7→ Mf est un isomorphisme.

2.2.3 Changement de base

Définition 2.2.5.
Soient E un K-espace vectoriel,dimE = n,B = {e1, e2, . . . , en} et B′ = {e′1, e′2, . . . , e′n} deux
bases de E. On appelle matrice de passage de B à B′, la matrice P = (pij) dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs de B′ exprimées dans B. C’est à dire :

e′j = p1je1 + p2je2 + . . .+ pnjen.

pour tout j = 1, n et on le note P = Mpassage(B,B
′).

Exercice corrigé 2.2.3.
Soient B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} et
B′ = {e′1 = (1, 1, 1), e′2 = (0, 1, 1), e′3 = (1, 0, 1)} deux bases de R3

Déterminons les matrices de passage de B à B′ et de B′ à B.

Solution.
1) On a 

e′1 = e1 + e2 + e3
e′2 = e2 + e3
e′3 = e1 + e3

d’où

P = Mpassage(B,B
′) =

 1 0 1
1 1 0
1 1 1


2) De même on obtient 

e1 = e′1 − e′2
e2 = e′1 − e′3
e3 = −e′1 + e′2 + e′3

d’où

P ′ = Mpassage(B
′, B) =

 1 1 −1
−1 0 1
0 −1 1
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Propriétés 2.2.2.
Soient B et B′ deux bases de E, P la matrice de passage de B à B′.

1) P = MId(B
′, B).

2) P est inversible et P−1 = Mpassage(B
′, B).

3) Soient x ∈ E, X et X ′ les matrices colonnes des coordonnées de x dans B et dans B′
respectivement, alors :X = PX ′.

Théorème 2.2.1.
Soient E et F deux K-espaces vectoriels, dimE = n et dimF = p, B et B′ deux bases de E,
C et C ′ deux bases de F respectivement, P = Mpassage(B,B

′) et Q = Mpassage(C,C
′).

Soient f ∈ L(E,F ), A et A′ les matrices de f relativement aux bases B et C d’une part et
B′ et C ′ d’une autre part alors : A′ = Q−1.A.P .
Dans ce cas on dit que A et A′ sont équivalentes.

Preuve.
Le diagramme suivant est commutatif :

E
f−−→ F

IdE

x IdF

y
E

f−−→ F

⇐⇒
B

A−−→ C

P

x Q−1
y

B′
A′−−→ C ′

On écrit :

f = IdF ◦ f ◦ IdE ⇐⇒Mf (B
′, C ′) = MIdF (C,C ′).Mf (B,C).MIdE(B′, B)

C’est à dire : A′ = Q−1.A.P c.q.f.d

Corollaire 2.2.1.
Si f ∈ L(E), avec les hypothèses précédentes alors : A′ = P−1.A.P .
Dans ce cas on dit que A et A′ sont semblable.

Exercice corrigé 2.2.4.
Soit l’endomorphisme

f : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (x− y − z, z − x, x+ y − z)

et B′ = {u1 = (1, 1, 1), u2 = (0, 1, 1), u3 = (−1, 0, 1)} une base de R3

1) Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de R3.

2) Déterminer la matrice A′ de f dans la base B′.

Solution.
1) Déterminons la matrice A de f dans la base canonique de R3 :

f(e1) = (1,−1, 1) = e1 − e2 + e3
f(e2) = (−1, 0, 1) = −e1 + e3
f(e3) = (−1, 1,−1) = −e1 + e2 − e3
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d’où

A =

 1 −1 −1
−1 0 1
1 1 −1


2) Déterminons la matrice A′ de f dans la base B′ :


f(u1) = (−1, 0, 1) = u3
f(u2) = (−2, 1, 0) = −3u1 + 4u2 − u3
f(u3) = (−2, 2,−2) = −6u1 + 8u2 − 4u3

d’où

A′ =

 0 −3 −6
0 4 8
1 −1 −4


Autre Méthode :

On a : A′ = P−1.A.P , cherchons la matrice de passage.
u1 = e1 + e2 + e3
u2 = e2 + e3
u3 = −e1 + e3

d’où

P =

 1 0 −1
1 1 0
1 1 1

 , P−1 =

 1 −1 4
−1 2 −1
0 −1 1


Alors

A′ = P−1.A.P =

 0 −3 −6
0 4 8
1 −1 −4


Définition 2.2.6.
Le rang d’une matrice A de Mp,n(K) est celui de la famille {C1, . . . , Cn} de ses vecteurs
colonnes, considérés comme des vecteurs de Kn et on note rg(A).

Proposition 2.2.7.
Le rang d’une matrice A de Mp,n(K) est le rang de toute application linéaire représentée par
cette matrice.

Preuve.
Soit f l’application linéaire de E dans F représentée par la matrice A pour un choix de
bases B = {e1, . . . , en} et C = {f1, . . . , fp} de E et F respectivement. Les vecteurs colonnes
de A correspondent aux vecteurs colonnes des coordonnées des vecteurs f(e1), . . . , f(en)
décomposés dans la base C de F . Ainsi le rang de la matrice A est celui de la famille
f(B) = {f(e1), . . . , f(en)} et donc celui de l’application linéaire f . c.q.f.d
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2.3 Déterminants
Définition 2.3.1.
Soient E un K-espace vectoriel, de dimension n ≥ 2 et f : En → K une application, alors.

(1) f est dite n-linéaire si pour tout i, j = 1, n et pour tous vecteurs uj ∈ E et j 6= i,
l’application partielle

fi : E → K
v 7→ fi(v) = f(u1, . . . , ui−1, v, ui+1, . . . , un)

est linéaire

(2) f est dite alternée si pour tous u1, . . . , un ∈ E, i, j = 1, n et i 6= j, on a

ui = uj ⇒ f(u1, . . . , un) = 0.

Théorème 2.3.1.
Soient E un K-espace vectoriel, de dimension n ≥ 2, B = {e1, . . . , en} une base de E et
{u1, . . . , un} une famille de n vecteurs. Pour tout j = 1, n, on note (aij)i=1,n les coordonnées
de uj dans la base {e1, . . . , en}, alors

f(u1, . . . , un) =
( ∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
j=1

aσ(j)j

)
f(e1, . . . , en)

où ε(σ) désigne la signature de la permutation σ.

Preuve.

On a pour tout j = 1, n, uj =
n∑

ij=1

aijjeij . Alors

f(u1, . . . , un) = f(
n∑

i1=1

ai11ei1 , . . . ,
n∑

in=1

ainnein).

Puisque f est une forme n-linéaire alternée, on obtient

f(u1, . . . , un) =
n∑

i1=1

. . .
n∑

in=1

ai11 . . . ainnf(e1, . . . , en),

une somme de facteurs contient nn terme, tous sont nuls sauf ceux pour lesquels

{i1, . . . , in} = σ{1, . . . , n},

où σ ∈ Sn une permutation de l’ensemble {1, . . . , n} et comme il a n! permutations dans Sn,
alors

f(u1, . . . , un) =
∑
σ∈Sn

( n∏
j=1

aσ(j)j

)
f(eσ(1), . . . , eσ(n)).
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Or toute permutation est un produit de transpositions. Chaque transposition des coordonnées
change le signe, donc si une permutation σ est le produit de k transpositions

f(eσ(1), . . . , eσ(n)) = (−1)kf(e1, . . . , en).

Donc d’après la Remarque 1.3.4

f(eσ(1), . . . , eσ(n)) = ε(σ)f(e1, . . . , en).

c.q.f.d

Remarque 2.3.1.
Le Théorème 2.3.1 montre qu’une forme n-linéaire alternée est déterminée de façon unique
par sa valeur sur une base de E.

Définition 2.3.2.
Soient E un K-espace vectoriel, de dimension n ≥ 2, Étant donnée une base B = {e1, . . . , en}
de E.

1) On appelle déterminant d’ordre n dans la base B l’unique forme n-linéaire alternée notée
detB : En → K telle que

detB(e1, . . . , en) = 1.

2) Si {u1, . . . , un} une famille de n vecteurs de E, on note a1j, · · · , anj les coordonnées du
vecteurs uj pour tout j = 1, n dans la base B alors

detB(u1, . . . , un) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
j=1

aσ(j)j.

Remarque 2.3.2.

1) Le Théorème 2.3.1 montre qu’une forme n-linéaire alternée est déterminée de façon unique
par sa valeur sur une base de E.

2) Si A = [aij] ∈Mn(K) une matrice carrée, alors le déterminant de la famille de des vecteurs
colonnes de A dans la base canonique de Kn est appelé le déterminant de la matrice A. On
note symboliquement

det(A) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∑
σ∈Sn

ε(σ)
n∏
j=1

aσ(j)j.

Exemples 2.3.1.

1)

∣∣∣∣ x1 x2
y1 y2

∣∣∣∣ = x1y2 − y1x2.

2)

∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣ = x1y2z3 − x1z2y3 − y1x2z3 + y1z2x3 + z1x2y3 − z1y2x3.
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Définition 2.3.3.
Soit A = [aij] ∈Mn(K) une matrice carrée d’ordre n ≥ 3.

1) On appelle mineur de aij pour chaque i, j = 1, n dans A le déterminant ∆ij d’ordre n− 1
obtenu en supprimant dans A la ième ligne et la jème colonne.

2) On appelle cofacteur de aij pour chaque i, j = 1, n dans A, et on note Aij le produit de
(−1)i+j par le mineur de aij dans A i.e. Aij = (−1)i+j∆ij.

Proposition 2.3.1.
Soit A = [aij] ∈Mn(K) une matrice carrée d’ordre n ≥ 3, alors on a

1) Développement de det(A) par rapport à la jème colonne, pour tout j = 1, n.

det(A) =
n∑
i=1

aijAij =
n∑
i=1

(−1)i+jaij∆ij.

2) Développement de det(A) par rapport à la ième ligne, pour tout i = 1, n.

det(A) =
n∑
i=1

aijAij =
n∑
i=1

(−1)i+jaij∆ij.

Preuve.
Pour la preuve voir par exemple [13, 15], c.q.f.d

Exemple 2.3.1.∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3
y1 y2 y3
z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣ = x1

∣∣∣∣ y2 y3
z2 z3

∣∣∣∣− y1 ∣∣∣∣ x2 x3
z2 z3

∣∣∣∣+ z1

∣∣∣∣ x2 x3
y2 y3

∣∣∣∣.
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Exercices
Exercice 2.3.1.
Soient (E,+, ) un R-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E et A,B deux sous
ensembles de E.

1) Montrer que, si A ⊂ B, alors vect(A) ⊂ vect(B).

2) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si vect(A) = A.

3) Montrer que, si A ⊂ B ⊂ F et A engendre F , alors B engendre F .

Exercice 2.3.2.

1) Montrer que l’ensemble des solutions de l’équation :

x+ y + z = 0

est un sous-espaces vectoriel de R3.

2) Montrer que l’ensemble : S = {(a, 0, 0, b), a, b ∈ R} est un sous-espaces vectoriel de R4.

Exercice 2.3.3.

Pourquoi les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels ?

E = {(x, y, z) ∈ R3, 2x− 3y + z = 5},

F = {(x, y) ∈ R2;x > 0ety > 0}.

Exercice 2.3.4.

1) Expliquer pourquoi les trois vecteurs e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) et e3 = (0, 0, 1) générent
R3.

2) Montrer que tout vecteur v de R3 peut s’écrire comme combinaison linéaire de u1 = (1, 0, 0),
u2 = (1, 1, 0) et u3 = (1, 1, 1).

Exercice 2.3.5.

Dans R3, soient u1 = (1, 1, 3), u2 = (1,−1,−1), v1 = (1, 0, 1) et v2 = (2,−1, 0).
Montrer que vect(u1, u2) = vect(v1, v2).

Exercice 2.3.6.
Soient F et G les sous-espaces vectoriels de R4 définis par
F = {(a, b, c, d) ∈ R4, b− 2c+ d = 0}, G = {(a, b, c, d) ∈ R4, a = d et b = 2c}.
1)Donner une base de F , de G et de F ∩G.
2)En déduire que F +G = R4.

Exercice 2.3.7.

Calculer les déterminants suivants :∣∣∣∣∣∣
1 2 1
−2 −1 0
1 3 −1

∣∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 2 0 1
1 1 2 1
1 1 0 1
0 1 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ et
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

2 0 0 −1 1
0 0 −1 1 0
0 −1 1 0 −1
−1 0 0 1 0
0 1 −3 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Exercice 2.3.8.

Trouver le rang des matrices suivantes :

M =

 2 0 0
2 2 1
0 2 2

 , A =


2 −3 4
3 1 5
−1 0 −1
0 2 4

 , B =

 a 1 1
1 a 1
1 1 a

 , a ∈ R.

Exercice 2.3.9.

Soient E un R-espace vectoriel, et B = {e1, e2, e3} une base de E. Soit f un endomorphisme
E tel que f(e1) = e2, f(e2) = e3 et f(e3) = e1.

1) Déterminer la matrice A de f dans la base B.
2) Calculer la matrice A3. et en déduire que A est inversible.

Exercice 2.3.10.
Soit l’application linéaire

f : R3 → R4

(x, y, z) 7→ (x, x+ y, y − z, 2z)

1) Déterminer la matrice A de f dans les bases canoniques B et C de R3 et R4 respectivement.

2) Soient B′ = {e′1 = (1, 1, 1), e′2 = (0, 1, 1), e′3 = (0, 0, 1)} une base de R3,
C ′ = {f ′1 = (1, 1, 1, 1), f ′2 = (0, 1, 1, 1), f ′3 = (0, 0, 1, 1), f ′4 = (0, 0, 0, 1)} une base de R4.

i) Déterminer les matrices de passage P et Q de B à B′ et de C à C ′ respectivement.
ii) En déduire la matrice A′ de f dans les bases B′ et C ′.
iii) Déterminer le rang des A et A′.

Exercice 2.3.11.
Considérons la matrice

M =

 2 0 0
2 2 1
0 2 2


et f l’endomorphisme de R3 dont la matrice suivant la base canonique B = {e1, e2, e3} est
M .

1) Déterminer les coordonnées des vecteurs f(e1), f(e2) et f(e3) suivant la base B.

2) Soit B′ = {e′1 = (2, 2, 0), e′2 = (2,−2, 0), e′3 = (0, 0, 2)} une autre base de R3

i) Déterminer la matrice de passage P de la base B à la base B′.
ii) En déduire la matrice M ′ de f dans la base B′.
iii) Déterminer le rang de M ′.
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Réduction des endomorphismes d e.v de dimension finie

Sommaire
3.1 Rappels sur les polynômes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3.1.1 Vocabulaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.1.2 Opérations sur les polynômes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
3.1.3 Arithmétique des polynômes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
3.1.4 Racine d’un polynôme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.2 Éléments propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.1 Valeurs propres-Vecteurs propres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.2 Polynôme caractéristique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.3 Diagonalisation :(Réduction à la forme diagonale) . . . . . . . . . 60
3.4 Trigonalisation (Réduction à la forme triangulaire) . . . . . . . . 64
3.5 Polynômes d’endomorphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.5.1 Polynôme annulateur-Théorème de Cayley-Hamilton . . . . . . . . . 68
3.5.2 Polynôme minimal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

3.6 Réduction de Jordan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

Dans ce chapitre nous allons présenter les notions suivantes : rappels sur les polynômes,
éléments propres, diagonalisation des endomorphismes et on donne une caractérisation d’un
endomorphisme diagonalisable, trigonalisation des endomorphismes et on donne une caracté-
risation d’un endomorphisme trigonalisable, polynômes d’endomorphisme, réduction de Jor-
dan. Nous proposons tout au long du chapitre des exemples et exercices résolus.
Dans ce qui suit, K désigne R ou C.
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3.1 Rappels sur les polynômes

3.1.1 Vocabulaire

Définitions 3.1.1.

1. On appelle polynôme à coefficients dans K une suite (a0, a1, . . .) d’éléments de K nuls à
partir d’un certain rang. L’ensemble des polynômes à coefficients dans K est noté K[X].

2. Deux polynômes P = (a0, a1, . . .) et Q = (b0, b1, . . .) sont égaux si et seulement si leurs
coefficients sont égaux, c’est-à-dire : ak = bk, pour tout k ∈ N.

3. On appelle polynôme nul le polynôme dont tous les coefficients sont nuls.

4. On appelle degré d’un polynôme non nul P = (a0, a1, . . .) le plus grand entier n tel que
an 6= 0. Le coefficient an correspondant est appelé coefficient dominant du polynôme P . Si le
coefficient dominant est 1, le polynôme est dit unitaire.

3.1.2 Opérations sur les polynômes

Définitions 3.1.2. (Addition)
Soit P = (a0, a1, . . .) et Q = (b0, b1, . . .) deux polynômes. On pose :

P +Q = (a0 + b0, a1 + b1, . . .).

Il est clair que cette suite s’annule à partir d’un rang au plus égal au successeur du plus grand
des degrés de P et Q. Il s’agit bien d’un polynôme et

deg(P +Q) ≤ max(deg(P ), deg(Q)).

L’addition est donc une loi de composition interne dans K[X]. Elle est évidemment commu-
tative, associative, le polynôme nul est élément neutre et tout polynôme P = (a0, a1, . . .) a un
opposé −P = (−a0,−a1, . . .). i.e.

(K[X],+) est un groupe commutatif.

Définitions 3.1.3. (Multiplication interne/ produit)
Soit P = (a0, a1, . . .) et Q = (b0, b1, . . .) deux polynômes. On pose :

P ×Q = (a0b0, a1b1, . . . ,
∑
i+j=n

aibj, . . .).

Cette suite s’annule à partir du rang égal au successeur de la somme des degrés de P et Q. Il
s’agit bien d’un polynôme et

deg(P ×Q) = deg(P ) + deg(Q).

La multiplication est donc une loi de composition interne dans K[X]. Elle est commutative,
associative, distributive par rapport à l’addition et le polynôme (1, 0, 0, . . .) est élément neutre.
i.e.

(K[X],+,×) est un anneau commutatif.
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Définitions 3.1.4. (Multiplication par un scalaire)
Soit P = (a0, a1, . . .) un polynôme. On pose :

λ.P = (λa0, λa1, . . .).

On vérifie aisément que : pour tous P,Q ∈ K[X] et α, β ∈ K.
1) α(P +Q) = αP + αQ,
2) (α + β)P = αP + βP ,
3) α(βP ) = (αβ)P ,
4) 1P = P ,

i.e.

(K[X],+, .) est un K-espace vectoriel.

Pour tout n ∈ N, l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à n est un sous-espace
vectoriel de K[X], noté Kn[X].
Considérons le polynôme X = (0, 1, 0, . . .). On calcule facilement les puissances de X :
X0 = (1, 0, 0, . . .), X1 = (0, 1, 0, . . .), X2 = (0, 0, 1, 0, . . .), . . ., Xk = (0, 0, . . . , 1, . . .), . . ..
On remarque que tout polynôme P est combinaison linéaire d’un nombre fini de polynômes
Xk (où k ∈ N) i.e.

P = (a0, a1, . . . , an, . . .) = a0 + a1X + . . .+ an−1X
n−1 + anX

n.

Définitions 3.1.5.
Soit le polynôme P :

P = a0 + a1X + . . .+ an−1X
n−1 + anX

n

où n ∈ N et a0, a1, . . . , an ∈ K.
i) Les ak sont appelés les coefficients du polynôme.
ii) Si tous les coefficients ak sont nuls, P est appelé le polynôme nul, il est noté 0.
iii) Si an 6= 0, le degré de P est l’entier n. Pour le degré du polynôme nul on pose par

convention deg(0) = −∞.
iv) Un polynôme de la forme P = anX

n est appelé un monôme. Si an 6= 0, son degré est
n.

v) Un polynôme de la forme P = a0 est appelé un polynôme constant. Si a0 6= 0, son degré
est 0.

vi) Si an 6= 0, On appelle terme dominant le monôme anXn. Le coefficient an est appelé
le coefficient dominant de P .

vii) Si le coefficient dominant an = 1, on dit que P est un polynôme unitaire.

3.1.3 Arithmétique des polynômes

Définition 3.1.1.
Soient A et B deux polynômes de K[X], on dit que A divise B, ou que A est un diviseur de
B, ou que B est un multiple de A, s’il existe Q ∈ K[X] tel que B = QA. On note alors A/B.
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Proposition 3.1.1.
Soient A, B et C des polynômes de K[X].

i) Si A/B alors deg(A) ≤ deg(B).
ii) Si A/B et B/Calors A/C.
iii) Si C/A et C/B alors C/(AP +BQ), pour tout P,Q ∈ K[X].

Théorème 3.1.1. (Division euclidienne polynomiale)
Soient A et B deux polynômes de K[X], le polynôme A étant supposé non nul. Il existe (Q,R)
unique tel que :

B = AQ+R et deg(R) < deg(B).

Preuve.
Soient A = a0 + a1X + . . . + amX

m et B = b0 + b1X + . . . + bnX
n où m = deg(A) et

n = deg(B).
Si B = 0 en remarquant que B = 0.A+ 0 avec∞ = deg(0) < deg(A) car A étant non nul, on
deg(A) ∈ N Du coup R = Q = 0 conviennent.
Cela étant, on fait une récurrence sur deg(B).
Si deg(B) = 0 c’est-à-dire B = b0 alors on distingue deux cas. Ou bien deg(A) ≥ 1 auquel
cas l’écriture B = A.0 + b0 permet de conclure. Ou bien on a aussi deg(A) = 0, c-est-à- dire

A = a0 nécessairement non nul, A l’étant. Alors l’écriture B = b0 = A
b0
a0

+ 0 permet de

conclure (rappel deg(0) = −∞ < 0 = deg(A)).
On suppose que pour tout polynôme B tel que deg(B) < n (n ∈ N∗ fixé) et pour tout
polynôme A non nul, il existe Q,R ∈ K[X] tels que B = AQ+R avec deg(R) < deg(A).
Soit B un polynôme de degré n. Si deg(A) > n = deg(B) alors l’écriture B = A.0+B permet
de conclure. Sinon (i.e. n > m) on est en mesure de définir un polynôme C via :

C = B − bn
an
Xn−mA

Par construction il satisfait deg(C) < deg(B). On peut donc lui appliquer l’hypothèse de
récurrence. Il existe donc Q et R tels que C = A.Q+R avec deg(R) < deg(A). Revenant au
polynôme B, cela donne :

B = A
( bn
an
Xn−m +Q

)
+R,

ce qui permet de conclure. c.q.f.d

Exemple 3.1.1.

X3 + X +1 X + 1
−X3 −X2 X2 −X + 2

−X2 +X +1
+X2 +X

2X +1
−2X −2

−1
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Théorème/Définition 3.1.1. (Plus grand commun diviseur)
Soient A et B deux polynômes de K[X], avec A 6= 0 ou B 6= 0. Il existe un unique polynôme
unitaire de plus grand degré qui divise à la fois A et B.
Cet unique polynôme est appelé le pgcd (plus grand commun diviseur) de A et B que l’on
note pgcd(A,B).

Exemple 3.1.2.
Soient A = X3 + 2X2 −X − 2 et B = X3 −X2 − 2X. Calculons le pgcd(A,B), alors on a
A = (X + 2)(X + 1)(X − 1) et B = X(X + 1)(X − 2),
Ainsi pgcd(A,B) = X + 1.

Remarque 3.1.1.

i) pgcd(A,B) est un polynôme unitaire.

ii) Pour tout λ ∈ K∗ pgcd(λA,B) = pgcd(A,B).

iii) Si B = AQ + R alors pgcd(A,B) = pgcd(A,R). C’est ce qui justifie l’algorithme d’Eu-
clide.
Si A 6= 0. on peut calculer la suite des restes (Rk) obtenus par divisions euclidiennes succes-
sives,

B = AQ1 +R1 , deg(R1) < deg(A)

A = R1Q2 +R2 , deg(R2) < deg(R1)

R1 = R2Q3 +R3 , deg(R3) < deg(R2)
...

...
...

Rk−2 = Rk−1Qk +Rk , deg(Rk) < deg(Rk−1)

Rk−1 = RkQk+1

Le degré du reste diminue à chaque division. On arrête l’algorithme lorsque le reste est nul.
Le pgcd est le dernier reste non nul Rk (rendu unitaire).

Exemple 3.1.3.
Calculons le pgcd de X4 − 1 et X3 + 1, on a

X4 − 1 = (X3 + 1)X + (−X − 1)

X3 + 1 = (−X − 1)(−X2 +X − 1) + 0

Ainsi pgcd(X4 − 1, X3 + 1) = X + 1.

Théorème 3.1.2. [16](Théorème de Bézout)
Soient A et B deux polynômes de K[X], avec A 6= 0 ou B 6= 0. On note D = pgcd(A,B). Il
existe deux polynômes P,Q ∈ K[X], tels que AP +BQ = D.

Corollaire 3.1.1.
Soient A et B deux polynômes de K[X]. A et B sont premiers entre eux si et seulement s’il
existe deux polynômes P et Q tels que AP +BQ = 1.
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Corollaire 3.1.2. (Théorème de Gauss)
Soient A, B et C des polynômes de K[X]. Si A/BC et pgcd(A,B) = 1 alors A/C.

Corollaire 3.1.3.
Soient A, B et C des polynômes de K[X]. Si A/C, B/C et pgcd(A,B) = 1 alors AB/C.

Théorème/Définition 3.1.2. ( Plus petit commun multiple)
Soient A et B deux polynômes non nuls de K[X], alors il existe un unique polynôme unitaire
M de plus petit degré tel que A/M et B/M .
Cet unique polynôme est appelé le ppcm (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note
ppcm(A,B).

Exemple 3.1.4.
Soient A = X3 + 2X2 −X − 2 et B = X3 −X2 − 2X. Calculons le ppcm(A,B), alors on a
A = (X + 2)(X + 1)(X − 1) et B = X(X + 1)(X − 2),
Ainsi ppcm(A,B) = X(X − 1)(X + 1)(X − 2)(X + 2) = X5 + 5X3 + 4X.

Proposition 3.1.2.
Soient A et B deux polynômes non nuls de K[X] et M = ppcm(A,B). Si C ∈ K[X] est un
polynôme tel que A/C et B/C, alors M/C.

3.1.4 Racine d’un polynôme

Soit P = a0 + a1X + . . . + anX
n un polynôme de K[X], pour un élément x ∈ K, on note

P (x) = a0 + a1x + . . . + anx
n. On associe ainsi au polynôme P une fonction polynôme (que

l’on note encore P )

P : K → K
x 7→ P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n

Définition 3.1.2.
Soient P un polynôme de K[X] et λ ∈ K. On dit que λ est une racine (ou un zéro) de P si
P (λ) = 0.

Proposition 3.1.3.
Soient P un polynôme de K[X] et λ ∈ K, alors

P (λ) = 0⇔ X − λ/P

Preuve.
Lorsque l’on écrit la division euclidienne de P par X − α, on obtient

P = Q(X − λ) +R.

où R est une constante car deg(R) < deg(X − λ) = 1. Donc

P (λ) = 0⇔ R(λ) = 0⇔ R = 0⇔ X − λ/P.

c.q.f.d
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Corollaire 3.1.4.
Soient P un polynôme de K[X] et λ ∈ K, alors λ est une racine de P s’il existe un polynôme
Q de K[X] tel que P = Q(X − λ).

Définition 3.1.3.
Soient P un polynôme de K[X], λ ∈ K et α ∈ N. On dit que λ est une racine de multiplicité
α de P si (X − λ)α divise P alors que (X − λ)α+1 ne divise pas P , et on note m(λ) = α.
Lorsque α = 1 on parle d’une racine simple, lorsque α = 2 d’une racine double.

Proposition 3.1.4.
Soient P un polynôme de K[X], λ ∈ K, et α ∈ N. Il y a équivalence entre

i) λ est une racine de multiplicité α de P .
ii) Il existe un polynôme Q de K[X] tel que P = Q(X − λ)α et Q(λ) 6= 0.
iii) p′(λ) = p′′(λ) = p′′′(λ) = . . . = p(α−1)(λ) = 0 et p(α)(λ) 6= 0.

Théorème 3.1.3. [3](Théorème de d’Alembert-Gauss)
Tout polynôme à coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il
admet exactement n racines si on compte chaque racine avec multiplicité.

Définition 3.1.4.
Soient P un polynôme de K[X] est dit irréductible si et seulement s’il est non constant et si
les seuls polynômes qui le divisent sont les polynômes constants et ceux de la forme aP avec
a ∈ K.

Proposition 3.1.5. (Lemme d’Euclide)
Soient A, B et P des polynômes de K[X] et P irréductible. Si P/AB alors P/A ou P/B.

Théorème 3.1.4.
Tout polynôme non constant A ∈ K[X] s’écrit comme un produit de polynômes irréductibles
unitaires :

A = aPα1
1 Pα2

2 . . . Pαr
r

où a ∈ K∗, r, αi ∈ N et les Pi sont des polynômes irréductibles distincts. De plus cette
décomposition est unique à l’ordre près des facteurs.

Théorème 3.1.5.
Les polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1.
Tout polynôme P de C[X] se décompose en produit d’irréductibles de la forme

P = a(X − λ1)α1(X − λ2)α2 . . . (X − λr)αr

où λ1, . . . , λr sont les racines distinctes de P et α1, . . . , αr sont leurs multiplicités.

Définition 3.1.5.
Un polynôme P de K[X] est dit scindé, si c’est un produit de polynômes de degré 1. Un
polynôme de degré n ( n > 1 ) est scindé si et seulement si il possède exactement n racines
dans K comptées chacune avec son ordre de multiplicité (c’est-à-dire plus précisément, si la
somme des ordres de multiplicité de ses racines est n). i.e.

P (X) = a(X − λ1)α1(X − λ2)α2 . . . (X − λr)αr

et
r∑
i=1

αi = deg(P ) = n
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3.2 Éléments propres

3.2.1 Valeurs propres-Vecteurs propres

Définition 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel et f ∈ L(E).

i) On appelle valeur propre de f tout scalaire λ de K pour lequel, il existe un vecteur x
non nul de E tel que : f(x) = λx.

ii) L’ensemble des valeurs propres de f s’appelle le spectre de f , noté Sp(f).
iii) On appelle vecteur propre de f tout vecteur x non nul de E pour lequel, il existe un

scalaire λ de K, tel que : f(x) = λx.

Théorème 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel, f ∈ L(E) et λ ∈ K.
λ ∈ Sp(f)⇔ f − λIdE n’est pas injectif.

Preuve.
En effet :

λ ∈ Sp(f) ⇔ ∃x ∈ E − {0} : f(x) = λx

⇔ ∃x ∈ E − {0} : (f − λIdE)(x) = 0

⇔ ∃x ∈ E − {0} : x ∈ ker(f − λIdE)

⇔ ker(f − λIdE) 6= {0}
⇔ f − λIdE n′est pas injectif.

c.q.f.d

Définition 3.2.2.
Soient E un K-espace vectoriel, f ∈ L(E) et λ ∈ Sp(f).
On appelle sous espace propre de f associe à λ le noyau de (f − λIdE), et noté Eλ

Eλ = ker(f − λIdE) = {x ∈ E/f(x) = λx}.

Exemple 3.2.1.
Soit l’endomorphisme

f : R3 → R3

(x, y) 7→ (3x+ 2y, x+ 2y)

Alors :
1) Le spectre de f et Sp(f) = {1, 4}.
2) Les sous espaces propres :
E1 = {X = (x, y)/f(X) = X} = {y(−1, 1)/y ∈ R}.
E4 = {X = (x, y)/f(X) = 4X} = {y(2, 1)/y ∈ R}.
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Propriétés 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel, f ∈ L(E) et λ ∈ Sp(f), alors
1) dimEλ ≥ 1.
2) Eλ est stable par f .

Preuve.
1) On a : Eλ = ker(f − λIdE) 6= {0}
Car f − λIdE n’est pas injectif
D’où dimEλ ≥ 1

2)

y ∈ f(Eλ) ⇔ ∃x ∈ Eλ : y = f(x)

⇒ y = f(x) = λx

⇒ f(y) = λy

⇒ y ∈ Eλ

C’est à dire : f(Eλ) ⊂ Eλ. c.q.f.d

Définition 3.2.3.
Soit A ∈Mn(K)

1) On appelle valeur propre de A tout scalaire λ de K pour lequel, il existe un vecteur X
non nul de Kn, tel que A.X = λX.

2) L’ensemble des valeurs propres de A s’appelle le spectre de A, noté Sp(A).
2) On appelle vecteur propre de A tout vecteur X non nul de Kn, pour lequel, il existe un

scalaire λ de K tel que A.X = λX.

3.2.2 Polynôme caractéristique

Proposition 3.2.1.
Soient A ∈Mn(K) et λ ∈ K.

λ ∈ Sp(A)⇐⇒ det(A− λIn) = 0.

Preuve.
Supposons que :

λ /∈ Sp(A) ⇔ ∀X ∈ Kn − {0} : A.X 6= λX

⇔ ∀X ∈ Kn − {0} : (A− λIn)X 6= 0

⇔ ker(A− λIn) = {0}
⇔ A− λIn est injective

⇔ det(A− λIn) 6= 0.

c.q.f.d
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Définition 3.2.4.
Soient A ∈Mn(K) et λ ∈ K
On appelle polynôme caractéristique de A le déterminant det(A− λIn) et on note PA(λ).

Proposition 3.2.2.
Soient E un K-espace vectoriel et f ∈ L(E).
Le polynôme caractéristique d’une matrice de f est invariant dans un changement de base de
E.

Preuve.
Soient B (resp.B′) une base de E et M (resp.M ′) la matrice de f dans la base B (resp.B′),
et P la matrice de passage de B à B′, et λ ∈ K.

PM ′(λ) = det(M ′ − λIn)

= det(P−1.M.P − λIn)

= det
(
P−1.M.P − P−1(λIn).P

)
= det

(
P−1(M − λIn)P

)
= detP−1 det(M − λIn) detP

= det(M − λIn)

= PM(λ).

c.q.f.d

Définition 3.2.5.
Soient E un K-espace vectoriel et f ∈ L(E), λ ∈ K.
On appelle polynôme caractéristique de f , le polynôme caractéristique d’une matrice de f
dans une base quelconque de E. et on note Pf (λ).

Remarque 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel, f ∈ L(E) et M une matrice de f dans une base de E.

1) Si λ ∈ K : λ ∈ Sp(f)⇔ Pf (λ) = 0.
2) Si λ ∈ K : λ ∈ Sp(f)⇔ λ ∈ Sp(M).
3) Si x ∈ E − {0} et X ∈ Kn − {0}, la matrice colonne des coordonnées de x.

x est un vecteur propre de f ⇔ X est un vecteur propre de M .

Exemple 3.2.2.
Soit la matrice

A =

 1 1 −1
1 1 1
−1 1 1

 ∈M3(R)

Alors :
1) Le spectre de A et Sp(A) = {2,−1}.
2) Les sous espaces propres :
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E2 = {X = (x, y, z) ∈ R3/AX = 2X} = {x(1, 1, 0) + z(0, 1, 1)/x, z ∈ R}.
E−1 = {X = (x, y, z) ∈ R3/AX = −X} = {y(−1, 1,−1), y ∈ R}.

Définition 3.2.6.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n, f ∈ L(E) et λ ∈ Sp(f)

1) Si λ a l’ordre de multiplicité α dans le polynôme caractéristique de f , on dit que λ est
une valeur propre de f d’ordre α, et on note m(λ) = α.

2) On dit que f est scindé si le polynôme caractéristique de f est scindé.

Proposition 3.2.3.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n et f ∈ L(E).
Si λ une valeur propre de f d’ordre α, alors 1 ≤ dimEλ ≤ α.

Preuve.
Soient λ ∈ Sp(f) et m(λ) = α.
Supposons que : dimEλ = r, alors il existe une base B = {u1, u2, . . . , ur} de Eλ.
Prolongerons cette base en une base C = {u1, u2, . . . , ur, ur+1, ...., un} de E.
On à : 

f(u1) = λu1
f(u2) = λu2
...
f(ur) = λur

D’où la matrice de f dans la base C et

Mf (C) =



λ 0 . . . 0
...

0 λ . . . 0
...

...
... . . . ...

... P

0 0 . . . λ
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

O
... Q


∈Mp,n(K)

Avec P ∈Mr,n−r(K) et Q ∈Mn−r(K).
PM(X) = det(M −XIn) = (λ−X)r det(Q−XIn−r) = (λ−X)rPQ(X) avec deg(PQ) = n−r.
Donc (λ−X)r divise PM , et comme α le plus grand entier tel que (λ−X)α divise PM . Alors :
r ≤ α.
D’autre part d’après la Propriété 3.2.1, on a 1 ≤ r c.q.f.d

Proposition 3.2.4.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n et f ∈ L(E).
Si Sp(f) = {λ1, λ2, . . . , λk} (les λi deux à deux distinctes), alors les Eλ1 , Eλ2 , . . . , Eλk en
somme direct, c’est à dire :

k∑
i=1

Eλi =
k⊕
i=1

Eλi .
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Preuve.
Démonstration par récurrence sur k.
• Pour k = 1, P (1) est trivial (il n’y a rien démontrer).
• Supposons que P (k − 1) est vraie et démontrons que P (k) est vraie
il suffit de démontrer que, pour tout (v1, v2, . . . , vk) ∈ Eλ1 × Eλ2 × . . .× Eλk

v1 + v2 + . . .+ vk = 0⇒ v1 = v2 = . . . = vk = 0.

Soit (v1, v2, . . . , vk) ∈ Eλ1 × Eλ2 × . . .× Eλk :

v1 + v2 + . . .+ vk = 0. (3.1)

alors :

f(v1 + v2 + . . .+ vk) = 0 ⇔ f(v1) + f(v2) + . . .+ f(vk) = 0

⇔ λ1v1 + λ2v2 + . . .+ λkvk = 0. (3.2)

λk × (3.1)− (3.2) donne :
(λk − λ1)v1 + (λk − λ2)v2 + . . .+ (λk − λk−1)vk−1 = 0
Comme ∀i = 1, k − 1 : (λk − λi)vi ∈ Eλi
d’après l’hypothèse de récurrence ( de rang k − 1 ).
On a : pour tout i = 1, k − 1 : (λk − λi)vi = 0
et comme les λi, i = 1, k − 1 sont distinctes deux à deux
On a : pour tout i = 1, k − 1 :λk − λi 6= 0
d’où : pour tout i = 1, k − 1 : vi = 0
d’après (1) : vk = −v1 − v2 − . . .− vk−1 = 0
Ceci montre que : pour tout i = 1, k − 1 les Eλi en somme directe. c.q.f.d

Remarque 3.2.2.
Card(Sp(f)) ≤ dimE
En effet : on a card Sp(f) = k
d’autre part : Eλ1 ⊕ Eλ2 ⊕ . . .⊕ Eλk ⊂ E
Alors : dimEλ1 + dimEλ2 + . . .+ dimEλk ≤ dimE
c’est-à-dire : k ≤ dimE.

3.3 Diagonalisation :(Réduction à la forme diagonale)
Définition 3.3.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n et f ∈ L(E).
On dit que f est diagonalisable, si et seulement s’il existe une base B de E,tel que la matrice
de f dans B soit une matrice diagonale.

Définition 3.3.2.
Soit A une matrice de Mn(K).
On dit que A est diagonalisable, si et seulement si A est semblable à une matrice diagonale.
C’est-à-dire il existe P ∈ GLn(K) telle que p−1.A.P = D ∈ Dn(K).
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Proposition 3.3.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n, f ∈ L(E) et B une base de E, si A la matrice
de f dans B alors :
f est diagonalisable ⇔ A est diagonalisable.

Preuve.
1)⇒ Si f est diagonalisable si et seulement si il existe une base B′ de E telle que la matrice
A de f dans B′ soit diagonalisable.
Si P la matrice de passage de B à B′ alors M = P−1.A.P , d’où A est diagonalisable.

2)⇐ Si A est diagonalisable si et seulement si il existe une matrice d’ordre n inversible P
telle que A′ = P−1.A.P soit diagonal mais A′ est la matrice de f dans la base B′ de E définie
par la matrice de passage P = MIdE(B′, B). c.q.f.d

Proposition 3.3.2.
Soient E un K-espace vectoriel,dimE = n et f ∈ L(E), alors les propriétés suivantes sont
deux à deux équivalentes :

1) f est diagonalisable.
2) Il existe une base de E formée de vecteurs propres de f .
3) La somme des sous espaces propres de f égale à E.
4) La somme des dimension des sous espaces propres de f égale a dimension de E.

Remarque 3.3.1.
(1)⇔ (2) Caractérisation d’un endomorphisme diagonalisable.

Preuve.
(1)⇒ (2)
Supposons que f est diagonalisable, il existe une base B = {e1, . . . , en} de E telle que la
matrice M = Mf (B) est diagonale.
c’est-à-dire ils existent λ1, λ2, . . . , λn ∈ K tels que :

M =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λn

⇒ ∀i = 1, n : f(ei) = λiei

ainsi les ei : i = 1, n sont des vecteurs propres de f .
(2)⇒ (3)
Supposons qu’il existe une base B = {e1, . . . , en} formée de vecteurs propres de f .
Alors ils existent λ1, λ2, . . . , λn ∈ K, tels que : pour tout i = 1, n : f(ei) = λiei
C’est-à-dire : ei ∈ Eλi pour tout i = 1, n

Soit : x ∈ E ⇒ ∃(α1, . . . , αn) ∈ Kn, x =
n∑
i=1

αiei

ainsi x =
n∑
i=1

vi, vi = αiei ∈ Eλi pour tout i = 1, n
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alors :x ∈
n∑
i=1

Eλi ⇒ E ⊂
n∑
i=1

Eλi .

d’où E =
n∑
i=1

Eλi .

(3)⇒ (4)

Supposons que :
∑

λ∈Sp(f)

Eλ = E, et comme la somme des sous espace propres est directe, on a

alors : dim(
∑

λ∈Sp(f)

Eλ) =
∑

λ∈Sp(f)

(dimEλ) = dimE.

(4)⇒ (1)

Supposons que :
∑

λ∈Sp(f)

dimEλ = dimE

Soit k = card(Sp(f)), c’est-à-dire Sp(f) = {λ1, λ2, . . . , λk}.

Pour tout j = 1, k, Eλj admet au moins une base Bj, notons B =
k⋃
j=1

Bj.

Pour tout j = 1, k, Bj sont deux à deux disjointes, et libre donc B est libre et comme :

cardB =
k∑
j=1

cardBj =
k∑
j=1

dimEλj =
∑

λ∈Sp(f)

dimEλ = dimE

alors B est une base de E (formée de vecteurs propres)
Si rj = cardBj = dimEλj , j = 1, k.

Mf (R) =


(λ1Ir1) 0 . . . 0

0 (λ2Ir2) . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . (λkIrk)

 est diagonale.

c.q.f.d

Exercice corrigé 3.3.1.
Soit la matrices suivante

A =


4 −1 0 0
0 3 0 0
1 −1 3 0
2 1 0 1

 ∈M4(R).

Démontrer que A est diagonalisable.

Solution.
• Le spectre de A est Sp(A) = {1, 3, 4}.
• Les sous espaces propres :
E1 = {X = (x, y, z, t) ∈ R4/AX = X} = {t(0, 0, 0, 1)/t ∈ R},dimE1 = 1
E3 = {X = (x, y, z, t) ∈ R4/AX = 3X} = {y(1, 1, 0, 3

2
) + z(0, 0, 1, 0)/y, z ∈ R},dimE3 = 2

E4 = {X = (x, y, z, t) ∈ R4/AX = 4X} = {x(1, 0, 1, 2
3
), x ∈ R},dimE4 = 1

dimE1 + dimE3 + dimE4 = 4 = dimR4

D’ où A est diagonalisable.
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Corollaire 3.3.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n et f ∈ L(E).
Si f admet n valeurs propres distinctes alors f est diagonalisable.

Exercice corrigé 3.3.2.
Soit la matrices suivante

A =

 3 −1 1
5 −3 1
6 −6 4

 ∈M3(R).

Démontrer que A est diagonalisable.

Solution.
• On a : PA(λ) = −(λ2 − 4)(4− λ) est scindé.
• Le spectre de A est Sp(A) = {−2, 2, 4}.
• A possède trois valeurs propres distinctes alors A est diagonalisable.

Théorème 3.3.1. (C.N.C)
Soient E un K-espace vectoriel,dimE = n et f ∈ L(E).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f est diagonalisable.
2) Pf est scindé sur K et ∀λ ∈ Sp(f), dimEλ = m(λ).

Preuve.
1) Supposons que f est diagonalisable
∀λ ∈ Sp(f) : dimEλ ≤ m(λ) et

∑
λ∈Sp(f)

dimEλ = dimE = n . . . (1).

D’autre part : puisque f est diagonalisable, il existe une base B de E et (λ1, λ2, . . . , λk) ∈ Kn

Mf (B) =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

... . . . ...
0 0 . . . λk

 avec m(λi) = mi, i = 1, k.

On a donc ∀λ ∈ K : Pf (λ) = det(Mf − λIn) = (λ1 − λ)m1(λ2 − λ)m2 . . . (λk − λ)mk .

Ainsi Pf est scindé
∑

λ∈Sp(f)

m(λ) =
k∑
i=1

m(λi) = n = dimE . . . (2).

de (1) et (2) : ∀λ ∈ Sp(f) : dimEλ = m(λ).
2) Réciproquement, supposons que Pf est scindé et ∀λ ∈ Sp(f) : dimEλ = m(λ)

puis Pf est scindé et les zéros de Pf sont les valeurs propres de f ,alors
∑

λ∈Sp(f)

m(λ) = n

d’où
∑

λ∈Sp(f)

dimEλ = n.

Donc f est diagonalisable. c.q.f.d

ZAGANE Abderrahim 2021



3.4 Trigonalisation (Réduction à la forme triangulaire) 64

Exercice corrigé 3.3.3.
Soit la matrice

A =

 2 0 1
1 1 1
−2 0 −1

 ∈M3(R)

1) Démontrer que A est diagonalisable.
2) Diagonaliser A.

Solution.
• Le spectre de A est Sp(A) = {0, 1},m(0) = 1,m(1) = 2.
• Les sous espaces propres :
E0 = {x(1, 1,−2), x ∈ R} et dimE0 = 1 = m(0).
E1 = {y(0, 1, 0) + x(1, 0,−1), x, y ∈ R} = {v2 = (0, 1, 0), v3 = (1, 0,−1)}
et dimE1 = 2 = m(1). donc A est diagonalisable
Soient B la base canonique de R3 et B′ = {v1, v2, v3} la base des vecteurs propres.

P = Mpassage(B,B
′) =

 1 0 1
1 1 0
−2 0 −1

, P−1 =

 −1 0 −1
1 1 1
2 0 1

.

d’où D = P−1AP =

 0 0 0
0 1 0
0 0 1



3.4 Trigonalisation (Réduction à la forme triangulaire)
Définition 3.4.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n, f ∈ L(E) et A ∈Mn(K).

1) On dit que f est trigonalisable si et seulement s’il existe une base B de E telle que la
matrice de f,Mf (B) soit triangulaire.

1) On dit que A est trigonalisable si et seulement s’il existe une matrice triangulaire T
de Mn(K) semblable à A.

Proposition 3.4.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n, f ∈ L(E) et B une base de E et A est la matrice
de f dans la base B.
f est trigonalisable ⇔ A est trigonalisable.

Preuve.
La preuve découle directement de la Définition 3.4.1. c.q.f.d

Remarque 3.4.1.
1) Toute matrice triangulaire est trigonalisable.
2) Toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une matrice triangulaire infé-

rieure et réciproquement.

ZAGANE Abderrahim 2021



3.4 Trigonalisation (Réduction à la forme triangulaire) 65

En effet :

Soit T =


t11 t12 . . . t1n
0 t22 . . . t2n
...

... . . . ...
0 0 0 tnn

 ∈ TSn(K)

En notant P =


0 0 . . . 0 1
0 0 . . . 1 0
...

... . . . ...
...

0 1 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0


On a P inversible et P−1 = P et

P−1.T.P =


tnn 0 . . . 0
tn−1n tn−1n−1 . . . 0
...

... . . . ...
t1n t1n−1 . . . t11

 ∈ TIn(K)

Théorème 3.4.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n, f ∈ L(E), A ∈Mn(K)
f est trigonalisable ⇔Pf est scindé sur K

Preuve.
1)⇒ Supposons que f est trigonalisable.
Il existe une base B de E, telle que Mf (B) est triangulaire, pour tout λ ∈ K

Pf (λ) = det(Mf − λIn) =
n∏
i=1

(tii − λ) donc Pf est scindé.

2)⇐ On raisonne par récurrence sur n = dimE.
On note : pour tout n ∈ N, P (n) :
(E un K espace vectoriel, dimE = n etf ∈ L(E) et Pf est scindé sur K ⇒ f est trigonali-
sable)
• P (1) est vraie.
• Supposons que Pn−1 est vraie et démontrons Pn.
Comme Pf est scindé, Pf (λ) = (λ− λ1) . . . (λ− λn)
(les λi ∈ K ne sont pas forcement distincts).
Soit e1 ∈ Eλ1 , on complète e1 en une base B = {e1, . . . , en} telle que :

Mf (B) =

 λ1
... L

. . . . . . . . .

O
... A


Donc Pf (λ) = (λ1 − λ)PA(λ)
Comme Pf (λ) est scindé alors PA(λ) est scindé donc d’après l’hypothèse de récurrence il existe
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S ∈ TSn−1(K) et Q ∈ GLn−1(K) telles que A = Q.S.Q−1 d’où

Mf = P.

 λ1
... L.Q

. . . . . . . . .

O
... S

 .P−1 ⇔ P−1.Mf .P =

 λ1
... L.Q

. . . . . . . . .

O
... S

 ∈ TSn(K)

P =

 1
... O

. . . . . . . . .

O
... Q

 , P−1 =

 1
... O

. . . . . . . . .

O
... Q−1


c.q.f.d

Corollaire 3.4.1.
Tout matrice carrée de Mn(C) est trigonalisable.

Preuve.
D’après le Théorème de d’Alembert 3.1.3 tout polynôme complexe de degré n admet n racines.
c.q.f.d

Exercice corrigé 3.4.1.
Soit f ∈ L(R3) canoniquement associe à la matrice :

A =

 −2 2 −1
−1 1 −1
−1 2 −2


1) Démontrer que A est trigonalisable.
2) Trigonaliser A.

Solution.
On a : PA(λ) = −(λ+ 1)3 est scindé donc A est trigonalisable.
Sp(A) = {−1}, λ = −1,m(λ) = 3
Eλ = {x(1, 0,−1) + y(0, 1, 2), x, y ∈ R}
dimEλ = 2 6= m(λ) = 3,A n’est pas diagonalisable.
Soit v1 = (1, 0,−1), v2 = (0, 1, 2), v3 = (a, b, c) telle que B′ = (v1, v2, v3) une base de R3 et

Mf (B
′) = A′ =

 −1 0 α
0 −1 β
0 0 −1

 avec α 6= 0 et β 6= 0
f(v1) = −v1
f(v2) = −v2
f(v3) = αv1 + βv2 − v3

⇔ α = β = −a+ 2b− c

On prend α = β = 1 et a = 0,b = c = 1, v3 = (0, 1, 1)

P = Mpassage(B,B
′) =

 1 0 0
0 1 1
−1 2 1

, où B est la base canonique de R3.

P−1 =

 1 0 0
1 −1 1
−1 2 −1

, A′ =

 −1 0 1
0 −1 1
0 0 −1

 = P−1.A.P
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Exercice corrigé 3.4.2.
Soit la matrice :

M =

 2 0 1
1 1 0
−1 1 3


Trigonaliser M .

Solution.
On a : PM(λ) = (2− λ)3 est scindé donc M est trigonalisable.
Sp(M) = {2}, λ = 2,m(λ) = 3
Eλ = {x(1, 1, 0), x ∈ R}
dimEλ = 1 6= m(λ) = 3, M n’est pas diagonalisable.
Soit v1 = (1, 1, 0), cherchons v2 = (x, y, z), v3 = (a, b, c) telle que B′ = (v1, v2, v3) une base de

R3 et P−1.M.P = M ′ =

 2 α β
0 2 γ
0 0 2

 avec α 6= 0 et β 6= 0, où P = Mpassage(B,B
′) et B est

la base canonique de R3.
M.v1 = 2v1
M.v2 = αv1 + 2v2
M.v3 = βv1 + γv2 + 2v3

.

1) M.v2 = αv1 + 2v2 ⇔


2x+ z = α + 2x
x+ y = α + 2y
−x+ y + 3z = 2z

⇔


z = α
x− y = α
y + z = x

On prend x = y = α = 1 et a = 0 alors y = 0 et v2 = (1, 0, 1)

2) M.v3 = βv1 + γv2 + 2v3 ⇔


2a+ c = β + α + 2a
a+ b = β + 2b
−a+ b+ 3c = γ + 2c

⇔


c = β + γ
a− b = β
−a+ b+ c = γ

On prend a = b = 0 et a = 0 alors β = 0, c = γ = 1 et v2 = (0, 0, 1)

P

 1 1 0
1 0 0
0 1 1

, P−1 =

 0 1 0
1 −1 0
−1 1 1


M ′ =

 2 1 0
0 2 0
0 0 2

 = P−1.M.P .

3.5 Polynômes d’endomorphisme
Soient E un K-espace vectoriel et dimE = n.
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3.5.1 Polynôme annulateur-Théorème de Cayley-Hamilton

Définition 3.5.1.
Soit f ∈ L(E)
• On définit par récurrence l’endomorphisme fk, k ∈ N par f 0 = IdE, pour tout k ∈ N∗ :
fk = f ◦ fk−1.
• f est dit nilpotent s’il existe r ∈ N, tel que f r = 0.
• Le plus petite entier r ∈ N, vérifiant f r−1 6= 0 et f r = 0 est appelé indice de f .

Exemple 3.5.1.

f : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (y, z, 0) est nilpotent d′indice r = 3

A =

(
0 1
0 0

)
est nilpotente d’indice r = 2.

Remarque 3.5.1.
Pour tout k ∈ N : ker fk ⊂ ker fk+1.

Définition 3.5.2.
Soit P = a0 + a1x+ . . .+ anx

n ∈ K[X].
• Pour toute f ∈ L(E) on note Pf = a0IdE + a1f + . . .+ anf

n.
P (f) est appelé un polynôme d’endomorphisme.
• Pour toute A ∈Mn(K) on note P (A) = a0In + a1A+ . . .+ anA

n.
PA est appelé un polynôme de matrice.
• On dit que P est un polynôme annulateur de f ∈ L(E)( resp. de A ∈ Mn(K))⇔ P (f) = 0
(resp. P (A) = 0).

Exemple 3.5.2.

Soient A =

(
2 1
0 1

)
∈M2(R), P (x) = x2 − 3x+ 2

On a P (A) = A2 − 3A+ 2I2 = 0
Donc P est annule A.

Proposition 3.5.1.
Si P est un polynôme annulateur de f ∈ L(E) respectivement de A ∈Mn(K),alors
Sp(f) ⊂ {racines de P} respectivement Sp(A) ⊂ {racines de P}

Preuve.
Soit λ ∈ Sp(f) et x un vecteur propre de f associe à λ, alors :
f(x) = λx⇒ ∀k ∈ N : fk(x) = λkx

donc P (f)(x) =
n∑
k=0

akf
k(x) =

n∑
k=0

akλ
kx = (

n∑
k=0

akλ
k)x = P (λ)x

on a P (f) = 0⇒ P (λ)x = 0⇒ P (λ) = 0 (x 6= 0)
⇒ λ ∈ {racines de f} c.q.f.d

Théorème 3.5.1. (Cayley-Hamilton)
Si f ∈ L(E) (resp. (A ∈Mn(K))) alors Pf (f) = 0 (resp. PA(A) = 0).
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Preuve.
Soit v ∈ E − {0}, la famille (fk(v)), k = 0, n ayant n + 1 éléments donc est liée,il existe
m ∈ N, 1 ≤ m ≤ n le plus grand entier tel que la famille {v, f(v), f 2(v), . . . , fm−1(v)} est
libre alors la famille {v, f(v), . . . , fm−1(v), fm(v)} est liée
il existe a0, a1, . . . , am−1 ∈ K, tels que fm(v) + am−1f

m−1(v) + . . .+ a1f(v) + a0v = 0
Posons F = 〈v, f(v), . . . , fm−1(v)〉 est un sous espace vectoriel de E.
avec dimF = m et f(F ) ⊂ F c’est-a-dire F est stable par f.
De plus la matrice de la restriction g = f/F dans la base {v, f(v), . . . , fm−1(v)} est la matrice

Mg =



0 0 . . . . . . 0 −a0
1 0 . . . . . . 0 −a1
0 1

. . . ... −a2
...

... . . . . . . ...
...

0 0 . . . 1 0 −am−2
0 0 . . . 0 1 −am−1


Donc

Pg(λ) = det(Mg − λIm) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−λ 0 . . . . . . 0 −a0
1 −λ . . . . . . 0 −a1
0 1

. . . ... −a2
...

... . . . . . . ...
...

0 0 . . . 1 −λ −am−2
0 0 . . . 0 1 −λ− am−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Par récurrence (en développant par rapport à la première ligne)
Pg(λ) = (−1)m[λm + am−1λ

m−1 + . . .+ a1λ+ a0]
d’autre part Pg divise Pf ⇔ ∃Q ∈ K[X] tel que Pf (λ) = Q(λ)Pg(λ)

∀v ∈ E − {0} : Pf (f)(v) = Q(f)(v)Pg(f)(v)

= Q′(f)(v)[fm(v) + am−1f
m−1(v) + . . .+ a1f(v) + v]

= Q′(f)(v)0

= 0 ; Q′ = (−1)mQ

donc ∀v ∈ E − {0} : Pf (f)(v) = 0⇒ Pf (f) = 0 c.q.f.d

Exemple 3.5.3.
Soit la matrice

A =

 1 0 0
0 1 1
−1 2 1

 ∈M3(R)

On a PA(λ) = λ3 + 3λ2 − λ− 1
PA(0) = −1 6= 0⇔ A−1 existe.

PA(A) = 0⇔ A−1 = −A2 + 3A− I3 =

 1 0 0
1 −1 1
−1 2 −1

 .
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3.5.2 Polynôme minimal

Définition 3.5.3.
Soient f ∈ L(E) et A ∈ Mn(K) un polynôme minimal de f( resp. A) est un polynôme
annulateur de f( resp. A), non nul, de degré minimal noté πf ( resp. πA).

Exemple 3.5.4.
πIn(X) = X − 1

Proposition 3.5.2.
Soit f ∈ L(E) alors :
pour tout P ∈ K[X] : P (f) = 0⇔ πf divise P .

Preuve.
1)⇒
On fait la division euclidienne de P par πf , on trouve
P = Q.πf +R où Q,R ∈ K[X] et degR < deg πf .
Comme P (f) = 0⇔ Q(f)πf (f) +R(f) = 0,
alors R(f) = 0,
donc P = Q.πf ,
c’est-à-dire πf divise P .
2)⇐
Soit P ∈ K[X] tel que πf divise P
alors il existe Q ∈ K[X] tel que P = Q.πf P (f) = Q(f).πf (f) = 0. c.q.f.d

Proposition 3.5.3.
Soit f ∈ L(E) alors :

λ ∈ Sp(f)⇔ πf (λ) = 0.

Preuve.
1)⇒ Soit λ ∈ Sp(f)⇒ ∃V ∈ E − {0}, f(V ) = λ.V

Supposons que πf (X) = a0 + a1(X) + . . .+ ar(X
r) =

r∑
i=0

aiX
i, X ∈ K.

πf (f) =
r∑
i=0

aif
i = 0

0 = πf (f)(V ) =
r∑
i=0

aif
i(V ) =

r∑
i=0

aiλ
i.V

alors
r∑
i=0

aiλ
i = 0

d’où πf (f) = 0
2)⇐ Si λ ∈ K, πf (A) = 0
alors il existe Q ∈ K[X]tel que πf (X) = (X − λ).Q(X), (degQ < deg πf )
mais 0 = πf (f) = (f − λIdE).Q(f)
donc f − λIdE = 0 car Q(f) 6= 0 par minimalité de πf
alors f − λIdE n’est pas injective
et donc λ est une valeur propre de f . c.q.f.d
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Exemple 3.5.5.
Soient

A =

 1 0 0
1 1 0
−1 1 2

 ,M =

 3 −1 1
0 2 0
1 −1 3


1) PA(λ) = −(λ− 1)2(λ− 2) et πA(λ) = (λ− 1)2(λ− 2)

2) PM(λ) = −(λ− 2)2(λ− 4) et πM(λ) = (λ− 2)(λ− 4)

Proposition 3.5.4.
Soit f ∈ L(E) alors :
f est nilpotent d’indice r ⇔ πf (X) = Xr.

Preuve.
1)⇒ Si f est nilpotent d’indice r alors f r−1 6= 0 et f r = 0, où r le plus petit entier.
donc P (X) = Xr est un annulateur de f ⇒ πf divise P .
alors πf (X) = Xr′ avec r′ 6 r et comme r le plus petit entier
donc r′ = r et alors πf (X) = Xr.
2)⇐ Si πf (X) = Xr avec (r le plus petit entier )
donc πf (f) = f r = 0 (πf est un annulateur de f de degré minimal
alors f r−1 6= 0 donc f est nilpotent d’indice r. c.q.f.d

3.6 Réduction de Jordan
Soient E un K-espace vectoriel, dimE = n > 1.

Définition 3.6.1.

1) Un bloc de Jordan est une matrice J(λ) de la forme :

(
λ
)
∈M1(K) ,

(
λ 1
0 λ

)
∈M2(K) ,

 λ 1 0
0 λ 1
0 0 λ

 ∈M3(K) . . .

J(λ) =



λ 1 0 . . . . . . 0

0 λ 1
. . . ...

... . . . . . . . . . . . . ...

... . . . . . . . . . 0

... . . . . . .
. . . . . . 1

0 . . . . . . . . . 0 λ


∈Mk(K), k 6 n, λ ∈ K
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2) Une matrice de Jordan est une matrice J diagonale par blocs de la forme :

J =



J1
...

. . . . . .
... J2

...
. . . . . .

... . . . ...
. . . . . .

... Jr


∈Mn(K)

où : Ji, i = 1, r sont les blocs de Jordan.

Définition 3.6.2.

1) On dit que f ∈ L(E), admet une réduction de Jordan ; si et seulement s’il existe une base
de E, dans laquelle, la matrice de f dans cette base est une matrice de Jordan.

2) On dit que A ∈ Mn(K) admet une réduction de Jordan si et seulement si A est semblable
a une matrice de Jordan.

Théorème 3.6.1. [17](Forme canonique de Jordan)

1) Soit f ∈ L(E), si Pf est scindé alors f admet une réduction de Jordan.

2) Soit A ∈Mn(K), si PA est scindé alors A admet une réduction de Jordan.

Théorème 3.6.2. [11](Méthode pratique de réduction de Jordan)
Soient f ∈ L(E), Pf (λ) = (λ − λ1)

n1 . . . (λ − λr)
nr , πf (λ) = (λ − λ1)

m1 . . . (λ − λr)
mr

et Sp(f) = {λ1, . . . , λr}. Pour chaque λi, les blocs de Jordan correspondants Ji(λ) ont les
propriétés suivantes :

1) Il y a au moins une Jj(λi) d’ordre mi, toutes les autres sont d’ordre 6 mi.

2)
∑

ordJj(λi) = ni.

3) Le nombre des Jj(λi) est égal a dimEλi.

4) La base de Jordan B = {u1, u2, . . . , un}.
Si u1 ∈ Eλi alors : f(u1) = λiu1, f(u2) = u1 + λiu2, . . ., f(uk+1) = uk + λiuk+1.
P = Mpassage(B0, B) où B0 l’ancienne base, J = P−1.Mf (B0).P

Exercice corrigé 3.6.1.
Trouver toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice

A =

 2 0 1
1 1 0
−1 1 3

 ∈M3(R)

Solution.
On a PA(λ) = −(λ− 2)3

E2 = {x(1, 1, 0), x ∈ R}
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πA(λ) = (λ− 2)3

Comme dimE2 = 1 il existe un seul bloc J1(2) d’ordre 3 c’est-à-dire

J1(2) = J =

 2 1 0
0 2 1
0 0 2


Cherchons la base B = {u1, u2, u3} de Jordan

Au1 = 2u1
Au2 = u1 + 2u2
Au3 = u2 + 2u3

On prend u1 = (1, 1, 0) on trouve u2 = (1, 0, 1) et u3 = (0, 0, 1).

P =

 1 1 0
1 0 0
0 1 1

, P−1 =

 0 1 0
1 −1 0
−1 1 1

 et P−1.A.P =

 2 1 0
0 2 1
0 0 2

 = J

Exercice corrigé 3.6.2.
Soit la matrice

A =


−1 1 1 0
0 −1 0 1
−1 2 1 −1
0 −1 0 1

 ∈M4(R).

1) Montrer que A est nilpotente.

2) Déterminer la réduite de Jordan de A.

Solution.
1) On a A2 = 0, d’où A est nilpotente d’indice 2.
2) On a πA(λ) = λ2 , PA(λ) = λ4 et Eλ = E0 = {y(1, 1, 0, 1) + z(1, 0, 1, 0) /y, z ∈ R},
les vecteurs v1 = (1, 1, 0, 1) et v2 = (1, 0, 1, 0) sont libre, d’où dimE0 = 2 6= 4 donc A n’est
pas diagonalisable.
Comme dimE0 = 2, alors il existe deux blocs J1(0), J2(0) tels que ordJ1(0) = 2 et
ordJ1(0) + ordJ2(0) = 4 alors ordJ2(0) = 2, donc

J1(0) = J2(0) =

(
0 1
0 0

)
et J =

 J1(0)
...

. . . . . .
... J2(0)

 =


(

1 0
0 0

)
... 0

. . . . . .

0
...
(

1 0
0 0

)
.

Cherchons la base B = {u1, u2, u3, u4} de Jordan, où u1 = (1, 1, 0, 1), u3 = (1, 0, 1, 0) et{
Au2 = u1 + 0u2
Au4 = u3 + 0u4

On prend u2 = (a, b, c, d) et u4 = (x, y, z, t), alors
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Au2 = u1 ⇔


−a+ b+ c = 1
−b+ d = 1
−a+ 2b+ c− d = 0
−b+ d = 1

⇔
{
c = 1 + a− b
d = b+ 1

.

On prend a = b = 0⇒ c = d = 1, d’où u2 = (0, 0, 1, 1).

Au4 = u3 ⇔


−x+ y + z = 1
−y + t = 0
−x+ 2y + z − t = 1
−y + t = 0

⇔
{
z = 1 + x− y
t = y

.

On prend x = y = 0⇒ z = 1, t = 0, d’où u4 = (0, 0, 1, 0).

P =


1 0 1 0
1 0 0 0
0 1 1 1
1 1 0 0

, P−1 =


0 1 0 0
0 −1 0 1
1 −1 0 0
−1 2 1 −1

 et P−1.A.P = J .

Exercice corrigé 3.6.3.
Trouver toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice A ∈M6(K) dont le
polynôme caractéristique PA(λ) et le polynôme minimal πA(λ) est le suivant
PA(λ) = (λ− 2)4(λ− 3)2 et πA(λ) = (λ− 2)2(λ− 3).

Solution.
On a, SP (A) = {2, 3},
λ1 = 2,m1 = 2, n1 = 4 et λ2 = 3,m2 = 1, n2 = 2.
Les cas possible :
1) dimE2 = 2, on a deux blocs de Jordan J1(2), J2(2) avec ordJ1 = m1 = 2

ordJ1 + ordJ2 = n1 = 4⇒ ordJ2 = 2, d’où J1(2) = J2(2) =

(
2 1
0 2

)
.

2) dimE2 = 3, on a trois blocs de Jordan J ′1(2), J ′2(2), J ′3(2) avec ordJ ′1 = 2

ordJ ′1 + ordJ ′2 + ordJ ′3 = 4⇒ ordJ ′2 = ordJ ′3 = 1, d’où J ′1(2) =

(
2 1
0 2

)
, J ′2(2) = J ′3(2) = (2).

3) dimE3 = 2, on a deux blocs de Jordan J1(3), J2(3) avec ordJ1 = m2 = 1
ordJ1 + ordJ2 = n2 = 2⇒ ordJ2 = 1, d’où J1(3) = J2(3) = (3).
Donc

A ∼ J =



J1(2)
...

. . . . . .
... J2(2)

...
. . . . . .

... J1(3)
...

. . . . . .
... J2(3)
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ou

A ∼ J =



J ′1(2)
...

. . . . . .
... J ′2(2)

...
. . . . . .

... J ′3(2)
...

. . . . . .
... J1(3)

...
. . . . . .

... J2(3)
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Exercices
Exercice 3.6.1.
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres des matrices suivants : 1 2 1
−2 −1 0
1 3 −1

 ,


a 0 a 0
0 a 0 a
a 0 a 0
0 a 0 a

 et


2 0 0

√
2

√
2

0 2 0 −
√

2 −
√

2
0 0 2 0 0√
2

√
2 0 2 0

−
√

2 −
√

2 0 0 2

 .

Où a ∈ R∗

Exercice 3.6.2.
On considère la matrice

A =

 1 0 1
−1 2 1

2−m m− 2 m


où m ∈ R.

1) Quelles sont les valeurs propres de A ?

2) Pour quelles les valeurs de m, A est-elle diagonalisable ?

3) Diagonaliser A, pour m = 2.

Exercice 3.6.3.
Soit l’endomorphisme

f : R3 → R3

(x, y, z) 7→ (−x, x− y + z, 3x+ 2z)

1) Calculer le polynôme caractéristique de f .
2) Déterminer les valeurs propres de f et la dimension des sous espaces propres associés.
3) En déduire que f est diagonalisable.

Exercice 3.6.4.
Soit la matrice A deM3(C) telle que

A =

 1 1 1
0 0 −1
0 1 0


1) Démontrer que A est diagonalisable.
2) Diagonaliser A.

Exercice 3.6.5. (Matrices compagnons)
Soient a0; a1; . . . ; an−1 ∈ K ; n ∈ N∗ et K le corp des nombres reels ou complexes.
Soient les matrices

Cn =


0 0 . . . 0 −a0
1 0 . . . 0 −a1
0 1

. . . ...
...

...
... . . . 0

...
0 0 . . . 0 1 −an−1

 , C3 =

 0 0 −a0
1 0 −a1
0 1 −a2

 , C2 =

(
0 −a0
1 −a1

)
,
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1) Déterminer PC2 et PC3.
2) Démontrer par récurrence PCn(λ) = (−1)n

(
λn + an−1λ

n−1 + ...+ a1λ+ a0
)
.

Exercice 3.6.6.
Soient E un K-e.v, dimE = n, f ∈ L(E) et F un s-e-v de E invariant par f . Si g = f/F

.

1) Démontrer que Pg divise Pf dans K[X].
2) Démontrer que πg divise πf dans K[X].

Exercice 3.6.7.
Soient E un K-e.v, dimE = n, f ∈ L(E) et A sa matrice dans n’importe quelle base de E.
Démontrer que πf = πA.

Exercice 3.6.8.
Soient E un K-e.v, dimE = n, f ∈ L(E) est nilpotent d’indice k, k ≤ n.

1) Montrer que l’ensemble S = {v, f(v), . . . , fk(v)} est libre,pour tout v ∈ E.
2) Montrer que F =< S > est stable par f .
3) Montrer que g = f/F

est nilpotent d’indice k.

4) Déterminer la matrice de g dans la base S de F .

Exercice 3.6.9.
Trigonaliser les matrices suivantes :

 5 −4 −3
2 −1 −1
1 −1 0

 ,

 0 2 −1
−1 3 −1
0 1 0

 et


3 −4 0 2
4 −5 −2 4
0 0 −3 −2
0 0 2 −1

 .

Exercice 3.6.10.
Soient E un K-e.v et f ∈ L(E).

Montrer que si : f 3 + 2f 2 − f − IdE = 0 alors f est bijectif.

Exprimer f−1.

Exercice 3.6.11.
On considère la matrice

A =

(
a b
−b a

)
où a, b ∈ K\{0}.
Déterminer un polynôme annulateur de A et Exprimer A−1 lorsque celle-ci existe ?.

Exercice 3.6.12.
Soit la matrice A deM3(R), telle que

A =

 0 1 1
1 0 1
0 0 1
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1) Calculer PA(λ) et en déduire que A−1 est existe.
2) Calculer A3, A4, A5 et A−1 en fonction de A.

Exercice 3.6.13.
Trouver toutes les réduites de Jordan possibles pour la matrice A dans les cas suivantes :

1) PA(X) = (X − 2)4(X − 3)2 et πA(X) = (X − 2)2(X − 3)2

2) πA(X) = (X − 2)2 et A ∈M5(R).
3) PA(X) = (X − 2)3(X − 5)2.

Exercice 3.6.14.
Trouver toutes les réduites de Jordan possibles pour les matrices suivantes :


1 1 α β
0 1 0 1
0 0 1 0
0 0 0 1

 et


0 1 1 0 1
0 0 1 1 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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CHAPITRE 4

Application de la réduction des endomorphismes et des matrices

Sommaire
4.1 Calcul des puissances d’une matrice carrée . . . . . . . . . . . . . 79
4.2 Systèmes des suites récurrentes linéaires simultanées . . . . . . . 81
4.3 Suites récurrentes linéaires à coefficients constants . . . . . . . . 83
4.4 Exponentielle des matrices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
4.5 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre . . . . . . . . . 90
Exercices . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97

Dans ce chapitre nous allons présenter quelque des application de la réduction des endo-
morphismes et des matrices et nous aborderons les éléments suivantes : calcul des puissances
d’une matrice carrée, systèmes des suites récurrentes linéaires, suites récurrentes linéaires à
coefficients constants, exponentielle des matrices, systèmes différentiels linéaires du premier
ordre.

4.1 Calcul des puissances d’une matrice carrée
Définition 4.1.1.
Soit A ∈Mn(K). On définit par récurrence la matrice Ak, k ∈ N par :

A0 = In, A
k = AAk−1.

pour tout k ∈ N∗

Lemme 4.1.1. (Cas diagonal)
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Soient λ1, . . . , λn ∈ K alors, pour tout k ∈ N
λ1 0 . . . 0

0 λ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 λn


k

=


λk1 0 . . . 0

0 λk2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 λkn


Preuve.

Montrons par récurrence. c.q.f.d

Proposition 4.1.1. (Cas diagonalisable)
Soit A ∈Mn(K)
Si A est diagonalisable, alors il existe P ∈ GLn(K), D = P−1.A.P
et pour tout k ∈ N : Ak = P.Dk.P−1

Preuve.
Montrons par récurrence.on a A = P.D.P−1

1) La propriété est triviale pour k = 0 car A0 = D0 = In.
2) Supposons que pour tout k ∈ N : Ak = P.Dk.P−1.
On a Ak+1 = A.Ak = (P.D.P−1).(P.Dk.P−1) = P.Dk+1.P−1 c.q.f.d

Exercice corrigé 4.1.1.
Soit la matrice

A =

 3 −1 1
5 −3 1
6 −6 4

 ∈M3(R)

1) Démontrer que A est diagonalisable.

2) Calculer Ak, k ∈ N∗.

Solution.
Sp(A) = {−2, 2, 4}
E−2 = {y(0, 1,−1)/y ∈ R}, dimE−2 = 1.
E2 = {y(1, 1, 0)/y ∈ R}, dimE2 = 1.
E4 = {y(1, 1, 2), y ∈ R}, dimE4 = 1.
Soient B la base canonique de R3 et B′ = {u1(1, 1, 0), u2(0, 1,−1), u3(1, 1, 2)}

P = Mpassage(B,B
′) =

 1 0 1
1 1 1
0 −1 2

, P−1 =
1

2

 1 1 −1
−2 2 0
1 −1 1

.

D = P−1.A.P =

 2 0 0
0 −2 0
0 0 4


∀n ∈ N :An = PDnP−1 =

 1
2
(2n + 4n) 1

2
(2n − 4n) 1

2
((−2)n + 4n)

1
2
(2n + (−2)n+1 + 4n) 1

2
(2n + (−2)n − 4n) 1

2
((−2)n + 4n)

(−2)n+1 + 4n (−2)n − 4n 4n
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Proposition 4.1.2. (Formule du binôme)
Soient A,B ∈Mn(K) deux matrices qui commutent alors, pour tout k ∈ N

(A+B)k =
k∑
j=1

Cj
k.A

j.Bk−j où Cj
k =

k!

j!.(k − j)!
.

Preuve.
Montrons par récurrence. c.q.f.d

Lemme 4.1.2. (Cas particulier)
Si la décomposition de Dunford, A = D + N avec D diagonalisable et N nilpotente qui
commutent alors

∀k ∈ N : Ak =
k∑
j=1

Cj
k.N

j.Dk−j.

4.2 Systèmes des suites récurrentes linéaires simultanées
Soient n ∈ N∗, A = (aij) ∈Mn(K) et (α1, α2, . . . , αn) ∈ Kn.

On considère les suites récurrentes linéaires simultanées du 1er ordre à coefficients constants
(x1,k)k∈N, . . . , (xn,k)k∈N définies par :

(E)


∀j ∈ {1, . . . , n} , xj,0 = αj

∀j ∈ {1, . . . , n} , ∀k ∈ N , xj,k+1 =
n∑
i=0

ajixi,k

Il s’agit de calculer les xj,k

En notant Xk =

 x1,k
...

xn,k

,(E) se ramène à :


X0 =

 α1
...
αn


∀k ∈ N , Xk+1 = AXk

On a donc, pour tout k ∈ N, Xk = AkX0. et la détermination de Xk se ramène au calcul de
Ak.

Exercice corrigé 4.2.1.
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Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N les suites réelles définies par : u0 = 0, v0 = 22, w0 = 22

∀n ∈ N ,



un+1 =
1

4
(2un + vn + wn)

vn+1 =
1

3
(un + vn + wn)

wn+1 =
1

4
(un + vn + 2wn)

Calculer un, vn, wn.

Solution.
En effet notons

A =



1

2

1

4

1

4

1

3

1

3

1

3

1

4

1

4

1

2


et pour n ∈ N, Xn =

 un
vn
wn

 On a : ∀n ∈ N, Xn+1 = AXn,donc : ∀n ∈ N, Xn = AnX0

Formons le polynôme caractéristique :

PA(λ) = (1− λ)(
1

12
− λ)(

1

4
− λ)

Puisque A admet trois valeurs propres distinctes et que A est d’ordre 3,alors A diagonalisable.
On calcule les sous espaces propres,on obtient une base {V1, V2, V3} de valeurs propres associés

respectivement à 1,
1

4
,

1

12
: V1 =

 1
1
1

 , V2 =

 1
0
−1

 , V3 =

 3
−8
3



En notant P =

 1 1 3
1 0 −8
1 −1 3

et D =



1 0 0

0
1

4
0

0 0
1

12



On a P−1 =
1

22

 8 6 8
11 0 −11
1 −2 1

,et A = PDP−1
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D’où, pour tout n ∈ N, Xn = AnX0 = PDnP−1X0

et donc pour tout n ∈ N, 
un = 14− 11.4−n − 3.12−n

vn = 14 + 8.12−n

wn = 14 + 11.4−n − 3.12−n

Il est claire que (un)n, (vn)n, (wn)n convergent vers 14.

4.3 Suites récurrentes linéaires à coefficients constants
Soient P ∈ N∗, (a0, . . . , ap−1) ∈ KP . On considère la suite récurrente linéaire à coefficients

constants (un)n∈N définie par :
(u0, . . . , up−1) ∈ Kp

∀n ∈ N, un+p =

p−1∑
i=0

aiun+i = a0un + . . .+ ap−1un+p−1

Il s’agit de calculer un en fonction de n, pour tout n de N.

Notons

A =


0 1 0 . . . 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . . . . 0 1
a0 . . . . . . ap−2 ap−1

 ∈MP (K)

, et pour tout n ∈ N : Xn =


un
un+1
...

un+p−1


On a pour tout n ∈ N :

Xn+1 =


un+1

un+2
...

un+p

 =


0 1 0 . . . 0
... . . . . . . . . . ...
... . . . . . . 0
0 . . . . . . 0 1
a0 . . . . . . ap−2 ap−1




un
un+1
...

un+p−1

 = AXn

On a donc, pour tout n ∈ N, Xn = AnX0 Ainsi le calcul de un se ramène à celui des puissances
de A.

Exercice corrigé 4.3.1.
Calculer un pour tout n de N sachant :{

u0 = 1, u1 = 1, u2 = 1
∀n ∈ N, un+3 = 45un − 39un+1 + 11un+2

ZAGANE Abderrahim 2021



4.3 Suites récurrentes linéaires à coefficients constants 84

Solution.
Notons

A =

 0 1 0
0 0 1
45 −39 11


et formons le polynôme caractéristique :

PA(λ) = −(λ− 3)2(λ− 5).

Donc PA est scindé sur R et les valeurs propres de A sont 3 (double) et 5 (simple).
On calcule les sous espaces propres et on obtient :

E3 = vect(v1), où v1 =

 1
3
9


E5 = vect(v3), où v3 =

 1
5
25


Puisque 3 est valeur propre double et que dimE3 = 1, A n’est pas diagonalisable.

On va trigonaliser A. Cherchons v2 =

 x
y
z

 pour que Av2 = 3v2 + v1.

On a :
Av2 = 3v2 + v1 ⇐⇒

{
y = 3x+ 1
z = 9x+ 6

On peut donc choisir v2 =

 0
1
6


En notant P =

 1 0 1
3 1 5
9 6 25

 et T =

 3 1 0
0 3 0
0 0 5

, on a donc P−1 =
1

4

 −5 6 −1
−30 16 −2

9 −6 1


et A = PTP−1

Une récurrence immédiate montre, pour tout n ∈ N, T n =

 3n n3n−1 0
0 3n 0
0 0 5n



D′où, pour tout n ∈ N :Xn = PT nP−1X0 =

 −4n3n−1 + 5n

−4(n+ 1)3n + 5n+1

−4(n+ 2)3n+1 + 5n+2


Finalement, pour tout n ∈ N, un = −4n3n−1 + 5n.
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4.4 Exponentielle des matrices
Définition 4.4.1.
Mn(K) est un K-espace vectoriel de dimension n2, on peut donc considérer des normes sur
cet espace. Pour tout A ∈Mn(K). on pose ‖A‖ =

∑
1≤i,j≤n

|aij|.

Lemme 4.4.1.
Pour tout A,B ∈Mn(K) on a : ‖A.B‖ ≤ ‖A‖‖B‖

Preuve.

En effet : si A = (aij),B = (bij) et A.B = (cij) , cij =
n∑
k=1

aikbkj

‖AB‖ =
∑
i,j

|cij|

≤
∑
i,j

( n∑
k=1

|aik||bkj|
)

≤
(∑

i,k

|aik|
)(∑

j,k

|bkj|
)

≤ ‖A‖‖B‖

c.q.f.d

Définition 4.4.2.
On dit qu’une suite (Ak)k∈N de Mn(K) converge vers une matrice A, si pour tout i, j la suite
des coefficients ak,ij converge vers le coefficient aij.

Proposition 4.4.1.
Soient (Um) une suite de matrices qui converge vers U et (Vm) une suite de matrices qui
converge vers V . La suite (UmVm) converge vers la matrice UV .

Preuve.
On se donne comme d’habitude ε > 0 ; il existe un entier m0 tel que, pour tout m > m0,on
ait ‖Um − U‖ <

ε

2(ε+ ‖V ‖)
et ‖Vm − V ‖ <

ε

2(‖U‖+ 1)
qui entraine en particulier

‖Vm‖ ≤ ‖Vm − V ‖+ ‖V ‖ < ε+ ‖V ‖ pour m > m0,on a alors

‖UmVm − UV ‖ = ‖(UmVm − UVm) + (UVm − UV )‖
≤ ‖(Um − U)Vm‖+ ‖U(Vm − V )‖
≤ ‖Um − U‖‖Vm‖+ ‖U‖‖Vm − V ‖
≤ ‖Um − U‖(ε+ ‖V ‖) + ‖U‖‖Vm − V ‖
< (ε+ ‖V ‖) ε

2(ε+ ‖V ‖)
+ ‖U‖ ε

2(‖U‖+ 1)
< ε

ce qui démontre la proposition. c.q.f.d
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Exemple 4.4.1.
Si une suite (Um) de matrices inversibles converge vers une matrice U et que la suite des
inverses (U−1m ) converge vers une matrice V , la matrice U est inversible d’inverse V .

La construction d’une série qui converge vers le produit des sommes de deux séries conver-
gentes

∑
Uk et

∑
Vk est plus délicate.

Proposition 4.4.2.
Soient

∑
Uk et

∑
Vk des séries de matrices absolument convergentes de sommes respectives

Uet V .la série de terme générale

Wk = U0Vk + U1Vk−1 + ....+ UkV0

est absolument convergente de somme UV .

Preuve.
on remarque que

m∑
k=0

‖Wk‖ =
∑

0≤i+j6m

‖UiVj‖

≤
∑

0≤i+j6m

‖Ui‖‖Vj‖

≤
( m∑
i=0

‖Ui‖
)( m∑

j=0

‖Vj‖
)

≤
( +∞∑
i=0

‖Ui‖
)( +∞∑

j=0

‖Vj‖
)

Puisque les séries
∑
‖Ui‖ et

∑
‖Vj‖ sont convergentes. les sommes partielles de la série à

termes positifs
∑
‖Wk‖ sont majorées ; elle est donc convergente, de sorte que la série

∑
Wk

est absolument convergente. pour calculer sa somme, on regarde la différence

‖
2m∑
k=0

Wk − (
m∑
i=0

Ui)(
m∑
i=0

Vj)‖ = ‖
∑

i+j≤2m,i>m ou j>m

UiVj‖

≤
∑

0≤i+j6m

‖Ui‖‖Vj‖

≤ (
2m∑
i=0

‖Ui‖)(
2m∑
i=0

‖Vj‖)− (
m∑
i=0

‖Ui‖)(
m∑
i=0

‖Vj‖

Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque m tend vers +∞, et que la limite de la suite

((
m∑
i=0

Ui)(
m∑
j=0

Vj)) est UV par la Proposition 4.4.1, on en déduit que la série de terme générale

Wk est convergente de somme UV .
c.q.f.d
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Proposition/Définition 4.4.1.

Pour toute matrice A ∈Mn(K), la série :
∞∑
k=0

Ak

k!
converge dans Mn(K).

On note : expA = eA sa limite est dite la matrice exponentielle de A.

Preuve.
Il suffit de démontrer que les séries de coefficients convergent. Or pour tous i,j on a :

∞∑
k=0

∣∣∣aki,j
k!

∣∣∣ ≤ ∞∑
k=0

∣∣∣∣‖Ak‖k!

∣∣∣∣
≤

∞∑
k=0

‖A‖k

k!

≤ e‖A‖

≤ ∞

Donc pour tous i, j la série
∞∑
k=0

Aki,j
k!

converge dans K.

c.q.f.d

Exemple 4.4.2.
Soit matrice diagonale

M =


λ1 0 . . . 0

0 λ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 λn


Alors

eM =


eλ1 0 . . . 0

0 eλ2
. . . ...

... . . . . . . 0
0 . . . 0 eλn


Proposition 4.4.3.
Si M,N ∈Mn(K) sont des matrices carrées qui commutent c’est -à-dire M.N = N.M , on a

eM+N = eM .eN = eN .eM

Preuve.
On utilise la formule du binôme

(M +N)k =
k∑
j=0

Cj
kM

k−j.N j =
k∑
j=0

k!

(k − j)!.j!
.Mk−j.N j
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De sorte que

e(M+N) =
∞∑
k=0

(M +N)k

k!
=
∞∑
k=0

( k∑
j=0

Mk−j

(k − j)!
N j

j!

)
.

On retrouve la série dont la Proposition 4.4.2 nous dit qu’elle converge vers

( ∞∑
i=0

M i

i!

)
.
( ∞∑
j=0

N j

j!

)
c.q.f.d

Corollaire 4.4.1.
Si M ∈Mn(K) est une matrice carrée, eM est inversible d’inverse e−M .

Preuve.
Il suffit d’appliquer la Proposition 4.4.3 à M et −M . c.q.f.d

Proposition 4.4.4.
Si M,N ∈ Mn(K) sont des matrices carrées semblables c’est -à-dire qu’il existe une matrice
inversible P telle que N = P−1.M.P , alors eM et eN sont semblables.plus précisément

eN = eP
−1.M.P = P−1.eM .P

Preuve.
Il suffit de remarquer que pour tout k ∈ N

Nk = (P−1.M.P )k = (P−1.M.P )(P−1.M.P ) . . . (P−1.M.P ) = P−1.Mk.P.

De sorte que
m∑
k=0

Nk

k!
=

m∑
k=0

(P−1.M.P )k

k!
= P−1.

( m∑
k=0

Mk

k!

)
.P.

Il suffit alors de faire tendre m vers +∞ en utilisant la Proposition 4.4.1 pour conclure.
c.q.f.d

Proposition 4.4.5.
Soit D un sous ensemble de R, soient F : D → Mm×n(C) et G : D → Mn×p(C) des
fonctions à valeurs matricielles, admettant des limites en un point t0 de D. Alors la fonction
FG : D →Mm×p(C) qui à tout t associe F (t).G(t) a une limite en t0 et

lim
t→t0

(F (t).G(t)) = (lim
t→t0

F (t)).( lim
t→t0

G(t)).

Preuve.
La démonstration est tout-à-fait analogue à la démonstration pour les fonctions à valeurs
réelles (voir aussi la démonstration de la Proposition 4.4.1).

c.q.f.d
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Proposition 4.4.6.
Soit D un sous ensemble de R, soient F : D →Mm×n(C) et G : D →Mn×p(C) des fonctions
à valeurs matricielles, définies au voisinage d’un point t0 de D et dérivable en ce point. Alors
la fonction FG : D →Mm×p(C) qui à tout t associe F (t).G(t) est dérivable en t0 et

(F.G)′(t0) = F ′(t0).G(t0) + F (t0).G
′(t0).

Preuve.
Il s’agit de trouver la limite du taux d’accroissement

δ(t) =
F (t).G(t)− F (t0).G(t0)

t− t0
.

Lorsque t tend vers t0. On l’écrit

δ(t) =
F (t).G(t)− F (t0).G(t) + F (t0).G(t)− F (t0).G(t0)

t− t0

=
F (t)− F (t0)

t− t0
.G(t) + F (t0).

G(t)−G(t0)

t− t0
.

Qui grâce à la Proposition 4.4.5 tend vers F ′(t0).G(t0) + F (t0).G
′(t0) lorsque t tend vers t0.

c.q.f.d

Lemme 4.4.2.
Soit M une matrice carrée d’ordre n ∈ N, on a

‖eM − In −M‖ ≤ ‖M‖2e‖M‖.

Preuve.

On a eM − In −M =
∞∑
k=2

Mk

k!
cette série est bien sûr toujours absolument convergente.

‖eM − In −M‖ ≤
∞∑
k=2

‖Mk‖
k!

=
∞∑
k=0

‖Mk+2‖
(k + 2)!

≤ ‖M‖2
∞∑
k=0

‖Mk‖
(k + 2)!

≤ ‖M‖2
∞∑
k=0

‖Mk‖
(k)!

= ‖M‖2e‖M‖.

c.q.f.d
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Proposition 4.4.7.
Soit M ∈Mn(K) une matrice carrée. La fonction

: R → Mn(K)

M 7→ etM

est dérivable sur R de dérivée en t0 la matrice Met0M = et0MM .

Preuve.
Il s’agit de montrer que le rapport

etM − et0M

t− t0
−Met0M =

etM − et0M − (t− t0)Met0M

t− t0
.

Tend vers 0 quand t tend vers t0. Puisque t0M et (t−t0)M commutant, on a par la Proposition
4.4.3

etM = e(t−t0)M+t0M

= e(t−t0)Met0M .

Posons t− t0 = α on a

etM − et0M − (t− t0)Met0M = e(t−t0)Met0M − et0M − (t− t0)Met0M

= (eαM − In − αM)et0M .

Le Lemme 4.4.2 appliqué à la matrice αM entraîne

‖etM − et0M − (t− t0)Met0M‖ ≤ ‖(eαM − In − αM)et0M‖‖et0M‖
≤ α2‖M‖2e|α|‖M‖‖et0M‖

etM − et0M − (t− t0)M.et0M

t− t0
≤ α‖M‖2e|α|‖M‖‖et0M‖.

Or la fonction réelle de α au membre de droite tend vers 0 quand α tend vers 0, cela démontre
la proposition. c.q.f.d

4.5 Systèmes différentiels linéaires du premier ordre
Définition 4.5.1.
On appelle système différentiel linéaire homogène à coefficients constants un système de la
forme : 

x′1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + . . .+ a1nxn(t)
x′2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + . . .+ a2nxn(t)
...
x′n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + . . .+ annxn(t)

(SH)
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où aij ∈ K, et les inconnues xi sont des fonctions dérivables sur un intervalle J de R.
On utilise la notation abrégée

d

dt
X(t) = AX(t) (SH)

Où A = (aij)1≤i,j≤n ∈Mn(K) une matrice constante et X(t) =


x1(t)
x2(t)
...

xn(t)



et on note
d

dt
X(t) = X ′(t) =


x′1(t)
x′2(t)
...

x′n(t)

.

Les exponentielles de matrices permettent de résoudre le système (SH).

Théorème 4.5.1.
Les solution du système homogène (SH) sont les fonction de la forme t 7→ etAX0, X0 est un
vecteur colonne quelconque de Kn.

Preuve.
Montrons d’abord que toute fonction de type X(t) = etAX0 est solution de (SH), il s’agit de
calculer la dérivée de X en tout point t.
On utilise la Proposition 4.4.7, nous avons X ′(t) = A.etA.X0 alors X ′(t) = AX(t).
Réciproquement : montrons que toute solution X de (SH) est de cette forme.
En dérivant la fonction Y : t 7−→ e−tAX(t) on trouve : Y ′(t) = −e−tAX(t) + e−tAX ′(t) = 0,
la fonction Y est donc constante égale à sa valeur en 0, soit X(0) de sorte que X(t) = etAX0

pour tout t. c.q.f.d

Corollaire 4.5.1.
Soient X0 un vecteur de Kn et t0 un réel, la fonction X(t) = e(t−t0)AX0 est l’unique solution
de (SH) qui vérifie X(t0) = X0.

Preuve.
La fonction X peut aussi s’écrire X(t) = etA(e−t0AX0), elle est donc solution de (SH) par le
Théorème 4.5.1, car e−t0AX0 est un vecteur colonne quelconque de Kn, et elle vérifie bien sûr
X(t0) = X0.
Réciproquement : si Y est une solution vérifiant Y (t0) = X0 la fonction t 7−→ Y (t + t0) est
encore solution et prend la valeur X0 en 0 c’est-à-dire pour t = 0, Y (t + t0) = Y (t0) = X0,
par le Théorème 4.5.1, elle est égale à t 7−→ exp(tA)X0, d’où le corollaire. c.q.f.d

Remarque 4.5.1.
1) Soit X ′(t) = AX(t) un système différentiel linéaire où X(t), X ′(t) et A dans une base B
de Kn. Soit B′ une autre base de Kn, telle que P est la matrice de passage de B à B′. Alors
la matrice M = P−1AP dans B′, X(t) = PY (t) et X ′(t) = PY ′(t) où Y (t) et Y ′(t) dans la
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base B′. On a

X ′(t) = AX(t) ⇔ PY ′(t) = APY (t)

⇔ Y ′(t) = P−1APY (t)

⇔ Y ′(t) = MY (t)

⇔ Y (t) = eMY0

⇔ X(t) = PeMY0.

où Y0 la condition initiale dans B′.
2) Si A est diagonalisable ou trigonalisable ou possède une réduite de Jordan alors M est
diagonale ou triangulaire ou de Jordan respectivement.

Théorème 4.5.2. (Cas d’une matrice diagonalisable sur R )
Soit A ∈ Mn(R) une matrice diagonalisable, on note les λ1, . . . , λn ses valeurs propres
(comptées avec leur multiplicités) et soit {v1, . . . , vn} une base de Kn formée de vecteurs
propres de A associées à λ1, . . . , λn les solution de (SH) sont les fonction de la forme :

X(t) = α1e
tλ1v1 + α2e

tλ2v2 + . . .+ αne
tλnvn,

où α1, α2, . . . , αn sont des constantes arbitraires.

Preuve.
La condition initiale X0 décompose en X0 = α1v1 + α2v2 + . . .+ αnvn où si P est la matrice
de passage de la base canonique de Rn à la basse {v1, v2, . . . , vn} on à

X0 = P

 α1
...
αn

 .

Nous avons d’autre part, D = P−1AP , où D est la matrice diagonale de termes diagonaux
λ1, . . . , λn donc :

X ′(t) = A.X(t) ⇔ X(t) = etAX0

⇔ X(t) = P.etD.P−1X0

⇔ X(t) = PetD

 α1
...
αn


⇔ X(t) = P

 α1e
tλ1

...
αne

tλn


⇔ X(t) = α1e

tλ1v1 + α2e
tλ2v2 + . . .+ αne

tλnvn.

c.q.f.d
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Remarque 4.5.2.
Autrement dit, l’ensemble des solutions du système (SH) est K- espace vectoriel de dimension
n et {eλ1tV1, eλ2tV2, . . . , eλntVn} forment une base de cet espace.

Exercice corrigé 4.5.1.
Résoudre le système différentiel suivant :

x′(t) = −8y(t) + 6z(t)
y′(t) = −x(t)− 8y(t) + 7z(t)
z′(t) = x(t)− 14y(t) + 11z(t)

(S)

Solution.

On pose A =

 0 −8 6
−1 −8 7
1 −14 11

 et X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)


Donc (S)⇔ X ′(t) = A.X(t), qui est un système homogène.
Le polynôme caractéristique est PA(λ) = −(λ− 2)(2 + λ)(λ− 3)
Donc A admet trois valeurs propres distinctes {−2, 2, 3} alors elle est diagonalisable sur R.
Les sous espaces propres E−2 = vect(v1), E2 = vect(v2), E3 = vect(v3) où

v1 =

 1
1
1

 , v2 =

 1
2
3

 , v3 =

 2
3
5

 .

Donc la solution générale est de la forme

X(t) = α1e
−2tv1 + α2e

2tv2 + α3e
3tv3 =

 α1e
−2t + α2e

2t + 2α3e
3t

α1e
−2t + 2α2e

2t + 3α3e
3t

α1e
−2t + 3α2e

2t + 5α3e
3t

 ,

où (α1, α2, α3) ∈ R3.

Théorème 4.5.3. (Cas d’une matrice diagonalisable sur C mais pas sur R)
Si A ∈ Mn(R) est diagonalisable dans C et pas sur R, il suffit dans la familles génératrice
des solutions de remplacer pour les valeurs propres non réelles αe(λt)v + βe(λt)v par :
αRe(e(λt)v) + βIm(e(λt)v) avec (α, β) ∈ R2.

Preuve.
Comme A une matrice réelle si λ ∈ C est une valeur propre de A, alors λ est aussi une valeur
propre de A. Si v un vecteur propre associé à λ, alors v est un vecteur propre associé à la
valeur propre λ.
Pour le couple de la valeur propre (λ, λ) on à

e(λt)v = Re(e(λt)v) + iIm(e(λt)v) , e(λt)v = Re(e(λt)v)− iIm(e(λt)v).

Donc

vect
(
e(λt)v, e(λt)v

)
= {αe(λt)v + βe(λt)v, α, β ∈ C}
= {α

(
Re(e(λt)v) + iIm(e(λt)v)

)
+ β

(
Re(e(λt)v)− iIm(e(λt)v)

)
}

= {(α + β)Re(e(λt)v) + (iα− iβ)Im(e(λt)v)}
= vect

(
Re(e(λt)v), Im(e(λt)v)

)
.
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Comme Re(e(λt)v) et Im(e(λt)v) sont deux solutions du système différentiel sur R, forment
une famille libre. c.q.f.d

Exercice corrigé 4.5.2.
Résoudre le système différentiel suivant :

x′(t) = x(t) + y(t)
y′(t) = −x(t) + 2y(t) + z(t)
z′(t) = x(t) + z(t)

(S)

Solution.
On pose

A =

 1 1 0
−1 2 1
1 0 1


et X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 où x, y et z sont des fonctions de t.

alors
(S)⇔ X ′(t) = AX(t)

Le polynôme caractéristique est PA(λ) = (2− λ)(λ2 − 2λ+ 2)
Les valeurs propres de A : {(λ1 = 2, λ2 = 1 + i, λ2 = 1 − i} sont simples dans C alors A est
diagonalisable sur C.
Les sous espaces propres Eλ1 = vect(u), Eλ2 = vect(v),Eλ2 = vect(v) où

u =

 1
1
1

 , v =

 i
−1
1

 , v =

 −i−1
1


Les solutions X(t) sur C de la forme :

X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)


= αe2t

 1
1
1

+ βe(1+i)t

 i
−1
1

+ γe(1−i)t

 −i−1
1


= αe2t

 1
1
1

+ βeteit

 i
−1
1

+ γete−it

 −i−1
1


= αe2t

 1
1
1

+ βet

 − sin t+ i cos t
− cos t− i sin t
cos t+ i sin t

+ γet

 − sin t− i cos t
− cos t+ i sin t
cos t− i sin t

 .

Les solutions X(t) sur R de la forme

X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 = αe2t

 1
1
1

+ bet

 − sin t
− cos t
cos t

+ cet

 cos t
− sin t
sin t

 ,
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avec α, b et c dans R.

Définition 4.5.2.
On appelle système différentiel avec seconde membre à coefficients constantes tout système de
la forme :

x′1(t) = a11x1(t) + a12x2(t) + . . .+ a1nxn(t) + b1(t)
x′2(t) = a21x1(t) + a22x2(t) + . . .+ a2nxn(t) + b2(t)
...
x′n(t) = an1x1(t) + an2x2(t) + . . .+ annxn(t) + bn(t)

(S)

où aij ∈ K, et les inconnues xi sont des fonctions dérivables sur l’ intervalle I. bi(t) sont des
fonctions continues sur I, où I intervalle de R.
On écrit sous la forme

(S)⇔ d

dt
X(t) = AX(t) +B(t) , B(t) =


b1(t)
b2(t)
...

bn(t)

 .

Remarque 4.5.3.
Les solutions du système (S) s’obtiennent en ajoutant à la solution générale de (SH) une
solution particulière de (S).
Pour calculer une solution particulière de (S), on peut appliquer la méthode de variation de
la constante, qui consiste à chercher une solution particulière sous la forme X(t) = etAC
où C(t) est une fonction inconnue dérivable sur I à déterminer, on obtient alors le système
différentiel C ′(t) = e−tAB(t). et il suffit de calculer n primitives pour obtenir une solution.
Si A est diagonalisable,alors A = PDP−1, on pose alors X = PY donc

(S) ⇔ PY ′(t) = A.P.Y (t) +B(t)

⇔ Y ′(t) = P−1A.P.Y (t) + P−1.B(t)

⇔ Y ′(t) = D.Y (t) + P−1.B(t)

On pose Y (t) =


y1(t)
y2(t)
...

yn(t)

 et Γ(t) = P−1B(t) =


γ1(t)
γ2(t)
...

γn(t)


A partir d’ici on peut faire la méthode de la variation de la constante en cherchant une
solution de la forme Y (t) = etD.C(t) donc C ′(t) = e−tDΓ(t).Alors

(S)⇔


y′1(t) = λ1y1 + γ1(t)
y′2(t) = λ2y2 + γ2(t)

...
y′n(t) = λnyn + γn(t)

et trouver une solution particulière de chaque équation.
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Exercice corrigé 4.5.3.
Résoudre le système différentiel suivant :{

x′1(t) = −x1(t) + 3x2(t) + et

x′2(t) = −2x1(t) + 4x2(t)
(S)

Solution.
On pose

A =

(
−1 3
−2 4

)
, X(t) =

(
x1(t)
x2(t)

)
et B(t) =

(
et

0

)
1) La solution général de (SH) où (SH)⇔ X ′(t) = A.X(t)
Le polynôme caractéristique PA(λ) = (λ− 1)(λ− 2)
Comme les valeurs propres λ1 = 1 et λ2 = 2 sont simples dans R alors A est diagonalisable
dans R.
Les sous espaces propres Eλ1 = vect(v1) , Eλ2 = vect(v2) où v1 =

(
3
2

)
, v2 =

(
1
1

)
A = P.D.P−1 avec P =

(
3 1
2 1

)
et D =

(
1 0
0 2

)
Posons Y = P−1X on à Y ′ = P−1X ′ et donc X ′ = A.X ⇔ Y ′ = D.Y

Si : Y =

(
y1
y2

)
alors

Y ′ = DY ⇔
{
y′1 = y1
y′2 = 2y2

⇔
{
y1(t) = c1e

t

y2(t) = c2e
2t c1, c2 ∈ R

X = PY =

(
3c1e

t + c2e
2t

2c1e
t + c2e

2t

)
= c1

(
3et

2et

)
+ c2

(
e2t

e2t

)
, c1, c2 ∈ R

X(t) = c1X1(t) + c2X2(t) où X1(t) =

(
3et

2et

)
et X2(t) =

(
e2t

e2t

)
2) La solution particulière de (S)
X(t) = c1(t)X1(t) + c2(t)X2(t) avec c1, c2 fonctions dérivables
X ′(t) = AX +B(t)⇔ c′1(t)X1(t) + c′2(t)X2(t) = B(t){

3c′1(t)e
t + c′2(t)e

2t = et

2c′1(t)e
t + c′2(t)e

2t = 0
⇔
{
c′1(t) = 1
c′2(t) = −2e−t

⇔
{
c1(t) = t
c2(t) = 2e−t

Donc X(t) =

(
(3t+ 2)et

(2t+ 2)et

)
est une solution particulière de (S).

3) La solution générale :

X(t) = c1

(
3et

2et

)
+ c2

(
e2t

e2t

)
+

(
(3t+ 2)et

(2t+ 2)et

)
, c1, c2 ∈ R.

X(t) =

{
x1(t) = 3c1e

t + c2e
2t + (3t+ 2)et

x2(t) = 2c1e
t + c2e

2t + (2t+ 2)et , c1, c2 ∈ R.
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Exercices
Exercice 4.5.1.
On considère la matrice

A =

 −4 −6 0
3 5 0
3 6 5


1) Déterminer les valeurs propres de A.
2) En déduire que A est diagonalisable.
3) Déterminer une matrice D diagonale et une matrice inversible P telle que

D = P−1AP .
4) Calculer An, n ∈ N∗.

Exercice 4.5.2.
Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N des suites réelles définies par
u0 = 1, v0 = w0 = 0 et pour tout n ∈ N

un+1 = 2un + 4wn
vn+1 = 3un − 4vn + 12wn
wn+1 = un − 3vn + 5wn

Déterminer un, vn et wn.

Exercice 4.5.3.
On considère la suite (un)n∈N définie par la donnée de u0, u1 et la relation de récurrence
suivante, pour n ∈ N :

un+2 = (1 + a)un+1 − aun, a ∈ R.

1) Déterminer la matrice A telle que Un+1 = A.Un où Un =

(
un
un+1

)
.

2) Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ?
3) Lorsque A est diagonalisable, calculer An pour n ∈ N.
4) En déduire un en fonction de n.

Exercice 4.5.4.
Résoudre dans M3(R) l’équation X2 = A où

A =

 3 0 0
8 4 0
5 0 1


Exercice 4.5.5.
Soient (un)n∈N, (vn)n∈N, (wn)n∈N des suites réelles définies par, pour tout n ∈ N

un+1 = 2un + wn
vn+1 = vn − wn
wn+1 = 2vn + 4wn

Déterminer un, vn et wn en fonction de n et u0, v0, w0.
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Exercice 4.5.6.
Résoudre le système différentiel suivant :

x′(t) = y(t) + z(t)
y′(t) = x(t)
z′(t) = x(t) + y(t) + z(t)

Exercice 4.5.7.
Résoudre le système différentiel suivant :

x′(t) = 2x(t)− y(t) + 2z(t)
y′(t) = 10x(t)− 5y(t) + 7z(t)
z′(t) = 4x(t)− 2y(t) + 2z(t)

Exercice 4.5.8.
On considère la matrice

A =

 2 0 1
1 1 0
−1 1 3


on pose

X(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 .

1) Déterminer le polynôme caractéristique de A.
2) Montrer que A n’est pas diagonalisable.
3) Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.

4) Résoudre le système différentiel :
dX

dt
(t) = A.X(t)

5) préciser la solution vérifiant : X(0) =

 1
1
1

 et
dX

dt
(t) = A.X(t)
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