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Introduction

Ce polycopié présente les notions fondamentales de 1’algeébre linéaire. Il est destiné aux
étudiants de la Licence de Mathématiques.

Le contenu de ce polycopié regroupe le programme enseigné de 2¢™¢ année licence mathé-
matiques. Il est rédigé sous forme de cours détaillés avec des exercices résolus. Il est présenté
avec un style tres simple qui permet aux étudiants une compréhension trés rapide.

L’organisation générale de ce polycopié est décomposé en (quatre) chapitres.

Dans le premier chapitre nous étudions rapidement les notions de base suivantes liés au
I’algébre général : lois de compositions internes, groupes, groupes symétriques, anneaux, corps.
Ces notions ont été illustrées par des exemples et exercices résolus et a la fin du chapitre,
nous suggérons une série d’exercices non résolus.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les notions de base suivantes : espaces vecto-
riels, applications linéaires et matrices, déterminants. Nous proposons tout au long du chapitre
des exemples et exercices résolus et a la fin du chapitre, nous suggérons une série d’exercices
non résolus.

Dans le troisiéme chapitre nous aborderons la réduction des endomorphismes d’espaces
vectoriels de dimension finie. Nous présentons les notions suivantes : un rappels sur les po-
lynomes, éléments propres, diagonalisation, trigonalisation, polynémes d’endomorphisme, ré-
duction de Jordan. Tout en donnant quelques exemples et exercices résolus bien détaillés et
une autre série d’exercices non résolus.

Dans le quatriéme chapitre nous donnons des application de la réduction des endomor-
phismes et des matrices et nous aborderons les éléments suivantes : calcul des puissances
d’une matrice carrée, systémes des suites récurrentes linéaires, suites récurrentes linéaires a
coefficients constants, exponentielle des matrices, systémes différentiels linéaires du premier
ordre. Tout en donnant quelques exemples et exercices résolus bien détaillés.

Pour approfondir la compréhension, nous donnons a la fin de chaque chapitre une série
des exercices non résolus de degré de difficulté différente.
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CHAPITRE 1

Généralité sur |'algebre générale

Sommaire
1.1 Lois de compositions internes . . . . .. ... ... ......... 5
1.1.1 Loi de composition interne . . . . . . . . ... ... ... ... )
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1.1.3 Elément neutre - éléments inversibles . . . . . .. . .. ... ... 6
1.2 Groupes . . . . v v v v ittt e e e e e e e e e e e e e e e e 8
1.2.1 Sous-groupes . . . . ... 8
1.2.2  Homomorphismes de groupes . . . . . . . . .. .. ... ... ..., 9
1.2.3  Sous-groupes engendrés . . . . ... Lo 10
1.2.4  Sous-groupes distingués . . . . . .. .. oL 11
1.2.5 Groupe opérant sur un ensemble . . . . . ... ... 15
1.3 Groupe symétrique . . . . . . . .. 00 e e e e e e e e 15
1.3.1 Groupe des permutations . . . . . ... ... L. 15
1.3.2  Cycles et transpositions . . . . . . . . ... ... L. 17
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Exercices . . . . . . . o e e e e e e e e 24

Dans ce chapitre nous allons étudier rapidement les notions de base suivantes liés au

I’algébre général : lois de compositions internes, groupes, groupes symétriques, anneaux, corps.
ces notions intervient dans la plupart des disciplines mathématiques. Ainsi ces notions sera
indispensable a I’étude I’algébre linéaire (espaces vectoriels, applications linéaires et matrices,

réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension finie).
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1.1 Lois de compositions internes 5

1.1 Lois de compositions internes

1.1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1.1.
Une opération interne, ou lov de composition interne, sur un ensemble E est une application

ExE — E

St E-munt d’une loi de composition interne notée T, alors pour tous x,y € E onaxTy € F.

Exemples 1.1.1.

1) Dans E = N,Z,Q,R ou C, les lois de compositions internes définies par ’addition et la
multiplication.

2) Dans l’ensemble des applications F(E) de E dans lui-méme, la loi de composition o des
applications de E dans lui-méme est une loi de composition interne i.e.

o: F(E)x F(E) — F(E)
(fig) = fog

3) Le produit scalaire <,> des vecteurs de R n’est pas une loi de composition interne. Rap-
pelons que le produit scalaire <,> sur R? est défini par

< X,Y >= r1Y1 + T2Y2 + T3ys € R

pour tous X = (x1,x9,23) et Y = (y1,Y2,Y3)-

4) Le produit vectoriel des vecteurs de R? est une loi de composition interne. Rappelons que
le produit vectoriel A\ sur R® est défini par

L2Y3 — L3Y2
XANY = T3Yy1 — T1Ys3 S ]R:g

T1Y2 — T1Y2
pour tous X = (z1,x9,23) et Y = (y1,Y2,Y3).

Définition 1.1.2.

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne T. On dit qu’une partie A de E
est stable par T si, pour chaque x,y € A on a xTy € A.

Exemples 1.1.2.

1) N et Z sont des parties stables de R pour laddition et la multiplication.

2) L’ensemble des nombres irrationnels n’est pas stable pour la multiplication de R i.e. La
multiplication de deux mombres irrationnels n’est pas toujours un nombre irrationnel.

3) L’ensemble des bijections de R n’est pas stable dans F(R) pour laddition des applications.

JAGANE Abderrahim 2021




1.1 Lois de compositions internes 6

1.1.2 Associativité - commutativité

Définition 1.1.3.
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne T .

i) On dit que T est une loi associative sur E si
(xTy)Tz=xT(yT=z)

pour tous x,y,z € E.

i1) On dit que T est une loi commutative si
rly=ylx
pour tous x,y € E.

Exemples 1.1.3.

1) Les lois d’addition et de multiplications sur les ensembles de nombres N, 7, Q,R et C sont
associatives et commutatives.

2) La composition des applications est associative mais n’est en général pas commutative.

3) Le produit vectoriel des vecteurs de R® n’est ni associative ni commutative.

Remarques 1.1.1.

1) On définit par récurrence le composé d’un n-uplet (z1,xs,...,x,) (n entier n > 1) d’élé-
ments de E en posant :

o TaoT . Te, = (e Tag) T )T, )T,
On a alors :
ryTao T Ty = (T . Ta) T(za T Tay,)

2) Lorsque x est un élément de E et n un entier tel que n > 1 on note :

i) Avec une loi associative notée multiplicativement, x" le produit de n facteurs tous égaux
rie z"=zxr...T.

i1) avec une loi associative notée additivement, nx la somme de n facteurs tous égaux a x i.e.
nc=x+x+...+x.

1.1.3 Elément neutre - éléments inversibles

Définition 1.1.4.
Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne T. On dit qu’un élément e de K
est une identité ou un élément neutre pour la lot de composition interne T si,

elr=xTe=x

pour tout v € E.

JAGANE Abderrahim 2021




1.1 Lois de compositions internes 7

Proposition 1.1.1.
St une loi de composition interne sur un ensemble E a un élément neutre, alors cet élément
neutre est unique.

Preuve.
Soient e, ¢’ deux éléments neutres, alors : e =eTe' = Te=¢. c.q.f.d

Exemples 1.1.4.

1) L’élément neutre de l’addition sur ’ensemble des nombres entiers (rationnels, réels, complexes)
est 0.

2) L’élément neutre de la multiplication sur l’ensemble des nombres entiers (rationnels, réels,
complexes) est 1.

3) L’élément neutre de l'addition sur l’ensemble des vecteurs de R" est le vecteur nul (dont

toutes les coordonnées sont 0).

Remarques 1.1.2.

1) Lorsqu’il existe, I’élément neutre d’une loi de composition interne notée additivement (resp.
multiplicativement) est noté 0 (resp. 1).

2) Lorsqu’une loi de composition interne est notée additivement (resp. multiplicativement) et
si elle possede un élément neutre on convient de poser, pour chaque élément x de E, Oz =0
(resp. ¥ = 1).

3) Lorsqu’une loi de composition interne associative est notée multiplicativement qui posséde
un élément neutre 0 ; alors on a : mx +nx = (m+n)x et m(nx) = (mn)x, pour tout x de E
et tous entier n,m = 0.

4) Lorsqu’une loi de composition interne associative est notée multiplicativement qui posséde
un élément neutre 1; alors on a : x™x™ = ™" et (™) = ™", pour tout x de E et tous
entier n,m = 0.

Définition 1.1.5.
Soit E un ensemble muni d’une lot de composition interne T qui a un élément neutre e. On
dit qu’un élément ©' de E est symétrique d’un élément x de E si

272 =2'To =e.
Un élément est dit symétrisable s’il posséde un symétrique.

Remarques 1.1.3.
1) En notation additive, on dit qu’un élément x' de E est opposé a un élément x de E si
r+2' =2'+x=0, dans ce cas ' noté —x.

2) En notation multiplicative, on dit qu’un élément ©' de E est inverse a un élément x de E

si zx' = 2'x =1, dans ce cas x' noté x7 1.

Proposition 1.1.2.
St une loi de composition interne est associative sur un ensemble E a un élément neutre,
alors lorsqu’il existe, le symétrique d’un élément est unique.

JAGANE Abderrahim 2021




1.2 Groupes 8

Preuve.
Soit e un élément neutre d’une loi de composition interne et associative | sur un ensemble
E. Si pour tout x € E, x admis deux symétriques z’ et x”, alors
¥=2Te=2T(xTa")=(2'Tax)Ta" =eTaz" =2". c.q.f.d

Proposition 1.1.3.

Soit E un ensemble muni d’une loi de composition interne T qui a un élément neutre e. St x
et y sont symétrisables avec x' et y' pour symétrique respectif, alors xTy est symétrisable et
son symétrique est y' Ta'.

Preuve.
Ona: (zTy)TWTa)=aT(yTy)Ta' =aTeTa' =aTa' =e.
YT T(2xTy) =y T(@Ta)Ty=y'TeTy=yTy =e. c.q.f.d

1.2 Groupes

1.2.1 Sous-groupes

Définition 1.2.1.
On appelle groupe, tout ensemble non vide G muni d’une loi de composition interne notée T
tel que :

1) T est associative, i.e. xT(yTz) = (zTy)Tz pour tous x,y,z € G.

2) T posséde un élément neutre e, i.e. tTe=eTx =z pour tout z € G.

3) Tout élément de G est symétrisable, i.e. pour tous v € G il existe ' € G tel que

xT2x =2'Te =e.

On écrit (G, T) un groupe.
Si de plus T est commutative, on dit que (G, T) un groupe commutatif.

Dans ce qui suit, la loi de composition interne T est notée multiplicativement, on note
souvent avec la méme lettre le groupe et I’ensemble de ses éléments.
Exemple 1.2.1.
1) Z, Q et R sont des groupes commutatifs muni de [’addition.
2) Q, R* et C* sont des groupes commutatifs muni de la multiplication.
Définition 1.2.2.
Soit G un groupe. Une partie non vide H de G est un sous-groupe de G si et seulement si
1) xzy € H, pour tous x,y € H,
2) 7' € H, pour tous z,y € H.

Exemple 1.2.2.
(Z,+) est un sous-groupe de (R, +).

JAGANE Abderrahim 2021




1.2 Groupes 9

Proposition 1.2.1.
Soit H une partie non vide d’un groupe G, alors :
H est un sous-groupe de G si et seulement si xy~* € H pour tous x,y € H.

Preuve.
1) Supposons que : H est un sous-groupe de G, alors pour tous x,y € H.
H
{ 5%166 7= xy~! € H pour tous z,y € H.

2) Réciproquement, supposons que : pour tous z,y € H : xy~* € H. Si x = e alors :

ecy =y leH,

exy=z(y ')l eH,

d’ott H est un sous-groupe de G. c.q.f.d

Définition 1.2.3.
Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On dit que H est un sous-groupe propre de G si et

seulement si H # {e} et H # G.

1.2.2 Homomorphismes de groupes

Définition 1.2.4.
Soient G et G' deux groupes.

1) Une application f : G — G’ est appelée un homomorphisme ( morphisme ) de groupes si,
f(zy) = f(z)f(y) pour tous z,y € G.

2) Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de groupes.

3) Si G =G, on dit que f est un endomorphisme, et si f est bijective, on dit que f est un
automorphisme.

4) L’ensemble des automorphismes de G noté Aut(G).

Exemple 1.2.3.

f-(R,+) — R
x = flx)=¢€"

est un isomorphisme de groupes.

Proposition 1.2.2.
Soit G un groupe, alors :

1) Aut(G) est un groupe.
2) Sia € G, Uapplication

fo:G — G
X = fiz)=ava™?

est un automorphisme de G.
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1.2 Groupes 10

3) L’application :

6:G — Aut(G)
a — ¢(a) = fu(z)

est un homomorphisme.

Preuve.
1) C’est évident.
2) Si a € G, alors pour tous z,y € G, on a

i) falzy') = a(zy)a™ = ava~laya™" = fo(2)fu(y)
it) Pour tout y € G,z € G : y = f,(x)
y=folr) e y=aral ©x=alya €q.

D’ou f, € G.

3) Pour tous a,b,x € G, on a

p(ab)(z) = fu(z) = (ab)x(ab)™' = abrbla™ = a(fy(z))a™"
= Jallo(@)) = fao fo(z) = ¢(a) o (b)(x
Dot ¢(ab) = ¢(a) o ¢(b). c.q.f.d
Définition 1.2.5.

Soient G et G' deux groupes et f : G — G' un homomorphisme de groupes.

i) On appelle noyau de f l’ensemble noté ker f = {x € G : f(x) = €'} ou € est I’élément
neutre de G'.

i1) On appelle image de f Uensemble noté Im f = {f(x) € G':x € G}.

Remarque 1.2.1.
ker f et Im f sont des sous-groupes respectifs de G et G'.

1.2.3 Sous-groupes engendrés

Définition 1.2.6.
Soit A une partie non vide d’un groupe G. On appelle sous-groupe engendré par A, le plus
petit sous-groupe de G contenant A, nous le noterons < A >.

Remarque 1.2.2.
Le sous-groupe < A > est l'intersection de tous sous-groupes de G contenant A.

Proposition 1.2.3.
Soit A une partie non vide d’un groupe G, alors :
<A>={aay...a,:n €N, q; € AU{a""},a € A}.

Preuve.
On pose : H = {ajay...a, :n € N*,q; € AU{a"'},a € A}.
1)< A>CH:
Ona:AC H donc H # @.

JAGANE Abderrahim 2021




1.2 Groupes 11

Soit z,y € H, alors x = aqas...a, et y = biby...b,, d'ou

vyt = ajay...a,bt . b7

puisque a, ..., an, b, ..., bt € AU{a  a € A}

alors z-y~1 € H.

A est un sous-groupe contenant A

Dou < A>C H.

2) HC< A>:

Soit x = aqas . ..a,, n € N*

< A > contient A et {a™/a € A} cest-a-dire les a; €< A >

Dounze< A>ie HC<A>. c.q.f.d

Définition 1.2.7.
Soit G un groupe et x € G.
1) On dit que = est d’ordre v si r est le plus petit entier strictement positif tel que "7 = e.

2) On dit que x est d’ordre infini si x™ # e, pour tout n € N*.

1.2.4 Sous-groupes distingués

Définition 1.2.8.
Soit A une partie non vide d’un groupe G.

1) On appelle centralisateur de A dans G' ’ensemble :
C(A)={z € G:zaxz " ac A}
2) On appelle normalisateur de A dans G [’ensemble :
NA ={reG:2Az7' = A} ={r € G,Va€ A, b€ A:zaxz™' = b}.
Remarque 1.2.3.

1) Si A=G, C(G) est le centre de G, noté Z(G).
2) C(A) et N(A) sont des groupes de G et C(A) C N(A).
Définition 1.2.9.

Soit H un sous-groupe d’un groupe G. On dit que H est distingué (ou normal) dans G si :
xHx™' = H, pour tout x € G.

Proposition 1.2.4.

Soit H un sous-groupe d’un groupe G, alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) H est distingué dans G.

(1) «H = Hzx, pour tout z € G,

(iti) xHx™" C H, pour tout v € G.
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1.2 Groupes 12

Preuve.
(1) = (i)
Supposons que : pour tout x € G, tHz~ ! = H.
Soit h € H, 3n',h" € H :

chx ' =N xzh =Nz xH C Hx

et = et = et

zh'x~ ' =h hx = zh" Hx C xH
Dou xH = Hz.

(id) = (iii)

Supposons que : pour tout x € G,xH = Hzx.

Soit h € H,3dh' € H,zh = h'z,

mais W/ = zha=t € H

Doun xHz™ ' C H.

(iii) = (i)

Supposons que : pour tout z € G,xHx C H.

Pourz'ona:z'Hr C H= z(z'Hz)z ' CaxHx™!

Dot H C xHx™ !, donc H = xHa™ . c.q.f.d

Exemple 1.2.4.

Soit G un groupe, alors Z(QG) est distingué dans G.
En effet :

Z(G)={g € G, gr=xg,x € G}

reG, zZ(G)x™t C Z(G).

Soita € Z(G) :ax = wva = a = xax~ ' € Z(G).
D’ou Z(QG) est distingué dans G.

Définition 1.2.10.
Soit G un groupe. On dit que G est simple s’il n’a pas de sous-groupe propre distingué.

Définition 1.2.11.
Soient G un groupe et H sous-groupe distingué de G. La relation R définie sur G par

aRb<=a'be Ha,be G

est une relation d’équivalence.
La classe d’équivalence de x € G sera notée T et l’ensemble des classes d’équivalences de G
modulo R sera noté G/R = G/H-

Proposition 1.2.5.
L’ensemble G/H est un groupe pour la loi interne définie par :

Y, x,y€q.

Preuve.
On vérifie aisément que cette loi interne ne dépend pas du représentant x € G de la classe
d’équivalence.
Soient x1, X2, Y1, Y2 € G tels que Ty = Ty et Y, = Yy,
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1.2 Groupes 13

Montrons que T1y; = Tays.
T, =Ty et J, =Y, cest-a-dire 17'ao =h € Het y; 'yo =k € H
On a alors :

(z1y1) M (@ay2) = vy '@y way = vy thye =y h(yiyy Dy =y thynk € H

c’est-a~dire Ty = T2y2

On a donc bien défini une loi interne sur G/H-

On vérifie facilement que la loi quotient est associative.
Soient z,y,z € G

—

z(yy) =T(yz) = x(yz) = (zy)z = (2y)z = (TY)z.

o
I

Pour tout élément x € G on a T.¢ = Te = T et €.T = T donc la loi quotient admet
comme élément neutre e.

Pour tout z € Gon aZ.x ! = zr 1 ==z 'z = z-1.7 donc tout élément T de G/H admet

un inverse ! pour la loi quotient.
D’ou 'ensemble G/H muni de la loi quotient est un groupe. c.q.f.d

Définition 1.2.12.
Le groupe G/H est appelé groupe quotient de G par H.

Remarque 1.2.4.
La projection canonique
G = Gy
r — T=aH

est surjective. Son noyau et son image sont respectivement
kermy = H et Immy = G/

Théoréme 1.2.1. (Théoreme de factorisation)
Tout morphisme ¢ d’un groupe G dans un groupe G’ se factorise pour donner le diagramme
commutatif suivant

G = G

| |

G/ker — Img

O1u
m:G = Glger o st la surjection canonique

©: G/kergp — Imep est un isomorphisme de groupes
j:Imp — G est une injection.

Preuve.
Les équivalences suivantes pour tous z,y € G,

o(z) =p(y) & plz™'y) = e 'y ekerp
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montrent que tous les éléments de la classe T € G/H ont la méme image ¢(x). On définie
alors 'application @ par §(7) = p(z).

C’est un morphisme de groupes, car : P(Z.7) = @(7y) = p(zy) = ¢(z)p(y) = 2(T)P(T)
L’application @ par définition est surjective et est évidemment injective, puisque ker g = {€}.
c.q.f.d

Exemple 1.2.5.

Soit St le cercle d’unité qui s’identifie au groupe U des nombres complexes de module 1
L’application ¢ : R — S, tel que p(x) = €*™, est un morphisme surjectif de noyau Z Donc
St ~ Rz,

Le groupe R/Z est appelé le tore de dimension 1.

Exemple 1.2.6.
On définit sur Z une relation d’équivalence par

Ry < Ik>Z,x—y=kn,x,y €Z.

Pour tout x € Z, il existe un couple (q;r) € Z?, tel que x =ng+7r et 0 <r <n.

Donc x —r = nq < xRr(mod n)

L’ensemble {1;2;...;n} forme ainsi une famille de représentants des classes de Z modulo n.
L’ensemble quotient de Z par R sera notée Z/nZ'

(Z/nZ, +) est un groupe commutatif.

Définition 1.2.13.

i) Un groupe G est dit monogeéne s’il peut étre engendré par un seul élément.
1) On dit que G est cyclique s’il est monogéne et fini.

Proposition 1.2.6.

i) Tout groupe monogéne infini est isomorphe a (Z,+).

i1) Tout groupe monogéne fini est isomorphe a (Z/nZ» +).

Preuve.
Soit G un groupe monogéne et a un générateur de G. Soit

ol — G
m = pu(m)=a

m

Grace au Théoréme de factorisation Théoréme 1.2.1, Z/ker 0, €5t isomorphe a l'image de ¢,
qui est G.
Si a est d’ordre infini alors G est isomorphe & Z, Si a est d’ordre n alors G est isomorphe a

Z/nZ- c.q.f.d

Remarque 1.2.5.
Si x est d’ordre fini r alors < x >= {e,x,...,x" "'} est fini de cardinal r.
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1.2.5 Groupe opérant sur un ensemble

Définition 1.2.14.
Soit G un groupe et E un ensemble non vide. On dit que G opére sur E, s il existe une
application :

GxFE — FE
(a,z) — ax

satisfaisant aux conditions suivantes :
1) Pour tous a,b € G et x € E : (ab)x = a(bx).
2) Pour toutx € E : ex = x.

Exemple 1.2.7.

Soit G un groupe.
1) G opere sur G par : (opération a gauche)

GxGE — G
(a,x) — az

2) G opere sur G par :

:GxGE —» G

(a,7) +— awa™*

Définition 1.2.15.
Sotent G un groupe opérant sur un ensemble E et x € F.

1) L’ensemble {g € G, gx = x} noté G, est appelé stabilisateur de .
2) L’ensemble {gz,g € G} noté O, est appelé orbite de x.

Remarque 1.2.6.
1) G, est un sous-groupe de G.

2) O, est un sous-ensemble de F.

1.3 Groupe symétrique

1.3.1 Groupe des permutations

Notation 1.3.1.
Soit E un ensemble non vide. On note S(E) l’ensemble des bijection de E sur lui méme.

Proposition 1.3.1.
(S(E),o) est un groupe.
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Preuve.
e S(E) # () car 'application Idg € S(F).
e Pour tous f,g € S(E), foge S(E)
(car la composée de deux bijections est une bijection).
e Pour tous f,get h€ S(E) : (fog)oh=fo(goh)
( car la loi o est associative )
e Pour tout f € S(E): foldg=Idgof=f
Idg est ’élément neutre.
e Pour tout f € S(E), 3f 1€ S(E): foft=f"1of=1Idg
f~1 est I'élément symétrique de f. c.q.f.d

Définition 1.3.1.
Soit E un ensemble non vide. On appelle groupe des permutations de E, le groupe (S(E), o),
ce groupe noté S(E).

Proposition 1.3.2.
Soient E et F' deux ensembles non vide équipotents et p : E— F une bijection. L’application :

6:S(E) — S(F)
o = @lo)=pogop™!

est un 1somorphisme de groupes.

Preuve.
e ¢ est bien définie car pour tout o € S(E), ¢(0) € S(E) (compositions des bijections).
e Pour tous 0,7 € S(E).

Boom) = pogoTopt = (pogog)o(porop) = o(a) o 4(r).

D’ott ¢ est homomorphisme de groupes.

e ¢ est bijective car

pour tout f € S(E), il existe 0 € S(E)/¢(0) = f

plo) =f e pooop™ = fso=p "o foyp (uique).

Tout élément f de S(F) est I'image d’un élément et un seul 0 = p~'o fop de S(E). c.q.f.d

Remarque 1.3.1.

i) En particulier pour tout ensemble fini E de cardinal n, le groupe S(E) est isomorphe a
S(E,) ot : E, ={1,...,n}.

i1) Dans le cas ot E est réduit a un élément, on peut quand méme définir S(E) et il est réduit

Définition 1.3.2.
Le groupe des permutations S(E,,) est appelé le groupe symétrique d’ordre n. Qu’on note S,,.

Remarque 1.3.2.
Pour tout 0 € S, i.e.

c: bk, — E,
kE — o(k)
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On note :
o 1 2 ... n
o) o2) ... o(n)
Pour o et 7 € S, la permutation o o T est appelée permutation produit de T et o, notée ot

007:07:(0017(1) vord) go%))

Exercice 1.3.1.
Le groupe S3 a 6 permutations

(123
1=1\1 92 3 ’

Q
Do
|
N
O —
[Nl V) w N
—
~
Q
w
Il
N\
W =
— DD
N W
~_

Proposition 1.3.3.
Le groupe symétrique S, admet n! éléments.

Preuve.
Soit 0 € 5,
i) L’image du premier élément o (1) peut étre choisie de n fagons.
i1) celle du seconde o(2) de (n — 1) fagons...
it1) celle du k"o (k) de (n — k) fagons...etc
Ce qui donne n! possibilités pour o. c.q.f.d

1.3.2 Cycles et transpositions
Définition 1.3.3. (Cycle)

Un cycle de longueur p ou p-cycle est une permutation o € S, définie par un sous ensemble
{ir,...,ip} C E, tel que
U(il) = ig S ey O'(Z.pfl) = ip s U(ip) = il et U(j) :j

pour tout j & {i1,..., iy}

Le cycle o est représenter par (iq, ... ,1,).

L’ensemble {i1,...,i,} est appelé le support de o et on le note supp(o).

Deuz cycles (i, .. .,ip) €t (J1,...,7q) sont dit disjoint si {iy,...,ip} N {j1,---,Jqr = 0.

Définition 1.3.4. (Transposition)
Une transposition est un cycle T de longueur 2 définie par (i,j) pour tous i,j € E, i.e.

T(@) =4, (j)=i et (k) =k
pour tout k & {i,j}.
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Exemple 1.3.1.
Dans S5, considérons :

(1 2 3 45 (1 2 3 4 5
17\2 5 3 41 27 214 5 3
o1 =(1,2,5) est 3-cycle.
o9 = (1,2)(3,4,5) est produit de deux cycles.
Exemple 1.3.2.
Dans Sy, considérons :
(123 4 (1234
17314 2 o 272341

Ona:op=(1,3,4,2) : o9 = (1,2,3,4)

_ 1 2 3 4
o= (y 57 5) a2

(12 3 4\
(02) _(4 1 2 3>_(174a372)

Remarque 1.3.3.
St o est un cycle de longueur r et T une transposition, alors

i) o" =o...0=1d (composition de o r-fois).

it) o7l = oL

i) T =1,

Proposition 1.3.4.

Sio €S, est une permutation et i € E,, alors il existe 0 < p < n tel que oP(i) = i.

Preuve.
Soit B = {c*(i),k € N*} C E,, comme E, est un ensemble fini, alors il existe au moins
k,l € N* tels que k < [ et o"(i) = o'(i) dotu o' *(i) =i
Si p désigne le plus petit entier non nul tel que o®(i) = i, alors

i) p<n.
ii) B = {0(i),02(4),...,0"(i)}.
ii1) (3;0(1);02(i),...,0P71(i)) est un p-cycle. c.q.f.d

Proposition 1.3.5.
Toute permutation o € S, se décompose en un nombre fini de cycles disjoints.

Preuve.
Sur F, on définit la relation d’équivalence suivante :

(iRj) < g €N, j = 0%(i). (1.1)
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Remarquons que si p € N tel que () = j alors i = ¢"?7%(j) =7, ou m € N tel que mp > q.
De la relation d’équivalence (1.1), on déduit l'exitence d’un sous ensemble {iq,..., i} C E,
tel que E”/R = {i1,...,1}, dou

Z) 51 = {U(’il), N 70-101(2'1)}, (1 S [ S k’)
it) B, = Uk {o(i)),...,o" (i)}

iii) o = (0(i1),...,0P (1)) o ... 0 (o(ig),...,0"(ix)) (composition de k cycles disjoints).
c.q.f.d
Proposition 1.3.6.
Tout cycle o = (i1, ...,1,) se décompose en transpositions.
Preuve.

11 suffit d’écrire o sous la forme

g = (il, ig)(ig, 23) . (ip—ly Zp)

c.q.f.d
Corollaire 1.3.1.
Toute permutation o € S, se décompose en transpositions.
Preuve.
La preuve découle immeédiatement des Proposition 1.3.5 et Proposition 1.3.6. c.q.f.d

1.3.3 Signature d’une permutation

Définition 1.3.5.
La signature d’une permutation o € S, est défini par

0(j) —o(i)

1<icj<n Y

Théoréme 1.3.1.

Soient 01 et oo deux permutations, alors
6(0‘10'2) = 6(0’1)8(0‘2).

Preuve.
D’aprés (1.2), on a

e(oy0y) = H 71(02(9 )3 - 01(02( )
_ 7 o1(02(j)) — 01(02(7)) 02(j) — 02(4)
- 1<E<n o2(j) — 02(1) j—i
_ 01(02(j)) — o1(02(7)) 03(j) — 0a(i)
E 1<E<n (J) 02(1) 1<E<n 7
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Puisque oy est bijective de {1,...,n} sur {1,...,n} et

01(J") = (i) _ (i) — on(5)

j/ — il — j/

ce qui donne g(0103) = £(01)e(09). c.q.f.d
Remarque 1.3.4.

i) Si T est une transposition alors e(1) = —1.

i1) Si o est un cycle de longueur p alors (o) = (—1)P~1,
iit) Si o =711 ...Ty, alors e(o) = (—1)F.

i) e(Id) = 1.

v) (o) = ¢(0).

Exemple 1.3.3.
Soit la permutation :

o 12345 6 78
~\5 123476 8)°
On peut aussi écrire o comme produit de transposition :
o= (1,5)(5,4)(4,3)(3,2)(6,7)

ete(o) = (—1)° = —1.

1.4 Anneaux

1.4.1 Sous-anneaux

Définitions 1.4.1.
On appelle anneau un ensemble A muni de deuzx lois de composition, ['une notée additivement,
Uautre multiplicativement, avec les propriétés suivantes :

1) laddition est une loi de groupe commutatif dont I’élément neutre est noté 0,
2) la multiplication est associative,

3) la multiplication est distributive par rapport a l'addition, ce qui veut dire
z(y+z)=axy+xzet(y+2)r=yx+ 2z

pour tout x,y,z € A.

Lorsque la multiplication est commutative on dit que ['anneau est commutatif, lorsqu’elle
possede un élément neutre on dit que l'anneau est unitaire. L’élément neutre pour la multi-
plication est appelé unité et notée 1.

Exemples 1.4.1.
) (Z,+,.), (R,+,.) (Z/,7,+,.) sont des anneaux commutatifs et unitaires.
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2) (K[X],+,.) (ou K corps) est un anneau commutatif et unitaire, ou K[X] est I’'ensemble
des polynomes a coefficients dans K.

3) (Mn(R),+,.) est un anneau unitaire non commutatif.

4) Soit E un ensemble, l’ensemble F(FE,R) des fonctions de E dans R est un anneau com-
mutatif pour les opérations d’addition et de multiplication point par point des fonctions.

Définition 1.4.1.
Un sous-ensemble B de A est un sous-anneau de (A,+,.) si (B,+,.) est un anneau.

Proposition 1.4.1.

Un sous-ensemble B de A est un sous-anneau de (A,+,.) si et seulement si elle vérifie les
conditions :

(1) B est un sous-groupe de (A,+) i.e. © —y € B, pour tous z,y € B.
(1) B est stable par multiplication i.e. x.y € B, pour tous x,y € B.

Exemples 1.4.2.
1) (2Z,+,.) est un sous-anneau de (Z,+,.).
2) (R, +,.) est un sous-anneau de (C,+,.).

Définition 1.4.2.
Un anneau A est dit intégre si on a :

(i) A #{0},

(i1) Pour tous a,b € A, a.b=0 alorsa =0 oub=0.

Remarque 1.4.1.
Un sous-anneau d’un anneau intégre est intégre.
Exemples 1.4.3.
1) (Z,+,.) et (K[X],+,.) sont des anneaux intégres,
2) (M,(R),+,.) nest pas intégre.

1.4.2 Idéaux d’un anneau

Définition 1.4.3.

On dit qu’une partie I d’un anneau A est un idéal si les propriétés suivantes sont vérifiées :
(1) (I,+) est un sous-groupe du groupe additif (A,+),
(1i) I est absorbant i.e. Pour tousx € [ etye€ A, x.y € I ety.x € 1.

On dit que I est un idéal propre si de plus I # A.

Remarque 1.4.2.

(i) Un idéal est un sous-anneau.

(i) {0} et A sont des idéaux de A.
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Exemples 1.4.4.
1) 27 est un idéal de de (Z,+,.).
2) On Montre que les idéaux de (Z,+,.) sont les nZ avec n € N.
3) Soient E est un ensemble et a € E, le sous-ensemble I = {f € F(E,R), f(a) = 0} est un
idéal de F(E,R).

Remarque 1.4.3.
Soient (A, +,.) un anneau et N = {a € A,3In € N* a" = 0} Uensemble des éléments nilpotents
de A. Alors N est un idéal de A.

Définition 1.4.4.
Un idéal I d’un anneau A qui posséde les deux propriétés suivantes :

(i) I est un idéal propre i.e. I # A,

(it) Tout idéal J qui vérifie I C J C A alors J =1 ou J=A

est appelé un idéal mazimal.

Remarque 1.4.4.

(i) Etant donné un entier n > 2, lidéal nZ de 7 est mazimal si et seulement si, n est premier.

(i1) Tout idéal propre de 7 est contenu dans un idéal maximal.

Définition 1.4.5.
Soit A un anneau, I un idéal de A. I est dit premier si :

(i) I est un idéal propre,
(ii) Pour tous z,y € A, x.y € I, alorsx € I ouy € I.

1.4.3 Homomorphismes d’anneau

Définition 1.4.6.
Soient A, B des anneauz. Une application f : A — B est un homomorphisme d’anneaux si :

(i) Pour tous x,y € A, f(x +y) = f(z) + f(y).
(i1) Pour tous z,y € A, f(x.y) = f(z).f(y).

Proposition 1.4.2.
Soit f: A — B un homomorphisme d’anneauz.

(i) L’image et l'image réciproque par f d’un sous-anneau est un sous-anneau.
(ii) Si J est un idéal de B, alors limage réciproque f~(J) de l’idéal J est un idéal de A.
(111) Si I est un idéal de A et f surjective, alors f(I) est un idéal de B.
Exemple 1.4.1.
Soit A un anneau unitaire dont l'unité est notée 1. L’application
f:zZ — A
n — f(n)=n.l

est un homomorphisme d’anneau de Z dans A.
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1.5 Corps

Définition 1.5.1.
On appelle corps un anneau commutatif (K,+,.) tel que K* = K\{0} est un groupe pour la

multiplication.

Remarque 1.5.1.
Un anneau commutatif (K,+,.) est un corps si tout élément non nul de K est inversible.

Exemples 1.5.1.
1) Q, R et C sont des corps.
2) Zy37, est un corps.

Théoréme /Définition 1.5.1. Etant donné un corps K, Uapplication
f:Z — K
n — f(n)=n.l

est un homomorphisme. Il existe un entier p > 0, et un seul, tel que ker f = f~1(0) = pZ.
p est le plus petit entier > 0 tel que p.1 = 0. De plus ou bien p =0, ou bien p est un nombre

premier.
L’entier p est appelé la caractéristique du corps K et on note car(A) = p.

Exemples 1.5.2.
1) Q, R et C sont des corps de caractéristique 0.
2) Z/3Z est un corps de caractéristique 3.
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Exercices

Exercice 1.5.1.
Sur [0,1], on définit la loi de composition T, pour tous x,y € [0,1] par :

rly=x+y—ay.
1) Vérifier que T est interne.
2) Etudier (la commutativité, I’associativité, élément neutre, et les éléments symétrisables).

Exercice 1.5.2.
Soit X un ensemble, dans P(X), on peut considérer la loi de composition interne A définie,
pour chaque A, B € P(X) par :

AAB = (AUB)— (AN B).
Détermianer, s’il existe, [’élément neutre.

Exercice 1.5.3.
Soit R? muni la loi de composition interne T définie, pour tous (a,b), (a’,V') de R? par :

(a,0)T(d',b") = (a —2d',b+ 3b").
Est-ce un groupe ¢

Exercice 1.5.4.
On définit dans R les lois de compositions internes suivantes, pour tous a,b € R par :

alb=sup(a,b) et aTb=1inf(a,b).

i) Montrer que ces deux lois sont associatives et commutatives.
i1) Ces lois ont-elles un élément neutre ?
Exercice 1.5.5.

Sotent E et F' deux ensembles munis de lois de compositions internes notées respectivement
1L et T et f un morphisme de E dans F.

1) Montrer que l'image par f d’une partie stable de E est une partie stable de F.

2) Montrer que l'image réciproque par f d’une partie stable de F' est une partie stable de E.

Exercice 1.5.6.

Montrer qu’on définit une loi interne dans I =| — 1, 1] en posant, pour tous x,y €] — 1,1]
rly = Ty .
1+ 2y

Montrer que (I, L) est un groupe commutatif.

Exercice 1.5.7.
Soit G un groupe multiplicatif tel que : pour tout x € G, 2°> = e (e est I’élément neutre).
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Montrer que G est commutatif.
Exercice 1.5.8.
Sotent G un groupe multiplicatif et a un élément de G.

i) On définit la translation a gauche par a est Uapplication

0 : G — G
r = O4(z) =ax

Montrer que 9, est bijective et déterminer son inverse.

i1) Traiter la méme question pour la translation & droite par a

pa:G — G
T = pu(T) =20

Exercice 1.5.9.
Soit 0 = (i1,...,1i,) un r-cycle
Montrer que :

1. O'_1 = (imir—la e ,il).

2. Pour tout k =1,r : z; = o*1(4y).

Exercice 1.5.10.
Soit o un r-cycle est d’ordre r dans S,
Montrer que :

1. o est d’ordre v dans S,, .ie. 0" (iy) = iy, pour tout k = 1,r

2. 07l =g,

Exercice 1.5.11.
Démontrer que :

S, Sin=2
Z(Sn) :{ {Idg} Sin>3

Exercice 1.5.12.

Le support d’une permutation o € S,, , noté Supp(o) est l’ensemble :

Supp(o) = {x € E/o(x) # x}.
Démontrer que pour tous o et o' deux permutations :

i) o(Supp(o)) = Supp(a).

it) Supp(o™") = Supp(o).

i11) Pour tout r € Z : Supp(c”) C Supp(o).

vi) Supp(o) N Supp(c) =0 = coo’ =0’ 0o0.

Exercice 1.5.13.

Montrer que l’ensemble des éléments inversibles d’un anneau peut étre muni d’une structure

de groupe.
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Exercice 1.5.14.

i) Soient X un ensemble et G un groupe. Montrer que l'on peut munir l’ensemble F(X, Q)
des applications de X dans G d’une structure de groupe.

it) Soient X un ensemble et A un anneau. Montrer que l'on peut munir l'ensemble F (X, A)
des applications de X dans A d’une structure d’anneau.

iii) Soient X un ensemble et K un anneau. L’anneau F(X, K) est-il un corps ?

Exercice 1.5.15.

Soit Z[i) = {a+bi € Cla € Z,b € Z}. Cet ensemble est appelé l'anneau des entiers de Gauss.
Montrer que Z[i] est un sous-anneau de C.

Exercice 1.5.16.

i) Montrer qu’un corps est un anneau intégre.

i1) Est-ce que la réciproque est vraie ?

Exercice 1.5.17.

Soit A un anneau . Un élément a € A est dit nilpotent s’il existe un entier n non nul tel que
a” = 0.

i) Montrer que si a est nilpotent, alors 1 — a est inversible.
i1) Montrer que [’ensemble des nilpotents forme un idéal si A est commutatif, noté Nil(A).

ii1) Montrer que Nil(A) est contenu dans tout idéal premier.

Exercice 1.5.18.
Soit A un anneau commutatif et I un idéal de A. On note

VI={ze€A/Ine N,z" € I}.

VT est appelé le radical de 1.
i) Montrer que /I est un idéal de A,

ii) Montrer que /I = /1,
iii) Montrer que VINVJ =vINJ, NI+ JcVI+J.
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CHAPITRE 2

Compléments d'algebre linéaire
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Ce chapitre est constitué de compléments sur les espaces vectoriels, les applications li-
néaires, les matrices, les déterminants. Ces notions sont nécessaires a ’étude du domaine de
I'algébre linéaire, notamment (réduction des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimen-
sion finie). Dans ce qui suit, K désigne R ou C.

2.1 Espaces vectoriels

2.1.1 Espaces vectoriels

Définition 2.1.1.
Un K-espace vectoriel est un triplet (E,+,.) ou

i) (E,+) est un groupe commutatif.

it) : K x E — E est une loi externe, telle que pour tous x,y € E et o, B € K.
1) a(z+y) = ax + ay,
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2) (a+ p)r = az + P,
3) a(fzr) = (af)z,
4) lx = x.

Un élément de E est appelé un vecteur et un élément de K un scalaire.

Exemple 2.1.1.
Soit n € N*. L’ensemble

K" ={z = (21,...,2,), ®1,...,2, € R},
muni des opérations
utv=_(ug +v,...,u, +0,), au= (auy,...,qu,),

est un K-espace vectoriel.

Exemple 2.1.2.

Soient X un ensemble non vide quelconque et E un K-espace vectoriel.
Soit F(X, E) l'ensemble de toutes les applications f de X dans E.
F(X, E) est un K-espace vectoriel, quand on pose :

{ (f +9)(x) = f(x)+9(x)
(AN)(x) = Af(x)

pour tous f,g € F(X,E),A € K,z € E.

Définition 2.1.2.

Soit (u;);—17, n € N* une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. On appelle combi-
naison linéaire de uy,...,u,, la somme

n

E ;U = QU + Uy + ...+ Uy,

i=1
ol Qy, Qua, . .., 0y sont des scalaires.

2.1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 2.1.3.
Une partie F' non vide d’un K-espace vectoriel E est appelée un K-sous-espace vectoriel de
E, si F vérifie

(i) la partie F' est non vide,

(ii) pour tous v,y € F, x +y € F,

(i1i) pour tout x € F et « € K, ax € F.
Remarque 2.1.1.

Ainsi, un sous-espace vectoriel F', est une partie non vide de E, est lui-méme un K-espace
vectoriel, avec ses opérations obtenues par restriction de celles de E.
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Exemple 2.1.3.

1) Si E est un K-espace vectoriel, les parties {Op} et E sont des sous-espaces vectoriels de

E.

2) Les parties F = {(2,0,0) : = € R}, G = {(v,y,2) € R® : x + 2z — 2z = 0} sont des
sous-espaces vectoriels de R3.

3) Si E est un K-espace vectoriel, les parties P = {f € F(R,E) : f(—z) = f(z),z € R}
etTp ={f € F(R,E): f(—x) = —f(x),x € R} sont des sous-espaces vectoriels de l’espace
vectoriel F(R, E).

Proposition 2.1.1. (Caractérisation)
Soient E un K-espace vectoriel, et F' une partie de E.
I est un K-sous-espace vectoriel de E si est seulement si
(1) F#0,
(2) Pour tous x,y € E et o, €K, ax+ pfy € F.

Preuve.

1) Soit F' sous-espace vectoriel de E. La partie F' est non vide, donc si z est un de ses éléments,
son oppos¢ —z = (—1)z est dans F' d’aprés (iii), ainsi que O = = + (—x) d’apres (i), le
vecteur nul Og est bien dans F. Si «, § sont des scalaires, x,y des vecteurs de F', alors les
vecteurs z et y sont dans F' d’aprés la propriété (iii) et leur somme aussi d’aprés (ii), F' est
bien stable par combinaison linéaire ax + By.

2) Réciproquement, soit F' une partie de E vérifiant les propriétés (1) et (2). Vu que le vecteur
nul Oz est dans F', la partie F' est non vide. Par ailleurs, en prenant « = 8 = 1, puis g = 0,
les propriétés (ii) et (7ii) résultent de la stabilité par combinaison linéaire. La partie F' est
bien un sous-espace vectoriel de F. c.q.f.d

Proposition/Définition 2.1.1. Soient E un K-espace vectoriel et A une partie non vide de
E. L’ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A est un sous-espace vectoriel de E,
noté vect(A) et appelé sous-espace vectoriel engendré par A.

Si A={uy,...,u,}, n € N*, alors

vect(A) = {Zaiui EE/u €A o € K} )

i=1
Preuve.

Le vecteur nul Oz est une combinaison linéaire des w1, ..., u,, i.e. 0O = Ou; + ...+ Ou,,. Ainsi

le vecteur nul O appartient a vect(A).

Par ailleurs, étant donné les deux combinaisons linéaires x = x1u; + ... + z,u, et

Y = y1u1+ . ..+ Ynuy,, la combinaison linéaire ax + By est combinaison linéaire des uq, ..., u,.

az + By = (a1 + By1)ur + ... + (a2 + Byn)tn.
d’apres la Proposition 2.1.1, on trouve que ax + Sy € vect(A). c.q.f.d

Proposition 2.1.2. (Intersections de sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel et (F;);c;r une famille quelconque de sous-espaces vectoriels de

E. Alors F = ﬂ F; est un sous-espace vectoriel de E.
iel
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Preuve.
D’une part, par hypotheése le vecteur nul O appartient aux sous-espaces F; pour tout ¢ € I, et
donc a leur intersection. D’autre part, si z,y € ﬂ F; et «, B sont des scalaires, la combinaison
iel
linéaire ax + Sy appartient a F; pour tout ¢ € I et donc a leur intersection. Ainsi F' = ﬂ F;
iel
est un sous-espace vectoriel d’apreés la Proposition 2.1.1. c.q.f.d
Proposition/Définition 2.1.2. (Sommes de sous-espaces vectoriels)
Soient E un K-espace vectoriel et (F;);_15,, n € N* une famille de sous-espaces vectoriels de

E. Alors [’ensembles
{Zul < E/ u; € E,Z :1,_77,}

=1

n
est un sous-espace vectoriel de E, noté g E; et appelé somme des F;.
i=1
Preuve.
n

n
On a0 = Z Of, (ces des vecteurs nuls coicident) et donc O est dans la partie Z F;. Par

i=1 =1
n

ailleurs, soit ax 4+ Sy une combinaison linéaire avec = et y dans Z F;. Le vecteur z (resp. y)
i=1

est de la forme x = le (resp. y = Zyl) avec x; € F; (resp. y; € F;). Ainsi
i=1 i=1

ar + By = O‘ixz‘ +5i$i = Z(O‘Ii + BYs).
i=1 i=1

=1

est un vecteur de la partie Z F;. Ainsi, d’aprés la Proposition 2.1.1, Z F; est un sous-espace
i=1 i=1

vectoriel de E. c.q.f.d

Remarque 2.1.2.

vect(uy, ... uy,) = Z vect(u;)
i=1
Définition 2.1.4. (Sommes directes de sous-espaces vectoriels)

Soient E un K-espace vectoriel et (F;) n € N* une famille de sous-espaces vectoriels

de E. On dit que la somme F = Z E; est directe si tout vecteur v de F' s’écrit de maniére
i=1

i=1,n’

unique sous la forme v = Zui, u; € Fy,i =1,n. La somme F est alors notée F = @FZ
i=1 i=1

Proposition 2.1.3.

Sotent E un K-espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. La somme F+G

est directe si et seulement si FNG = ().
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Preuve.

1) Supposons que E' = F'@ G i.e. supposons que l'existence et I'unicité de 1'écriture z = z+y
avec x € F, y € G pour tout vecteur z de E. L’existence de cette écriture assure £ = F + G.
En outre, pour 2z € FNG,on a z =2+ 0g = 0 + 2 et par unicité, il résulte O = 2z = 0g et
donc FNG = {0g}. Les sous-espaces F' et G sont supplémentaires dans F.

2) Réciproquement, supposons que F'NG = {0g}. Soit z un vecteur de E. Vu que F = F 4G,
alors il existe x € F et y € G tels que z = x + y. Supposons qu’une autre décomposition
z=x'+vy ,aveca’ € F,y € G. Alors x — 2’ =y’ — y, vecteur de F a la fois dans I et dans
G, et donc égal & Og (unique vecteur de F N G). Ainsi z = 2/, y =y et Pécriture z =z + vy
est donc unique i.e. £ =FPG. c.q.f.d

Exemple 2.1.4.
Soient, dans l'espace vectoriel C3, les sous-espaces

F = {(1,0,0),2 € C} et G = {y(0, %,0) +2(0,0,2),y, 2 € C}.

z

1
Pour tout (z,y,z) € C on a (x,y,z) = x(1,0,0) + 3y(0, 5,0) + 3

d'ot C3 = FPG.

(0,0,2) (écriture unique)

2.1.3 Bases d’un espace vectoriel

Définition 2.1.5. (Famille libre-famille liée )
Soit E un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille (u;),—1, n € N* d’éléments de E est
libre, ou encore que les vecteurs de cette famille sont linéairement indépendants si Pour toute

famille (o)

de K, si 5 ou; =0 alorsay =as = ... =, = 0.
i=1
Dans le cas contraire, c’est-a-dire s’il existe une famille (a),—

i=1,n

i de K non tous nuls telle

n

que Z%’Ui = 0, on dit que la famille (u;);,_
i=1

composent sont linéairement dépendants.

1, est lie, ou encore que les vecteurs qui la

Proposition 2.1.4.
Soient E un K-espace vectoriel et L = {ey,...,e,}, avecn > 2, une famille de vecteurs de E.
La famille L est lice si et seulement si ['un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Preuve.
1) Supposons que la famille L = {e;,...,e,}, avec n > 2 est liée, alors il existe des scalaires
a1, ...,q, non tous nuls tels que aje; + ... + aye, = 0, avec un scalaire, soit «;, non nul.
Alors
Qi€ = —1e1 — ... — Q161 — Qjp1€i41 — ... — Qp€y
donc
! Q-1 Q41 Qn
€= ——€ —...— €i—1 — €it1 — ... — —€Ep
i Qv i Q;
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et donc e; est combinaison linéaires des autres vecteurs de la famille L.
2) Réciproquement, si

e = Aer+ ...+ A1+ Aipieip + ..+ Aney
alors aje; + ... + aye, =0, avec a; = —1 et a; = A; si i # 7, la famille L est lice.  c.q.f.d

Définition 2.1.6. (Famille génératrices )
Soit I un K-espace vectoriel. On dit qu’une famille (w;);,—1, n € N* d’éléments de E est
génératrice, ou encore que les vecteurs de cette famille engendrent E si vect((u;)) = E, ¢’est-

de K telle que u = Z U

=1

a-dire pour tous u € E il eviste (oy);—15

Propriétés 2.1.1.
Soit E un K-espace vectoriel, alors
1) Toute famille contenant une famille génératrice de E est encore une famille génératrice.
2) Toute famille contenue dans une famille libre est libre.
3) Toute famille réduite a un vecteur non nul est une famille libre.
4) Toute famille contenant une famille liée est liée.
5) Toute famille de E contenant le vecteur nul de E est liée.

Preuve.
Soit I un ensemble fini d’indices
1) Soit une famille (v;);c; de vecteurs de E et J une partie de I. supposons que la famille (v;);e
est génératrice de E. Ainsi, pour tous u € E, il existe (u;)ic; € K7 a support fini tels que
U= Z 1iv;. On rajoute a cette somme Z 0.v; = 0. On a alors u = Z Vi + Z 0.v; = 0.
ieJ iel—J ieJ iel—J
On pose, pour i € I, \; = p; si i € J, sinon, \; = 0. Alors il existe (\;)ie; € K! tels que
U= Z Aiv; = 0, d’ou la famille (v;);er est génératrice de E.
iel
2) Soient (v;)ie; une famille libre de E et J une partie de I. Soit (y;)ie; € K7 & support
fini, supposons que ZIM% = 0. On pose, pour i € I, \; = p; si i € J, sinon, \; = 0. Donc
ieJ
Z Aiv; = 0, et comme (v;);e; est une famille libre, alors A; = 0 pour tout i € I, ainsi p; =0
icl
pf)ur tout i € J, d’ou (v;);ey est libre.
3) Soit u un vecteur non nul de E, soit A € K tel que A.u = 0 alors A = 0, ainsi {u} est libre.
4) Soit une famille (v;);e; de vecteurs de E et J une partie de . supposons que la famille
(v;)icy est lice. Ainsi, il existe (u;)ic; € K/ & support fini (non tous nuls) tels que Z w;v; = 0.
icJ
On rajoute a cette somme Z 0.v; = 0. On a alors Zuivi + Z 0.v; = 0. On pose, pour
iel—J icJ iel—J
i€ I, N\, =p;siie J, sinon, \; = 0. Alors il existe ()\;)ic; € K/ non tous nuls tels que
Z Aiv; = 0, d’ou la famille (v;);er est liée.
icl
5§ Soit une famille (v;);e; de vecteurs de E, supposons que pour un iy € I, vy, est nul. Il
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suffit de prendre tous les (\;);e; € K nuls, & Pexception de \;, pris égal a 1 pour représenter

icl
Définition 2.1.7.

Soit E un K-espace vectoriel. Une famille (u;)
de E si elle est libre et elle engendre E.

n € N* d’éléments de E est appelée base

i=1,n’

Proposition/Définition 2.1.3.

Soit E un K-espace vectoriel. La famille B = (ey, ..., e,) d’éléments de E est une base de E
si et seulement si pour tout vecteur u de E il existe un n-uplet scalaire (o, ..., ay) unique
tel que u = are; + ...+ aye,. Les scalaires aq, . .., oy s’appellent les coordonnées du vecteur

u dans la base B.

Preuve.
1) Supposons que B soit une base. Soit u un vecteur de E. Vu que B engendre E, il existe
des scalaires oy, ..., a, tels que u = aje; + ... + a,é,.
Supposons qu’une autre écriture u = pieq + ...+ Bpe, ot b, ..., B, des scalaires. Alors

(g — Br)er + ...+ (an — Bn)en =0,

et doncag — 1 = ... = a, — B, vu que la famille B est libre. L’écriture u = a1e1 +. ..+ a6,
est donc bien unique.

2) Réciproquement, supposons que tout vecteur u s’écrive u = aje; + ... + aye, , énonce le
caractére générateur de la famille B. Par ailleurs, soit oy, . . ., o, tels que aje,+. . . +a,e, = 0.
L’unicité de la représentation

Op =are1+ ...+ ane, =0e1 + ... 4 Oey,

implique ay = ... = a,, = 0, c’est & dire le caractére libre de la famille B, qui est donc une
base. c.q.f.d

Proposition 2.1.5.
Soit E un K-espace vectoriel. Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires de l'espace E.
Si Br (resp. Bg) est une base de F' (resp G), alors Bp U Bg est une base de E.

Preuve.
On écrit tout vecteur de u de F comme somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de GG, vec-
teurs décomposeés suivant les bases Bp = {f1,..., fm} et Ba = {g1,-..,9n} respectivement,

de telle sorte que u = a1 f1+ ...+ apfim + P191 + - .. + Bngn. Une décomposition de ce type
est unique, du fait que F' et G sont en somme directe, puis que Br et Bg sont des bases de
F et G respectivement. i.e. Bp U Bg = {f1,..., fm:91,---,0n} est une base de E.  c.q.f.d

Définition 2.1.8.
Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie, s’il admet une famille génératrice finie.

Proposition 2.1.6.
Soit E un K-espace vectoriel. On peut extraire une base de toute famille génératrice finie de
E.
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Preuve.
Soit G, = {e1,...,e,} une famille génératrice de E. Si elle est libre, c¢’est une base et la
proposition est démontrée. Sinon, il existe un vecteur qui est combinaison linéaire des autres
et donc, si G,,_; est la famille G,, privée de ce vecteur, la famille G,,_; est encore génératrice
(car Vect(G,,) = Vect(G,-1)). Continuant, on arrivera a un entier k£ (au plus égal a n — 1 et
au moins égal a 1, puisque E contient des vecteurs non nuls) tel que la famille Gy, de cardinal
k, sous-famille de G,,, est génératrice et dont aucun vecteur n’est combinaison linéaire des
autres, i.e. la famille G}, est libre, la famille G} est donc une base. c.q.f.d

Théoréme/Définition 2.1.1.

Soit Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, non nul. L’espace & admet une base et
toute base de E a le méme nombre de vecteurs. Ce nombre est appelé la dimension de E et
on note dim E. Si l'espace E est nul, il est dit de dimension zéro ou nulle.

Preuve.
L’existence d'une base a été vue dans la Proposition 2.1.6. Soient B et B’ deux bases de
I'espace E, avec n et n' éléments respectivement. Vu que B est génératrice et B’ libre, on a
n' < n. L’inégalité inverse valant pareillement, on déduit ’égalité de n et n'. c.q.f.d

Exemples 2.1.1.

1) K est un K-espace vectoriel de dimension n. Une base de K" est la famille (e;);—15, ou
er =(1,0,...,0),e3 =(0,1,0,...,0),...,e, = (0,...,0,1). On Uappelle la base canonique de
K™.

2) L’ensemble K,[X]| des polynomes a coefficients dans K et de degré inférieur ou égal a n
est un K-espace vectoriel de dimension n + 1. Une base de K,[X] est 1, X, X? ... X"

Exercice corrigé 2.1.1.
Montre que B = {u; = (1,1,0),us = (1,—1,0),u3 = (0,0,2)} une base de R3.

Solution.
1) Vérifions que B est libre

oz—l—ﬁz()
(XU1+6U2+’}/U3—O 4 =
(0%

=

2) Vérifions que B est génératrice de R3.
Soit u = (z,y, z) € R3,

r=a+p
u = auy + Bug +yuz & y=a-—p
z =2y
r+y
o =
2
e p=2"Y
)
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Proposition 2.1.7.
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors

F admet des sous-espaces supplémentaires. Si S est un supplémentaire de F, alors on a
dim £ = dim F + dim S.

Preuve.
Soit B = {fi,..., fp} une base de F' et L = {ey,...,e,} une famille libre de E complétant
la base B : BU L est une base de E. Alors le sous-espace S = Vect(B) engendré par les
vecteurs de la famille L est un sous-espace supplémentaire de F' . En effet, tout vecteur v de
E, combinaison linéaire des vecteurs de B U L

u=oqfi+...+apfp+ Bier + ...+ Beg

est somme d’un vecteur aq fi + ...+, f, de I’ et d'un vecteur Bie; + ...+ fB,e, de S, et ceci
de maniére unique puisque la famille B U L est libre. La famille L est une base de S, il en
résulte la relation sur les dimensions.

Si S est un sous-espace en somme directe avec I’ et C' une base de S, la famille de BU C est
une base de E d’apres la Proposition 2.1.5 La relation sur les dimensions en résulte. c.q.f.d

Remarque 2.1.3.
Si F' est sommes directes de sous-espaces vectoriels Fy,i = 1,n et B; est une base de F; pour

1 =1,n, alors U B; est une base de F'. Ainsi
i=1

Proposition 2.1.8.

Soit E et F' des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors le produit E X F' est de dimen-
sion finie et dim(E x F') = dim E 4+ dim F' .

Preuve.

Si B = {e1,...,en} est une base de E, C' = {fi,..., f,} une base de F' , alors la famille
{(e1,0F),...,(em,0r), (0g, f1),...,(0g, fn)} est une base de £ x F. En effet, il suffit de dé-
composer tout vecteur (u,v) de E x F sous la forme (u,v) = (u,0r)+ (0g, v) (les sous-espaces
Ex{0r} et {0g} x F de E x F sont en somme directe), puis de revenir aux définitions. c.q.f.d

Définition 2.1.9.

Soit E un K-espace vectoriel. Le rang de la famille de vecteurs L = {ey,eq,...,e,} est la
dimension de l’espace vect(ey, e, ..., e,) qu’elle engendre, on écrit rg(L) = dimvect(L).

On a donc rg(L) = dimwvect(L) < n.

2.2 Applications linéaires et matrices

2.2.1 Applications linéaires

Définition 2.2.1.
Sotent E et F deux K-espaces vectoriels.
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i) On appelle application linéaire de E dans F, toute application f de E dans F qui vérifie :
1) Pour tous x,y € E : f(x +y) = f(x) + f(y).
2) pour tous x € B, a € K : f(ax) = af(z).

i1) Une application linéaire de E dans E est appelée un endomorphisme de E.

i1i) Une application linéaire bijective est appelée un isomorphisme. les espaces E et F' sont
dits isomorphes, et on notera £ ~ F'.

iv) Un endomorphisme bijective est appelé un automorphisme.

v) Une application linéaire de E dans K est appelée une forme linéaire de E.

Remarque 2.2.1.
1) On note L(E, F) lespace vectoriel des applications linéaires de E dans F sur K.
2) On note L(E) L’espace vectoriel des endomorphismes de E sur K.

Proposition 2.2.1.
Soit f . E — F une application alors :

feLEF)s flax+y)=af(z)+ f(y).
pour tout x,y € £, a € K.

Preuve.
La preuve découle directement de la définition. c.q.f.d

Proposition 2.2.2.
Deux K-espaces vectoriels E et F' de dimension finie sont isomorphes si et seulement si leurs
dimensions sont égales.

Preuve.

Soit f € L(FE,F), supposons que E et F' sont isomorphes. Soit B = {ey,...,e,} une base
de E. Alors f(B) ={f(e1),..., f(em)} est une base de F. En effet, d’une part f(B) est libre
car si ayf(e1) + ... + anflem) = Op, alors f(aje; + ... + apmen) = O et par 'unicité de
I'image inverse Og du vecteur nul O de F' , on a ajey + ... + aye, = 0p, soit tous les «;
nuls puisque B est libre. D’autre part, f(B) est génératrice car un vecteur v € F' est image
de u € E qui est combinaison linéaire des éléments de B, u = aye; + ... + aen,, et par suite
v=f(u) = flaner + ... + amen) = arfler) + ... + amflenm).

Réciproquement, si F et F' sont de méme dimension m, on introduit une base B = {ey, ..., e}
de E, une base C' = {f1,..., fm} de F . Alors I'unique application linéaire f qui applique le
vecteur e; sur f;, i = 1, m (Proposition. 2.2.1), vérifiant

flater + ...+ amen) =arfi+ ...+ amfm

est bijective. En effet, tout vecteur v € F est de la forme v = ay f1 +. . . + ay, fin, il est I'image
du vecteur a1y +. . . +ape,, de E et puisque B et C sont des bases de F et F' respectivement,
ceci de maniére unique (I'égalité a1 fi + ...+ Bufm = a1 fi + ... + B fm implique 1'égalité
des coefficients o; = ;). Ainsi les espaces E et F' sont donc isomorphes. c.q.f.d
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Définition 2.2.2.
Soit f € L(E,F).

1) On appelle image de [ et on note Im f, la partie de F définie par :
Imf={f(z) e F, x € E}.
2) On appelle noyau de [ et on note ker f, la partie de E définie par :
ker f ={z € E, f(x) =0g}.
Proposition 2.2.3.
Soit f € L(E,F).
1) Im f est un K-sous espace vectoriel de F'.
2)
3) f est surjective si et seulement si Im f = F.
)

ker f est un K-sous espace vectoriel de E.

4) f est injective si et seulement si ker f = {0}.

Preuve.
1) On a f(OE) =0p, donc Op € Im f
Pour z,y € E et a, 8 € K, le vecteur af(x) + ff(y) = f(ax + Py) est dans Im f.
2) On a f(0g) =0p , donc Og € ker f.
Pour z,y € ker f et o, 8 € K, le vecteur af(x) + Sf(y) = f(az + By) = Op, donc ax + By
est dans ker f.
3) Supposons que f est surjective, Soit y € F, alors il existe x € F, telle que y = f(z), donc
y€Imfie FClmf et commelmfCF,doulmf=F
Réciproquement, supposons que Im f = F, pour tout y € F, il existe x € E, telle que
y = f(z), d’ou f est surjective.
4) Si f est injective, Og est 'unique u de E tel que f(u) = Op. Ainsi ker f = 0.
Réciproquement, supposons que ker f = 0g. Si x et y ont méme image, alors

flx—y) = fl@)+ f(~y) = f(x) = f(y) = OF

et donc x — y est un vecteur du noyau ker f, par suite c’est le vecteur nul. Ainsi x = y et f
est injective. c.q.f.d

Proposition 2.2.4.
Soit f € L(E,F). Si la famille G = {ey,...,en} engendre E, alors la famille

f(G) = {f(€1)7 Ty f(em)}
engendre ['itmage Im f.

Preuve.
Soit u = aqe; + ... + apen, € E, alors f(u) € Im f, et donc

fuw) = flarer + ...+ amen) = arfler) + ...+ amflen)

c’est-a-dire, f(u) est combinaison linéaire de f(e1),..., f(em). c.q.f.d
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Définition 2.2.3.
Soient f € L(E,F). SiIm f est de dimension finie, alors le rang de f est défini comme étant
la dimension de l’espace Im f et on notera rg(f) = dimIm f.

Proposition 2.2.5. (Théoréme du rang)/[7]
Soient f € L(E,F) et E de dimension finie alors :

dim F = dimker f + dim Im f.

Preuve.
Soit S un supplémentaire de ker f dans E (dont lexistence est assurée par la Proposition
2.1.7). Alors I'application fis : S — Im f est bijective car un vecteur de son noyau est dans
ker f, et donc nul vu S Nker f = 0g; tout vecteur u € F s’écrit u = x + y avec x € S et
y € ker f et alors f(u) = f(z) + f(y) = f(x), en résulte la surjectivité de fig : S — Im f.
Ainsi, I'application fig : S — Im f est un isomorphisme, donc par la Proposition. 2.2.2 S et
I'image Im f sont de méme dimension. En outre, vu que dim £ = dim ker f + dim S, 1’égalité
entre dimensions de la proposition est établie. c.q.f.d

Remarque 2.2.2.
1) Vu que, si E de dimension finie, rg(f) = dimIm f = dim £ — dimker f.
2) Si E et F' sont de dimensions finies, alors rg(f) < inf(dim E, dim F).

Exercice corrigé 2.2.1.

Soit Uapplication f définie de R? dans R? par :

fl@,y) = 2z — 4y, x — 2y).

(1) Monter que f est linéaire.

(2) Déterminer ker f, et Im f et donner leurs dimensions, [ est-elle bijective.

Solution.
(1) f est linéaire si et seulement si pour tous a, 8 € R, (z,y), (2/,y) € R?,

fla(z,y) + B2 y) = af(z,y) + Bf('y).

flalz,y) + B y) = flaz+ B2, ay + BY)
= (2ax + 202" — day — 4By, ax + B’ — 2ay — 26y')
= (2ax —day, ax — 2ay) + (262" — 48y, Bx' — 26y")
= a(2r — 4y, — 2y) + B(22" — 4y, 2" — 2y')
= af(z,y)+ 8, y).
d’ou f est linéaire.
(2) Déterminons ker f, et Im f 7

ker f = {(2,y) € R?/f(z,y) = (0,0)}
{(z,y) € R*/2x — 4y =0 et x — 2y = 0}
= {(z,y) e R?/z =2y}
= {(2y,9)/y € R}
= {y(2,1)/y eR}.
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ainsi ker f est engendré par le vecteur (2,1) # 0, ainsi dimker f = 1, alors f n’est pas

injective.

Imf = {f(z,y)/(z,y) € R?}

= {22 —4y,2 — 2y)/(z,y) € R’}
= {(z—2y)(2,1)/(z,y) € R*}.

Ainsi Im f est engendré par le vecteur (2,1) # 0, ainsi dimIm f = 1 # 2, alors f n’est pas

surjective.

f n’est pas bijective car il n’est ni injective ni surjective.

Exercice corrigé 2.2.2.
Soit application f définie de R® dans R3 par :
9(@,y,2) = (@ —yy+zr+y+2).

(1) Monter que g est linéaire.

(2) Déterminer ker g, et Im g et donner leurs dimensions, g est-elle bijective.

Solution.

(1) g est linéaire si et seulement si pour tous a, § € R, (x,y), (2/,y') € R?

g<a('r7 y’ Z) + ﬁ(x/7 y’? Zl)) = ag('r7 y’ Z) + /8g<x/7 y’? zl)

gla(z,y, 2) + B2y, 2) = flax+ B, oy + By, oz + 7))

d’ou g est linéaire.

= (ar+ P2’ —ay — By, ay + By + az + B2,
ar + Bz’ + ay + By + az + 52)
= (az —ay, oy + az,ax + oy + az)
+(Ba" = By, By + B2, Ba’ + By’ + BZ)
= alr—yy+z,x+y+2)+ 8@ -y, Y+ +y +72)
= ag(v,y,2) + By’ y, 7).

(2) Déterminons ker g, et Im g7

kerg =

{
{
{
{

(z,y) € R*/f(z,y) = (0,0)}

(r,9,2) ER¥ )z —y=0y+z=0etz+y+2=0}
(r,9,2) ER¥/z=yy=zetz+2=—y}

(0,0,0)}.

Ainsi dim ker g = 0, alors g est injective.

Img

{f(2,y,2)/(z,y,2) € R}
{(ZL‘—y,y—I—Z,ZE—f—y—f-Z)/(ZL‘,y,Z) € RS}
{2(1,0,1) + y(=1,1,1) + 2(0,1,1)/(z,y, 2) € R*}.

Puisque (1,0,1),(—1,1,1),(0,1,1) sont libres alors dim Im g = 3, ainsi g est surjective.
g est bijective car il est injective et surjective.
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2.2.2 Représentation matricielle

On suppose a partir de maintenant que E et F' de dimensions finies n et p respectivement
B ={ej,eq,...,e,} une basse de E, C' = {f1, f2,..., f,} une basse de F et f € L(E, F).

Définition 2.2.4.
On appelle matrice représentant f dans les bases B et C' la matrice de terme général a;; ot
i=1,netj=1p eton note :

a1 Q12 ... Qin

91 Q22 ... Q2
Mi(B,O)=lag)= | . . | € Mu(K),

Gp1 Ap2 ... Qpp

ot pour tout j = 1,p: f(e;) = ar;fi +agjfa+ ...+ apy;fp.
Exemple 2.2.1.
Soit Uapplication linéaire
[ R — R
(x,y) — (x—y,2x+ 1,2+ 3y)
On détermine la matrice de f dans les bases canoniques de R? et R3.
En effet :
Soient B = {e; = (1,0),ea = (0,1)} et B = {e} = (1,1,1),¢}, = (0,1,1),¢; = (1,0,1)} les
bases canoniques de R? et R® respectivement. Alors :

1 -1
MyB,B)=1| 3 1
1 3

Proposition 2.2.6. (Ecriture matriciclle)

St X la matrice colonne des coordonnées de vecteur x de E dans la base B,et' Y la matrice
colonne des coordonnées de f(x) dans la base C' de F, alors Y = M¢(B,C).X.

Preuve.
Soit x € E, x = x1€1 + T262 + ... + x,€, alors
f(@) =z f(er) + z2f(ea) +... +anflen)
mais f(€j> = aljfl + agjfg + ...+ Clpjfp, ] = ]_, n
alors
f(z) = (zra11 + x2a12 + . .. + Tpa1,) f1 + (L1091 + T2a00 + ... + Tpag,) fo + . ..

+(x1ap1 + Taapy + ...+ Tpapn) fp

donc
T1011 + T2a12 + ...+ Tplin a1 Q2 ... Qip 1
T1G21 + TaG2 + . .. + Tplon Q21 Q22 ... Qop T2
Y = . = L , D | = M(B,C).X
T10p1 + Tolpa + ... + Tplypp Apl Ap2 - .. Gpp T
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c.q.f.d

Propriétés 2.2.1.
Soient E, F,G des K-e.v et B,C, D des bases de E, F,G respectivement.

1) Sif,ge L(E,F) et a,f € K alors : Mypip,(B,C) = aMs(B,C)+ BM,(B,C) .
2) SifelL(E,F), ge L(F,Q) alors : Myr(B,D) = M,(C,D).Ms(B,C).
3)Si f € LIE,F) et dimE =dim F = n alors :
i) f est bijective < My est inversible.
i) My = M;".
4)¢: LEF) — M,,(K)

f = My est un isomorphisme.

2.2.3 Changement de base

Définition 2.2.5.

Soient E un K-espace vectoriel,dim E = n,B = {ej,ea,...,e,} et B' ={e},€,,..., e} deux
bases de E. On appelle matrice de passage de B a B, la matrice P = (p;;) dont les colonnes
sont les coordonnées des vecteurs de B’ exprimées dans B. C’est a dire :

6;‘ = pyje1 + p2j€2 + ... + Pnjén-
pour tout j = 1,n et on le note P = Mussage(B, B').

Exercice corrigé 2.2.3.

Soient B = {e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} et

B ={e,=(1,1,1),e, = (0,1,1),e5 = (1,0,1)} deux bases de R?
Déterminons les matrices de passage de B a B’ et de B' a B.

Solution.
1) On a
6/1 = €1 + €2 + €3
ey = ey + e3
eh =e; + e3
d’ou
1 01
P = Mpussage(B,B )= 1 1 0
1 11
2) De méme on obtient
ep =€) — e
ey =€) — €4
es = —€) +eh+ef
d’ou
1 1 -1
P = Myssage(B,B)= | =1 0 1
0 -1 1
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Propriétés 2.2.2.

Soient B et B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B a B’.
1) P= M (B, B).
2) P est inversible et P~ = Myssage(B', B).

3) Soient x € E, X et X' les matrices colonnes des coordonnées de x dans B et dans B’
respectivement, alors :X = PX'.

Théoréme 2.2.1.

Soient E et ' deux K-espaces vectoriels, dim E =n et dim F' = p, B et B" deux bases de E,
C et C'" deux bases de F respectivement, P = Myussage(B, B') et QQ = Mpassage(C, C").

Soient f € L(E,F), A et A’ les matrices de [ relativement aux bases B et C' d’une part et
B’ et C" d’une autre part alors : A’ = Q L. A.P.

Dans ce cas on dit que A et A’ sont équivalentes.

Preuve.

Le diagramme suivant est commutatif :

E -1, F B -4, ¢
IdET Idpl <:>PT Qll
f ;A /

EFE — F B — C

On écrit :
f = Ildpo f oldp <— Mf(B,, C,) = M]dF(C, C,).Mf(B, C).M[dE(B/, B)
Cest adire: A =Q1AP c.q.f.d

Corollaire 2.2.1.
Si f € L(E), avec les hypotheses précédentes alors : A = P A.P.
Dans ce cas on dit que A et A" sont semblable.

Exercice corrigé 2.2.4.
Soit [’endomorphisme

f R — R
(x,y,2) = (r—y—z2z—x,24+y—2)
et B'={u; = (1,1,1),u = (0,1,1),u3 = (—1,0,1)} une base de R?
1) Déterminer la matrice A de f dans la base canonique de R3.
2) Déterminer la matrice A" de f dans la base B'.

Solution.
1) Déterminons la matrice A de f dans la base canonique de R :

fle)=(1,-1L1)=e1—ex+e3
f( ) ( 7071):_61+€3
f( ) ( 717 ) —€1 + e —e3
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d’ou
1 -1 -1
A= -1 0 1
1 1 -1

f(ul) = (_170’ 1) = us
flug) = (—=2,1,0) = —3uy + 4us — ug
f('LL3) = (-2, 2, —2) = —6uy + Suy — 4’11,3
d’on
0 -3 —6
A = 0 4 8
1 -1 —4

Autre Méthode :

On a: A’ = P71 A.P, cherchons la matrice de passage.

U] = €1 + ey + €3
Uy = €9 + €3

U3:—61+63
d’ou
1 0 —1 1 -1 4
P=|(11 0  Pl=| -1 2 -1
11 1 0 -1 1
Alors
0 -3 —6
A=pPtAP=|0 4 8
1 -1 —4

Définition 2.2.6.
Le rang d’une matrice A de M, ,(K) est celui de la famille {C4,...,C,} de ses vecteurs
colonnes, considérés comme des vecteurs de K™ et on note rg(A).

Proposition 2.2.7.
Le rang d’une matrice A de M, ,,(K) est le rang de toute application linéaire représentée par
cette matrice.

Preuve.
Soit f l'application linéaire de E dans F' représentée par la matrice A pour un choix de
bases B = {ey,...,e,} et C ={f1,..., f,} de E et I respectivement. Les vecteurs colonnes
de A correspondent aux vecteurs colonnes des coordonnées des vecteurs f(e1),..., f(en)
décomposés dans la base C' de F' . Ainsi le rang de la matrice A est celui de la famille
f(B)=A{f(e1),..., f(en)} et donc celui de 'application linéaire f. c.q.f.d
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2.3 Déterminants

Définition 2.3.1.
Soient E un K-espace vectoriel, de dimension n > 2 et f: E" — K une application, alors.

(1) f est dite n-linéaire si pour tout i,j = 1,n et pour tous vecteurs u; € E et j # i,
Uapplication partielle

v fi(v) = flug, o Ui, U U, e Uy)
est linéaire
(2) f est dite alternée si pour tous uy,...,u, € E,i,j=1,neti#j, ona
w =u; = f(ug,...,u,) =0.
Théoréme 2.3.1.

Soient E un K-espace vectoriel, de dimension n > 2, B = {eq,...,e,} une base de E et
{u1, ..., un} une famille de n vecteurs. Pour tout j = 1,n, on note (a;);—15 les coordonnées
de uj dans la base {ey, ..., e,}, alors

f(ub s 7un) - < Z 5(0-) Ha’a(j)j>f(€17 s 7en)

UGSn ]:1
ot (o) désigne la signature de la permutation o.

Preuve.

n
On a pour tout j = 1,n, u; = Z a;,jei,. Alors

ij=1

n n

f(ul, c. 7Un) = f(z Ai11€505 Z ainnein).

i1=1 in=1
Puisque f est une forme n-linéaire alternée, on obtient
n n
f(ul,...,un) = E E aill...ainnf(el,...,en),
=1 ip=1

une somme de facteurs contient n” terme, tous sont nuls sauf ceux pour lesquels

{i1,...,in} = o{l,...,n},

ol 0 € S,, une permutation de I’ensemble {1,...,n} et comme il a n! permutations dans S,
alors

f(ul, .. ,un) = Z (H ag(j)j>f(eg(1), c. ,6g(n)).

oSy, j=1
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Or toute permutation est un produit de transpositions. Chaque transposition des coordonnées
change le signe, donc si une permutation o est le produit de k transpositions

Feoys s om) = (=1)Ff(er,. .. en).

Donc d’apres la Remarque 1.3.4

fles), s eom)) =€(o)fer, .. en).
c.q.f.d

Remarque 2.3.1.
Le Théoreme 2.5.1 montre qu’une forme n-linéaire alternée est déterminée de facon unique
par sa valeur sur une base de E.

Définition 2.3.2.
Soient E un K-espace vectoriel, de dimension n > 2, Etant donnée une base B = {eq,...,e,}

de F.

1) On appelle déterminant d’ordre n dans la base B l'unique forme n-linéaire alternée notée
detp : E™ — K telle que
detg(er,...,e,) = 1.

2) Si {uy,...,u,} une famille de n vecteurs de E, on note ay;,--- ,an; les coordonnées du
vecteurs u; pour tout j = 1,n dans la base B alors

n

detp(uy, ..., up) = Z e(o) Hao(j)j'

Remarque 2.3.2.

1) Le Théoréme 2.5.1 montre qu’une forme n-linéaire alternée est déterminée de fagon unique
par sa valeur sur une base de E.

2) St A = [a;;] € M,,(K) une matrice carrée, alors le déterminant de la famille de des vecteurs
colonnes de A dans la base canonique de K" est appelé le déterminant de la matrice A. On
note symboliquement

aj; a2 ... Qi
21 Q22 ... Q2 L
det(A)=| =)o) [[aows
: : ‘ : €Sy, j=1
an1 QAp2 ... GQpp
Exemples 2.3.1.
1 T2
1 = T1Ys — Y1X2.
) T 1Y2 — Y122
Ty T2 I3
2) | Y1 Y2 Y3 | = T1Yaz3 — T122Y3 — Y1T223 + Y122T3 + 21T2Y3 — Z1Y2T3.
Z1 92 Z3
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Définition 2.3.3.
Soit A = [a;;] € M,,(K) une matrice carrée d’ordre n > 3.

1) On appelle mineur de a;; pour chaque i,j = 1,n dans A le déterminant A;; d’ordre n — 1
obtenu en supprimant dans A la i®™¢ ligne et la 7™ colonne.

2) On appelle cofacteur de a;; pour chaque i,j = 1,n dans A, et on note A;; le produit de
(—=1)"" par le mineur de a;; dans A i.e. Aj; = (=1)"A;.

Proposition 2.3.1.
Soit A = [a;;] € M,,(K) une matrice carrée d’ordre n > 3, alors on a

€

1) Développement de det(A) par rapport a la j°™° colonne, pour tout j = 1,n.

n

det(A) = ZG’UAU = Z(—l)i+j&iinj.
=1

=1
2) Développement de det(A) par rapport a la i ligne, pour tout i = 1, n.

n

det(A) = Zaiinj = Z(—l)i+jaiinj-
i=1

=1

Preuve.
Pour la preuve voir par exemple |13, 15], c.q.f.d

Exemple 2.3.1.

i T2 I3 Yo Y To X To X
2 Y3 2 I3 2 I3
Yy Y2 Y3 | =71 U1 + z1 .
Z2 Z3 Z2 Z3 Y2 Y3
21 R2 =3
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Exercices

Exercice 2.3.1.
Soient (E,+,) un R-espace vectoriel, F' un sous-espace vectoriel de E et A, B deuzr sous
ensembles de E.

1) Montrer que, si A C B, alors vect(A) C vect(B).

2) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si vect(A) = A.
3) Montrer que, si A C B C F et A engendre F, alors B engendre F.

Exercice 2.3.2.

1) Montrer que l’ensemble des solutions de l’équation :
r+y+2=0
est un sous-espaces vectoriel de R3.
2) Montrer que l’ensemble : S = {(a,0,0,b),a,b € R} est un sous-espaces vectoriel de R*.

Exercice 2.3.3.

Pourquot les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels ¢

E={(r,y,2) € R* 2r — 3y + 2 =5},

F = {(z,y) € R*z > Octy > 0}.

Exercice 2.3.4.
1) Expliquer pourquoi les trois vecteurs e; = (1,0,0), e; = (0,1,0) et e = (0,0,1) générent
R3.
2) Montrer que tout vecteur v de R® peut s’écrire comme combinaison linéaire de uy = (1,0,0),
ug = (1,1,0) et ug = (1,1,1).
Exercice 2.3.5.
Dans R3, soient uy = (1,1,3), up = (1,—1,—1), vy = (1,0,1) et vy = (2, —1,0).

Montrer que vect(uy,us) = vect(vy, vs).

Exercice 2.3.6.
Soient ' et G les sous-espaces vectoriels de R* définis par

F={(a,b,c,d) e R* b—2c+d=0}, G=1{(a,b,c,d) €R* a=deth=2c}.
1) Donner une base de F, de G et de FNG.

2)En déduire que F + G = R*.

Exercice 2.3.7.

Calculer les déterminants suivants :

2 0 0 -1 1
1 2 1 1%21 0 0 —1 1
2 =1 0 |,/ | o (|40 -1 1 0 -1
L3 1|y, -1 0 0 1 0
0 1 -3 0 1
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Exercice 2.3.8.

Trouver le rang des matrices suivantes :

2.0 0 §_13;‘ a 1 1
M=|221], A= ,B=|1a 1 |,aeR
0 2 2 -1 0~ 11
0 2 4 “

Exercice 2.3.9.

Soient E un R-espace vectoriel, et B = {ey, ea,e3} une base de E. Soit f un endomorphisme
E tel que f(e1) = ez, f(ea) =e3 et f(e3) = er.
1) Déterminer la matrice A de f dans la base B.

2) Calculer la matrice A3. et en déduire que A est inversible.

Exercice 2.3.10.
Soit Uapplication linéaire

f: R3 — R*
<x7y7z> = (:I:,x—l—y,y—z,Zz)

1) Déterminer la matrice A de f dans les bases canoniques B et C' de R et R* respectivement.
2) Soient B' = {e} = (1,1,1),¢, = (0,1,1),¢e4 = (0,0,1)} une base de R?,
C'={fl=(1,1,1,1), f4 =(0,1,1,1), f4 = (0,0,1,1), f1 = (0,0,0,1)} une base de R*.

i) Déterminer les matrices de passage P et Q de B a B’ et de C a C' respectivement.

i) En déduire la matrice A" de f dans les bases B et C'.
ii1) Déterminer le rang des A et A’.

Exercice 2.3.11.
Considérons la matrice

M =

S NN
NN O
N = O

et f l’endomorphisme de R® dont la matrice suivant la base canonique B = {ey,es,e3} est

M.
1) Déterminer les coordonnées des vecteurs f(e1), f(es) et f(es) suivant la base B.
2) Soit B' = {e} = (2,2,0), ¢, = (2,—-2,0),¢5 = (0,0,2)} une autre base de R?

i) Déterminer la matrice de passage P de la base B a la base B'.

it) En déduire la matrice M' de f dans la base B’.

iii) Déterminer le rang de M'.
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CHAPITRE 3

Réduction des endomorphismes d e.v de dimension finie
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Dans ce chapitre nous allons présenter les notions suivantes : rappels sur les polynomes,
éléments propres, diagonalisation des endomorphismes et on donne une caractérisation d’un
endomorphisme diagonalisable, trigonalisation des endomorphismes et on donne une caracté-
risation d’un endomorphisme trigonalisable, polynémes d’endomorphisme, réduction de Jor-
dan. Nous proposons tout au long du chapitre des exemples et exercices résolus.

Dans ce qui suit, K désigne R ou C.
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3.1 Rappels sur les polynémes

3.1.1 Vocabulaire
Définitions 3.1.1.

1. On appelle polynome a coefficients dans K une suite (ag,aq,...) d’éléments de K nuls a
partir d’un certain rang. L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X].

2. Deux polynomes P = (ag,a1,...) et Q@ = (by,b1,...) sont égauz si et seulement si leurs
coefficients sont égaux, c’est-a-dire : ap = by, pour tout k € N.

3. On appelle polynome nul le polynéme dont tous les coefficients sont nuls.

4. On appelle degré d’un polynéme non nul P = (ag,as,...) le plus grand entier n tel que
a, # 0. Le coefficient an correspondant est appelé coefficient dominant du polynome P. Si le
coefficient dominant est 1, le polyndéme est dit unitaire.

3.1.2 Opérations sur les polyndémes

Définitions 3.1.2. (Addition)
Soit P = (ag,ay,...) et Q = (by, by, ...) deuz polynomes. On pose :

P+Q:(a0+b0,a1+bl,...).

1l est clair que cette suite s’annule a partir d’un rang au plus égal au successeur du plus grand
des degrés de P et Q). Il s’agit bien d’un polynéome et

deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q)).

L’addition est donc une loi de composition interne dans K[X]. Elle est évidemment commu-
tative, associative, le polynome nul est élément neutre et tout polynéme P = (ag, a1, ...) a un
opposé —P = (—ag, —ay,...). i.e.

(K[X],+) est un groupe commutatif.

Définitions 3.1.3. (Multiplication interne/ produit)
Soit P = (ag,ay,...) et Q = (by, by, ...) deuz polynémes. On pose :

P x Q = (aobo,albl,..., Z alb],)
i+j=n

Cette suite s’annule a partir du rang égal au successeur de la somme des degrés de P et Q). Il
s’agit bien d’un polynéme et

deg(P x Q) = deg(P) + deg(Q).

La multiplication est donc une loi de composition interne dans K[X]. Elle est commutative,
associative, distributive par rapport & l'addition et le polynome (1,0,0,...) est élément neutre.
1.€.

(K[X], +, x) est un anneau commutatif.
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Définitions 3.1.4. (Multiplication par un scalaire)
Soit P = (ag, ay,...) un polynéme. On pose :

AP = ()\ao, )\(ll, .. )

On vérifie aisément que : pour tous P,Q € K[X] et o, 8 € K.
1) a(P+ Q) =aP+aQ,
2) (o +pB)P=aP+ [P,
3) a(BP) = (aB)P,
4) 1P =P,
1.€.

(K[X],+,.) est un K-espace vectoriel.

Pour tout n € N, [’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a n est un sous-espace
vectoriel de K[X], noté K, [X].

Considérons le polynome X = (0,1,0,...). On calcule facilement les puissances de X :

X% =(1,0,0,...), X*=(0,1,0,...), X?>=(0,0,1,0,...), ..., X*=(0,0,...,1,...), ...

On remarque que tout polynéme P est combinaison linéaire d’un nombre fini de polyndmes

X* (ot k € N) i.e.
P=(ap,ay,...,0n,...)=ag+a X +...4+ a1 X" ' +a,X"

Définitions 3.1.5.
Soit le polynéme P :

P=a+uX+.. . +a, 1 X" +a,X"

oun €N etag,ay,...,a, € K.
i) Les ay sont appelés les coefficients du polynome.
i1) Si tous les coefficients ay, sont nuls, P est appelé le polynoéme nul, il est noté 0.

iii) Si an, # 0, le degré de P est Uentier n. Pour le degré du polyndéme nul on pose par
convention deg(0) = —oo.

iv) Un polynoéme de la forme P = a, X" est appelé un monéme. Si a, # 0, son degré est
n.

v) Un polynéme de la forme P = aq est appelé un polyndéme constant. Si ag # 0, son degré
est 0.

vi) Sia, # 0, On appelle terme dominant le monéme a,X". Le coefficient a,, est appelé
le coefficient dominant de P.

vii) Si le coefficient dominant a,, = 1, on dit que P est un polynéme unitaire.

3.1.3 Arithmétique des polyndémes

Définition 3.1.1.
Soient A et B deux polynomes de K[X], on dit que A divise B, ou que A est un diviseur de
B, ou que B est un multiple de A, s’il existe QQ € K[X] tel que B = QA. On note alors A/B.
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Proposition 3.1.1.
Soient A, B et C des polynomes de K[X].

i) St A/B alors deg(A) < deg(B).
i) Si A/B et B/Calors A/C.
iii) Si CJA et C/B alors C /(AP + BQ), pour tout P,Q € K[X].

Théoréme 3.1.1. (Division euclidienne polynomiale)
Soient A et B deux polynomes de K[X], le polynome A étant supposé non nul. Il existe (Q, R)
unique tel que :

B=AQ+ R et deg(R) < deg(B).

Preuve.
Soient A = ag + a1 X + ...+ ap, X™ et B =by+uhX+...+b,X" ou m = deg(A) et
n = deg(B).

Si B = 0 en remarquant que B = 0.4+ 0 avec oo = deg(0) < deg(A) car A étant non nul, on
deg(A) € N Du coup R = @ = 0 conviennent.
Cela étant, on fait une récurrence sur deg(B).
Si deg(B) = 0 c’est-a-dire B = by alors on distingue deux cas. Ou bien deg(A) > 1 auquel
cas l'écriture B = A.0 + by permet de conclure. Ou bien on a aussi deg(A) = 0, c-est-a- dire
A = ag nécessairement non nul, A I’étant. Alors I'écriture B = by = A2 40 permet de

Qo
conclure (rappel deg(0) = —oco < 0 = deg(A)).

On suppose que pour tout polynoéme B tel que deg(B) < n (n € N* fixé) et pour tout
polynéme A non nul, il existe @, R € K[X] tels que B = AQ + R avec deg(R) < deg(A).
Soit B un polyndme de degré n. Si deg(A) > n = deg(B) alors 'écriture B = A.0+ B permet
de conclure. Sinon (i.e. n > m) on est en mesure de définir un polynéme C' via :

bn

C=B—-——X""TA

Qn
Par construction il satisfait deg(C) < deg(B). On peut donc lui appliquer I'hypothése de
récurrence. Il existe donc @ et R tels que C' = A.Q + R avec deg(R) < deg(A). Revenant au
polynome B, cela donne :

b nem
B:A(a—X” +Q) + R,
ce qui permet de conclure. c.q.f.d
Exemple 3.1.1.
X3+ X 41 | X+1
-X3 —X? X2 -X+2
-X? +X +1
+X? +X
2X  +1
—2X =2
-1
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Théoréme/Définition 3.1.1. (Plus grand commun diviseur)

Soient A et B deuz polynomes de K[X], avec A # 0 ou B # 0. Il existe un unique polynome
unitaire de plus grand degré qui divise a la fois A et B.

Cet unique polynome est appelé le pged (plus grand commun diviseur) de A et B que l'on
note pgcd(A, B).

Exemple 3.1.2.

Sotent A = X3+ 2X? — X —2 et B=X?— X?—2X. Calculons le pged(A, B), alors on a
A= (X +2)(X +1)(X —1) et B= X (X +1)(X —2),

Ainsi pged(A, B) = X + 1.

Remarque 3.1.1.
i) pgcd(A, B) est un polynéme unitaire.
i1) Pour tout A\ € K* pged(AA, B) = pgcd(A, B).

iti) Si B = AQ + R alors pged(A, B) = pgcd(A, R). C’est ce qui justifie U'algorithme d’Eu-
clide.
Si A # 0. on peut calculer la suite des restes (Ry) obtenus par divisions euclidiennes succes-
sves,

B=AQ:+ R , deg(R) < deg(A)
A=RiQ2+ Ry ,  deg(Ry) < deg(R:)
Ry = RyQs + R3 deg(R3) < deg(Ry)
Ri—o =Ry 1Qr + Ry, deg(Ry) < deg(Ry—1)
Ry_1 = RipQrs1

Le degré du reste diminue a chaque division. On arréte l’algorithme lorsque le reste est nul.
Le pgcd est le dernier reste non nul Ry (rendu unitaire).

Exemple 3.1.3.
Calculons le pged de X* —1 et X2 +1, on a
X'—1 = (X*+1D)X+(-X-1)
X341 = (X -1)(-X?’+X-1)40
Ainsi pged(X*—1, X3 +1) = X + 1.

Théoréme 3.1.2. [/6/(Théoréme de Bézout)
Soient A et B deux polynomes de K[X], avec A # 0 ou B # 0. On note D = pged(A, B). 1l
existe deuz polynomes P, Q) € K[X], tels que AP + BQ = D.

Corollaire 3.1.1.
Soient A et B deuz polynomes de K[X]. A et B sont premiers entre euz si et seulement s’il
existe deux polynomes P et Q) tels que AP + BQ = 1.
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Corollaire 3.1.2. (Théoréme de Gauss)
Soient A, B et C des polynomes de K[ X]. St A/BC et pged(A, B) =1 alors A/C.

Corollaire 3.1.3.
Soient A, B et C des polynomes de K[X]|. Si A/C, B/C et pgcd(A, B) =1 alors AB/C.

Théoréme/Définition 3.1.2. ( Plus petit commun multiple)

Soient A et B deux polynomes non nuls de K[X]|, alors il existe un unique polyndme unitaire
M de plus petit degré tel que A/M et B/M.

Cet unique polynome est appelé le ppem (plus petit commun multiple) de A et B qu’on note
ppem (A, B).

Exemple 3.1.4.

Sotent A = X3 +2X? - X —2 et B=X?— X?—2X. Calculons le ppcm(A, B), alors on a
A= (X +2)(X +1)(X —1) et B= X(X +1)(X —2),

Ainsi ppem(A, B) = X(X = 1)(X + 1)(X —2)(X +2) = X° +5X? 4+ 4X.

Proposition 3.1.2.
Soient A et B deux polynomes non nuls de K[X] et M = ppem(A, B). Si C € K[X] est un
polynome tel que A/C et B/C, alors M/C.

3.1.4 Racine d’un polynéme

Soit P = ap + a1 X + ... + a,X™ un polynéme de K[X], pour un élément z € K, on note
P(x) = ap+ a1z + ... + a,x™. On associe ainsi au polynéme P une fonction polynéme (que
I’on note encore P)

P:K — K
r — Px)=a +azr+...+a2"

Définition 3.1.2.
Soient P un polynome de K[X] et A € K. On dit que \ est une racine (ou un zéro) de P si
P(\) =0.

Proposition 3.1.3.
Soient P un polynome de K[X] et A € K, alors

PAN)=0&X-\/P

Preuve.
Lorsque 'on écrit la division euclidienne de P par X — «a, on obtient

P=0Q(X -\ +R.
ot R est une constante car deg(R) < deg(X — \) = 1. Donc
PAN) =0 RN=0&R=0X—-\P

c.q.f.d
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Corollaire 3.1.4.
Soient P un polynome de K[X] et A € K, alors X est une racine de P s’il existe un polynome
Q de K[X] tel que P = Q(X — \).

Définition 3.1.3.
Soient P un polynome de K[X], A € K et « € N. On dit que X est une racine de multiplicité
a de P si (X — \) divise P alors que (X — \)*™! ne divise pas P, et on note m(\) = .
Lorsque o = 1 on parle d’une racine simple, lorsque o = 2 d’une racine double.
Proposition 3.1.4.
Soient P un polynome de K[X], A € K, et a« € N. Il y a équivalence entre

i) X est une racine de multiplicité a de P.

i1) Il exziste un polynome Q de K[X] tel que P = Q(X — N\ et Q(\) # 0.

i) p'(N) =p"(\) =p"(\) = ... =pV(\) =0 et p(N) #0.
Théoréme 3.1.3. [9/(Théoréeme de d’Alembert-Gauss)

Tout polynéome a coefficients complexes de degré n > 1 a au moins une racine dans C. Il
admet exactement n racines st on compte chaque racine avec multiplicité.

Définition 3.1.4.
Soient P un polynome de K[ X| est dit irréductible si et seulement s’il est non constant et si

les seuls polynomes qui le divisent sont les polyndémes constants et ceux de la forme aP avec
a € K.

Proposition 3.1.5. (Lemme d’Fuclide)
Soient A, B et P des polynémes de K| X]| et P irréductible. Si P/AB alors P/A ou P/B.

Théoréme 3.1.4.
Tout polynéme non constant A € K[X] s’écrit comme un produit de polynémes irréductibles
unitaires :

A=aPM P2 .. P

ou a € K*, r,a; € N et les Pi sont des polynomes wrréductibles distincts. De plus cette
décomposition est unique a [’ordre pres des facteurs.

Théoréme 3.1.5.
Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynomes de degré 1.
Tout polynome P de C[X]| se décompose en produit d’irréductibles de la forme
P=a(X — X)X = X)® .. (X = \)*
ol A1, ..., A\ sont les racines distinctes de P et aq,. .., a, sont leurs multiplicités.
Définition 3.1.5.
Un polynome P de K[X]| est dit scindé, si c’est un produit de polynomes de degré 1. Un
polynéme de degré n (n > 1 ) est scindé si et seulement si il posséde exactement n racines

dans K comptées chacune avec son ordre de multiplicité (c’est-a-dire plus précisément, si la
somme des ordres de multiplicité de ses racines est n). i.e.

P(X) = a(X — 2™ (X — M) ... (X — A)™

et Z a; = deg(P)=n
i=1
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3.2 Eléments propres

3.2.1 Valeurs propres-Vecteurs propres

Définition 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E).

i) On appelle valeur propre de f tout scalaire A de K pour lequel, il existe un vecteur x
non nul de E tel que : f(x) = Az.

i1) L’ensemble des valeurs propres de f s’appelle le spectre de f, noté Sp(f).

iii) On appelle vecteur propre de f tout vecteur x non nul de E pour lequel, il existe un
scalaire X de K, tel que : f(x) = Ax.

Théoréme 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel, f € L(E) et A € K.
A€ Sp(f) < f— Mdg n'est pas injectif.

Preuve.
En effet :

A e Sp(f) dre BE—{0}: f(z) =Xz

dJre E—{0}: (f—Aldg)(x) =0
dr e E—{0}:x € ker(f — Nldg)
ker(f — Aldg) # {0}

f—Mdg nest pas injectif.

(I

c.q.f.d

Définition 3.2.2.
Soient E un K-espace vectoriel, f € L(E) et A € Sp(f).
On appelle sous espace propre de f associe a A\ le noyau de (f — A\ dg), et noté E)

E\=ker(f — Mdg) ={x € E/f(z) = \z}.

Exemple 3.2.1.
Soit [’endomorphisme

[ R — R
(z,y) = (Bz+2y,z+2y)

Alors :

1) Le spectre de f et Sp(f) = {1,4}.

2) Les sous espaces propres :

Ey ={X = (z,y)/f(X) = X} ={y(-1,1)/y € R}.
Ey={X = (z,y)/f(X) = 4X} = {y(2,1)/y € R}.
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Propriétés 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel, f € L(E) et A € Sp(f), alors

2) E, est stable par f.

Preuve.
1) On a: E) = ker(f — Adg) # {0}
Car f — M dg n’est pas injectif
DoudimFE, > 1

2)
ye f(E) < JrekE,:y=f(x)
= y=f(z)=X\x
= [y =Xy
= ye kb,
Clest a dire : f(E)) C E\. c.q.f.d

Définition 3.2.3.
Soit A € M,(K)

1) On appelle valeur propre de A tout scalaire A de K pour lequel, il existe un vecteur X
non nul de K", tel que A.X = \X.

2) L’ensemble des valeurs propres de A s’appelle le spectre de A, noté Sp(A).

2) On appelle vecteur propre de A tout vecteur X non nul de K™, pour lequel, il existe un
scalaire \ de K tel que A. X = \X.

3.2.2 Polynoéme caractéristique

Proposition 3.2.1.
Soient A € M,(K) et X € K.

A € Sp(A) <= det(A — \,,) = 0.

Preuve.
Supposons que :

VX e K" — {0} : A X # )X

VX e K" —{0}: (A= A,,)X #0
ker(A — \I,) = {0}

A — M, est injective

det(A — \I,,) #0.

A ¢ Sp(A)

to et

c.q.f.d
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Définition 3.2.4.
Soient A € M,(K) et A € K
On appelle polynome caractéristique de A le déterminant det(A — AI,,) et on note Pa(N).

Proposition 3.2.2.
Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E).

Le polynéome caractéristique d’une matrice de f est invariant dans un changement de base de
E.

Preuve.
Soient B (resp.B’) une base de E et M (resp.M') la matrice de f dans la base B (resp.B’),
et P la matrice de passage de B a B’, et A € K.

Py(A) = det(M' — A,
= det(P"".M.P — \I,)
= det (P"".M.P — P7'(\,).P)
= det (P™'(M — \I,,)P)
= det Pt det(M — AI,) det P
= det(M — \I,,)
= Pu(N).

c.q.f.d

Définition 3.2.5.

Soient E un K-espace vectoriel et f € L(E), A € K.

On appelle polynome caractéristique de f, le polyndéme caractéristique d’une matrice de f
dans une base quelconque de E. et on note Pg()).

Remarque 3.2.1.
Soient E un K-espace vectoriel, f € L(E) et M une matrice de f dans une base de E.

1) SixeK:Xe Sp(f) & Pr(A) =0.
2) SixeK: e Sp(f) e Xe Sp(M).
3) Size E—{0} et X € K" — {0}, la matrice colonne des coordonnées de x.

x est un vecteur propre de f < X est un vecteur propre de M.

Exemple 3.2.2.
Soit la matrice

1 1 -1
A= 1 1 1 | eM®)
-1 1 1

Alors :
1) Le spectre de A et Sp(A) = {2, —1}.
2) Les sous espaces propres :
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Ey={X = (2,y,2) e R3/AX = 2X} = {x(1,1,0) + 2(0,1,1)/z, 2 € R}.
E i ={X=(2,9,2) e R¥/AX = - X} = {y(—1,1,-1),y € R}.

Définition 3.2.6.
Soient E un K-espace vectoriel, dim E =n, f € L(E) et A € Sp(f)
1) Si X\ a lordre de multiplicité a dans le polynéme caractéristique de f, on dit que A est
une valeur propre de f d’ordre a, et on note m(A\) = a.

2) On dit que f est scindé si le polynome caractéristique de f est scindé.
Proposition 3.2.3.

Soient E un K-espace vectoriel, dim E =n et f € L(E).
St X une valeur propre de f d’ordre o, alors 1 < dim F) < «.

Preuve.
Soient A € Sp(f) et m(A\) = a.
Supposons que : dim E = r, alors il existe une base B = {uy,us,...,u,} de E,.
Prolongerons cette base en une base C' = {uy, ug, ..., U, Upy1, ..., Uy } de E.
On a :
flur) = Ay
f(UQ) = )\U,Q
f(ur) = )\ur
D’otu la matrice de f dans la base C' et
A0 0
A 0
M(C) = P e,k
0 0 A
Q) o Q

Avec P € M, ,,—,(K) et Q € M,,_,(K).

Py(X)=det(M —X1,) = (A=X)"det(Q — X1I,,—,) = (A= X)"Py(X) avec deg(Py) =n—r.
Donc (A — X)" divise Py, et comme « le plus grand entier tel que (A — X)® divise Py;. Alors :
r < a.

D’autre part d’apreés la Propriété 3.2.1,ona 1l <r c.q.f.d

Proposition 3.2.4.

Soient E un K-espace vectoriel, dim E =n et f € L(E).

Si Sp(f) = { A1, Aoy, Ak} (les N\ deux & deux distinctes), alors les Ey,, Ey,, ..., E\
somme direct, c’est a dire :

. €N

k k
Y E\ =€PE..
=1 =1
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Preuve.
Démonstration par récurrence sur k.
e Pour k =1, P(1) est trivial (il n’y a rien démontrer).
e Supposons que P(k — 1) est vraie et démontrons que P(k) est vraie
il suffit de démontrer que, pour tout (vy,vs,...,v;) € Ey, X Ey, X ... X E),

M4v+...+,=0=>v=v=... =1 =0.

Soit (Ul,’UQ,...,Uk) € E)\l X E)\2 X ... X E)\k :
U1+U2+...+Uk:0. (31)
alors :

flortva+ . 4u)=0 < flu)+ fv2)+...+ f(oe) =0
S AU+ Agvg + .+ Ao = 0. (32)

Ak X (3.1) — (3.2) donne :

()\k — )\1)111 -+ ()\k — )\2)1}2 + ...+ ()\k — )\k—l)’l}k—l =0

Comme Vi = 1, k—1: ()\k — )\Z)Ul c E)\i

d’aprés 'hypothése de récurrence ( de rang k — 1 ).

Ona:pourtouti=1,k—1: A\ —N)v; =0

et comme les \;,7 = 1,k — 1 sont distinctes deux a deux
Ona:pourtouti=1,k—1:Xg— X\ #0

d’ou : pour toutt=1,k—1:v;, =0

d'aprés (1) :vp = —v; —v9 — ... — 01 =0

Ceci montre que : pour tout ¢ = 1,k — 1 les £, en somme directe. c.q.f.d

Remarque 3.2.2.

Card(Sp(f)) < dim E

En effet : on a card Sp(f) =k

d’autre part : B\, ©E), ®...® E\, CE

Alors : dim Ey, +dim E, + ... +dim F), <dim FE
c’est-a-dire : kK < dim F.

3.3 Diagonalisation :(Réduction a la forme diagonale)

Définition 3.3.1.

Soient E un K-espace vectoriel, dim E =n et f € L(E).

On dit que f est diagonalisable, si et seulement s’il existe une base B de F,tel que la matrice
de f dans B soit une matrice diagonale.

Définition 3.3.2.
Soit A une matrice de M, (K).

On dit que A est diagonalisable, si et seulement si A est semblable a une matrice diagonale.
C’est-a-dire il existe P € GL,(K) telle que p~'.A.P = D € D, (K).

JAGANE Abderrahim 2021




3.3 Diagonalisation :(Réduction a la forme diagonale) 61

Proposition 3.3.1.

Soient E un K-espace vectoriel, dim E = n, f € L(E) et B une base de E, si A la matrice
de f dans B alors :

f est diagonalisable < A est diagonalisable.

Preuve.
1) = Si f est diagonalisable si et seulement si il existe une base B’ de F telle que la matrice
A de f dans B’ soit diagonalisable.
Si P la matrice de passage de B a B" alors M = P~'. A.P, d’ou A est diagonalisable.

2) <= Si A est diagonalisable si et seulement si il existe une matrice d’ordre n inversible P
telle que A’ = P~1.A.P soit diagonal mais A’ est la matrice de f dans la base B’ de £ définie
par la matrice de passage P = M4, (B’, B). c.q.f.d

Proposition 3.3.2.
Soient E un K-espace vectorielldim E = n et f € L(E), alors les propriétés suivantes sont
deuz a deux équivalentes :

1) f est diagonalisable.

2) 1l existe une base de E formée de vecteurs propres de f.

3) La somme des sous espaces propres de [ égale a E.

4) La somme des dimension des sous espaces propres de f égale a dimension de E.

Remarque 3.3.1.
(1) & (2) Caractérisation d’un endomorphisme diagonalisable.

Preuve.
(1) =(2)
Supposons que f est diagonalisable, il existe une base B = {ej,...,e,} de E telle que la
matrice M = My (B) est diagonale.
c’est-a-dire ils existent \i, Ao, ..., A, € K tels que :

A1 O 0
0 X ... 0 _
M = S . =Vi=1,n: f(e;) = \ie;
0 0 An
ainsi les e; : ¢ = 1,n sont des vecteurs propres de f.
(2) = (3)
Supposons qu'il existe une base B = {ey,...,e,} formée de vecteurs propres de f.

Alors ils existent Aj, Mo, ..., A\, € K, tels que : pour tout i = 1,n : f(e;) = \ie;
C’est-a-dire : e; € E), pour tout © = 1,n

Soit : x € E = J(avq,...,ap) GK”,.x:Zaiei
i=1

n
ainsi x = E v, V; = qge; € By, pour tout ¢ = 1,n
i=1
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alors :z € zn:E,\i = F C zn:E,\i.

=1 i=1

dott E = i Ej,.

i=1

(3) = (4)
Supposons que : Z E, = E, et comme la somme des sous espace propres est directe, on a
A€Sp(f)
alors : dim( Z E)) = Z (dim E)) = dim E.
AESp(f) AESp(f)
(4) = (1)
Supposons que : Z dim F, = dim F
AESP(f)

Soit k = card(Sp(f)), c’est-a-dire Sp(f) = {1, Ao, ..., Ae}
k

Pour tout j = 1, k, E); admet au moins une base B;, notons B = U B;.
j=1
Pour tout j = 1, k, B; sont deux & deux disjointes, et libre donc B est libre et comme :

k k
cardB = cardB; =Y dimEy = » dimE)=dimE
J=1 Jj=1

= = AeSp(f)
alors B est une base de E (formée de vecteurs propres)

Sir;=cardB; =dimE),, j = 1,k

(A1) 0 e 0
0 (Nolpy) ... 0 _
M;(R) = ) : . : est diagonale.
0 0 (A1)

c.q.f.d

Exercice corrigé 3.3.1.
Soit la matrices suivante

A= € My(R).

|

—_
O W o O
_ o O O

Démontrer que A est diagonalisable.

Solution.
e Le spectre de A est Sp(A) = {1,3,4}.
e Les sous espaces propres :
By ={X = (1,y,2,t) € RYAX = X} = {#(0,0,0,1)/t € R}, dim E; = 1
Ey={X = (z,y,2,t) e RY/AX = 3X} = {y(1,1,0,2) + 2(0,0,1,0) /y, 2 € R},dim B3 = 2
E,={X = (z,y,2,t) e RT/JAX =4X} = {2(1,0,1,%),z € R}, dim E, = 1
dim F; + dim E5 4+ dim By = 4 = dim R*
D’ ou A est diagonalisable.

3
2
2z
3
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Corollaire 3.3.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dimE =n et f € L(E).
St f admet n valeurs propres distinctes alors f est diagonalisable.

Exercice corrigé 3.3.2.
Soit la matrices suivante

3 -1 1
A= 5 =3 1 | e Ms(R).
6 —6 4

Démontrer que A est diagonalisable.

Solution.
e On a: Ps(A) =—(Ay—4)(4 — ) est scindé.
e Le spectre de A est Sp(A) = {—2,2,4}.
e A posséde trois valeurs propres distinctes alors A est diagonalisable.

Théoréme 3.3.1. (C.N.C)
Soient E un K-espace vectoriel,dim E =n et f € L(F).
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) f est diagonalisable.
2) Py est scindé sur K et VA € Sp(f), dim Ey = m(A).

Preuve.
1) Supposons que f est diagonalisable
VA € Sp(f) : dim Ey < m(X) et Z dimEy =dimE =n...(1).

AESp(f)
D’autre part : puisque f est diagonalisable, il existe une base B de E et (Ay, Ag, ..., A\x) € K

A0 ...00

0 X ... 0 R
M(B) = o avec m(A;) = my, i =1, k.

0 0 ... X

On a done VA € K : Pp(A) = det(M; — AL,) = (A — A)™ (A — A)™2 . (A — A)™.
k

Ainsi Py est scindé Z m(\) = Zm(AZ) =n=dm#F...(2).
AESP(f) =1

de (1) et (2) : VA € Sp(f) : dim E\ = m()).

2) Réciproquement, supposons que Py est scindé et VA € Sp(f) : dim Ey\ = m(\)

puis Py est scindé et les zéros de Py sont les valeurs propres de f,alors Z m(\) =n

AESP(f)
dott Y dimEy =n.
AESP(f)
Donc f est diagonalisable. c.q.f.d
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Exercice corrigé 3.3.3.
Soit la matrice

2 0 1
A= 1 1 1 | eM®)
—2 0 —1

1) Démontrer que A est diagonalisable.

2) Diagonaliser A.

Solution.
e Le spectre de A est Sp(A) = {0,1},m(0) = 1,m(1) = 2.
e Les sous espaces propres :
Ey={z(1,1,-2),z € R} et dim Ey = 1 = m(0).
Ey ={y(0,1,0) + (1,0, —1), 2,y € R} = {vy = (0,1,0),v3 = (1,0,—1)}
et dim F; =2 = m(1). donc A est diagonalisable
Soient B la base canonique de R? et B’ = {v;,v2,v3} la base des vecteurs propres.

1 0 1 -1 0 -1
P = Mpassage (B, B') = 1 1 0 , Pl = 1 1 1
-2 0 -1 2 0 1

000
dou D=P1AP=|[ 0 1 0
0 01

3.4 Trigonalisation (Réduction a la forme triangulaire)

Définition 3.4.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dim E =n, f € L(E) et A € M,(K).

1) On dit que f est trigonalisable si et seulement s’il existe une base B de E telle que la
matrice de f, My(B) soit triangulaire.

1) On dit que A est trigonalisable si et seulement s’il existe une matrice triangulaire T

de M, (K) semblable a A.

Proposition 3.4.1.

Soient E un K-espace vectoriel, dim E = n, f € L(E) et B une base de E et A est la matrice
de f dans la base B.

f est trigonalisable < A est trigonalisable.

Preuve.
La preuve découle directement de la Définition 3.4.1. c.q.f.d
Remarque 3.4.1.

1) Toute matrice triangulaire est trigonalisable.

2) Toute matrice triangulaire supérieure est semblable a une matrice triangulaire infé-
rieure et réciproquement.
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En effet :
tir tiz ... tin
0 t .. to,
Sot T=1| . 2 7 " | eTS,(K)
0O 0 0 ¢,
0 0 0 1
0 0 10
En notant P = e b
01 ... 00
1 0 ... 00

On a P inversible et P~ = P et

Lon 0 .0

tn— 1n tn— In—1

.. 0
plrp=| " T T | eTh(K)
tln tln_l Ce tll

Théoréme 3.4.1.
Soient E un K-espace vectoriel, dim E =n, f € L(E), A € M, (K)
f est trigonalisable <Py est scindé sur K

Preuve.
1) = Supposons que f est trigonalisable.
Il existe une base B de E, telle que M(B) est triangulaire, pour tout A € K

Pr(X\) = det(My — A\I,) = H(t“ — A) donc Py est scindé.
i=1
2) <= On raisonne par récurrence sur n = dim F.
On note : pour tout n € N, P(n) :
(E un K espace vectoriel, dim £ = n etf € L(E) et Py est scindé sur K = f est trigonali-
sable)
e P(1) est vraie.
e Supposons que P,_; est vraie et démontrons P,.
Comme Py est scindé, Pr(A) = (A — A1) ... (A= A,)
(les \; € K ne sont pas forcement distincts).

Soit e; € E),, on compléte e; en une base B = {ey,...,e,} telle que :
M ¢ L
My(B) =
O : A

Donc Pr(A) = (A1 — A)Pa(X)

Comme Pr(\) est scindé alors P4 () est scindé donc d’aprés ’hypothése de récurrence il existe
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SeTS, 1(K)et Qe GL, 1(K) telles que A= Q.5.Q7! d’ou

AN L.Q N LQ
My=P | ... ... ... |PleP'M.P=| ... ... ... |€TS,(K)
O : S o
1 (o) 1 )
P = Pi= .
O Q O Q'

c.q.f.d

Corollaire 3.4.1.
Tout matrice carrée de M, (C) est trigonalisable.

Preuve.
D’apreés le Théoréme de d’Alembert 3.1.3 tout polyndéme complexe de degré n admet n racines.
c.q.f.d

Exercice corrigé 3.4.1.
Soit f € L(R?) canoniquement associe a la matrice :

-2 2 -1
A= -1 1 -1
-1 2 =2

1) Démontrer que A est trigonalisable.
2) Trigonaliser A.

Solution.
Ona Pys(A\) =—-(\+
( )=A{- 1} A=-1
dim F —27& m(A) :3
-1)

1)3 est scindé donc A est trigonalisable.

,m(A) =3
,1,2), 2,y € R}
A

n’est pas diagonalisable.

Soit v; = (1, ,v9 = (0,1,2),v3 = (a,b,c) telle que B' = (vy,v9,v3) une base de R3 et
-1 0 «
MyB')=A = 0o -1 § avec a # 0 et B #0
0O 0 -1
f(v1) = —u
f(v2) = —vg sSa=0F=—-a+2b—c

f(vs) = avi + Buz — v3
Onprenda=pg=1eta=0b=c=1,v3=(0,1,1)

1 00
P = Myussage(B, B') = 0 1 1 |,ou B estla base canonique de R3.
-1 2 1
1 0
Pl={( 1 -1 =P LAP
-1 2
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Exercice corrigé 3.4.2.
Soit la matrice :

— N
— = O
w O =

Trigonaliser M .

Solution.
On a : Py(\) = (2 — \)3 est scindé donc M est trigonalisable.
Sp(M) ={2},\=2,m(\) =3
E\ ={z(1,1,0),z € R}
dim E\ =1 # m(\) = 3, M n’est pas diagonalisable.
Soit v; = (1,1,0), cherchons vy = (z,y, 2),v3 = (a,b,¢) telle que B’ = (v1, v9, v3) une base de

2 a p
RPet PMP=M =10 2 ~ |aveca#0et B #0,0u P = Mpssge(B,B') et B est
0 0 2
la base canonique de R3.
M.’U1:2U1
M.vy = avy + 209
M.vg = Py + yvg + 2v3
20 +z=a+ 2z Z=«
1) Mvy=av+2v0 < ¢ o+y=a+2y S r—y=«
—r+y+3z=2z2 y+z=x

Onprendz=y=a=1eta=0alorsy=0et vy =(1,0,1)

2a+c=PF+a+2a c=pB+y
2) Mws= vy +vyvs+2v3< < a+b=0F+2b S a—-b=p
—a+b+3c=7v+2c —a+b+c=v

Onprenda=b=0eta=0alors 5=0,c=v=1et vy =(0,0,1)

110 0 1 0

pliroo],Pt=[ 1 -10
01 1 1 1 1
2 10

M=|020]|=P'MP
00 2

3.5 Polynémes d’endomorphisme

Soient E un K-espace vectoriel et dim E = n.
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3.5.1 Polynéme annulateur-Théoréme de Cayley-Hamilton

Définition 3.5.1.

Soit f € L(E)

e On définit par récurrence 'endomorphisme f* k € N par f° = Idg, pour tout k € N* :
o= fo L.

o f est dit nilpotent s’il existe r € N, tel que f" = 0.

o Le plus petite entier r € N, vérifiant fr=1 # 0 et f* = 0 est appelé indice de f.

Exemple 3.5.1.

f:R* - R?
(x,y,2) — (y,2,0) est nilpotent d'indice r = 3

A= < 8 é ) est nilpotente d’indice r = 2.
Remarque 3.5.1.
Pour tout k € N : ker f* C ker fF+1.

Définition 3.5.2.

Soit P = ag + a1x + ... + a2 € K[X].

e Pour toute f € L(E) on note Py = apldg + a1 f + ...+ an f".

P(f) est appelé un polynome d’endomorphisme.

e Pour toute A € M, (K) on note P(A) = apl,, + ;1A + ...+ a, A",

Py est appelé un polynéme de matrice.

e On dit que P est un polynome annulateur de f € L(E)( resp. de A € M,(K))= P(f) =0
(resp. P(A) =0).

Exemple 3.5.2.

Soient A = (g 1) € My(R), P(x) =2* — 3z +2
Ona P(A)=A?—-3A+2,=0

Donc P est annule A.

Proposition 3.5.1.
Si P est un polynome annulateur de f € L(FE) respectivement de A € M, (K),alors
Sp(f) C {racines de P} respectivement Sp(A) C {racines de P}

Preuve.
Soit A € Sp(f) et x un vecteur propre de f associe a A, alors :

f(x) =X x = Vk e N: ff(z) = Nz
donc P(f)(z) = Zakfk(x) = Zak)\kw = (Z ap\¥)z = P(\)z

ona P(f) =0 = P(\)a =0 = P(A) =0 (z 4 0)
= X € {racines de f} c.q.f.d

Théoréme 3.5.1. (Cayley-Hamilton)
Si f e L(E) (resp. (A e M,(K))) alors Pr(f) =0 (resp. P4(A) =0).
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Preuve.
Soit v € E — {0}, la famille (f*(v)),k = 0,n ayant n + 1 éléments donc est liée,il existe
m € N,1 < m < n le plus grand entier tel que la famille {v, f(v), f2(v),..., f™ " (v)} est
libre alors la famille {v, f(v),..., f™ 1 (v), f™(v)} est lice
il existe ag, ay, ..., a,_1 € K, tels que f™(v) + a1 f™ 1 (v) + ... + a1 f(v) + agv =0
Posons F' = (v, f(v),..., f™ 1(v)) est un sous espace vectoriel de E.
avec dim F' = m et f(F) C F c’est-a~dire F' est stable par f.
De plus la matrice de la restriction g = f/F dans la base {v, f(v),..., f™}(v)} est la matrice

00 ... ... 0 —AQao
10 ... ... 0 —a
M, = O 1 h —.az
0 0 ... 1 0 —Qy—2
00 ... 0 1 —Qy—1
Donc
—A 0 0 —Qo
1 A 0 —an
POV = det(M, = AL =| U
0 0 1 —A — Q-2
0 0 0 1 —)\—am,1

Par récurrence (en développant par rapport a la premiére ligne)
P,(AN) = (=1D)™[A" + @ A"+ L+ ar X+ ag)
d’autre part P, divise Py < 3Q € K[X] tel que Pr(A\) = Q(X)P,(N)

Voe E—{0}: P(f)(v) = QU)(v)F(f)(v)

= Q(UNOLMW) + am-rf" (V) +... + arf(v) + ]
= Q(N)w)o
-0 5 Q=(-1"Q
donc Vo € E— {0} : P(f)(v) =0= Pr(f) =0 c.q.f.d
Exemple 3.5.3.
Soit la matrice
1 00
A= 0 1 1 |eMsR)
-1 21
On a Pa(A) =X +3\2—-)X—1
Py(0)=—-1#0< A emiste.
1 0 0
Py(A)=0A1=-A2+34-1L=| 1 -1 1
-1 2 -1

JAGANE Abderrahim 2021




3.5 Polynémes d’endomorphisme

70

3.5.2 Polynéme minimal

Définition 3.5.3.

Soient f € L(E) et A € M,(K) un polynéme minimal de f( resp. A) est un polynéme

annulateur de f( resp. A), non nul, de degré minimal noté mws( resp. m4).

Exemple 3.5.4.
I, (X) =X-1

Proposition 3.5.2.
Soit f € L(E) alors :
pour tout P € K[X] : P(f) =0 < 7y divise P.

Preuve.
1) =
On fait la division euclidienne de P par m¢, on trouve
P=Q.ms+ Rou@,ReK[X] et deg R < degmy.

Comme P(f) = 0 = Q(f)ms(f) + R(f) = 0,
alors R(f) =0,

donc P = Q.my,
c’est-a-dire 7 divise P.
2) <

Soit P € K[X] tel que 7y divise P
alors il existe @ € K[X] tel que P = Q.7y P(f) = Q(f).7s(f) =0.

Proposition 3.5.3.
Soit f € L(E) alors :
AE Sp(f) = 7Tf<)\) =0.

Preuve.

1) = Soit A€ S,(f) = IV e E— {0}, f(V) = AV

T

Supposons que 7f(X) =ag+ a1(X) + ... +a,(X") = ZaiXi, X e K.
=0
m(f)=> aif' =0
=0

r

0=m(NV) =D af' (V)= aXV

i=0
alors Z ai)\i =0
i=0
doum(f)=0

2) =SixeK m(A4) =0

alors il existe @) € K[X]tel que m¢(X) = (X — X).Q(X), (deg @ < degmy)
mais 0 = 77(f) = (f — AMdg).Q(f)

donc f — Aldg =0 car Q(f) # 0 par minimalité de 7

alors f — A dg n’est pas injective

et donc A\ est une valeur propre de f.
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Exemple 3.5.5.

Soient
1 00 3 -1 1
A= 1 10| ,M=]10 2 0
-1 1 2 1 -1 3

1) Pa(A) = —(A— 1)2(A—2) et ma(A) = (A — 1)2(A — 2)
2) Py(A) = —(A— 2)2(A —4) et mar(A) = (A — 2)(\ — 4)

Proposition 3.5.4.
Soit f € L(E) alors :
[ est nilpotent d’indice r < 7p(X) = X",

Preuve.
1) = Si f est nilpotent d’indice r alors f*~! # 0 et f7 = 0, ot r le plus petit entier.
donc P(X) = X" est un annulateur de f = 7y divise P.
alors 77(X) = X" avec ' < r et comme 7 le plus petit entier
donc 1" = r et alors mp(X) = X",
2) < Si 7y(X) = X" avec (r le plus petit entier )
donc m(f) = f7 =0 (7 est un annulateur de f de degré minimal
alors f7~! # 0 donc f est nilpotent d’indice 7. c.q.f.d

3.6 Réduction de Jordan

Soient E un K-espace vectoriel, dim £ =n > 1.

Définition 3.6.1.
1) Un bloc de Jordan est une matrice J(\) de la forme :

\ 1 A 10
()\)eMl(K),<O A)eMQ(]K), 0 A1 |eMK)...
00 A
A1 o0 ... .00
A1
Jyn=| " 7 eM®),k<n A eK
: e g
1
0 0 A
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2) Une matrice de Jordan est une matrice J diagonale par blocs de la forme :
Ji

J>

ou : J;i,i = 1,1 sont les blocs de Jordan.

Définition 3.6.2.

1) On dit que f € L(E), admet une réduction de Jordan ; si et seulement s’il existe une base
de E/, dans laquelle, la matrice de f dans cette base est une matrice de Jordan.

2) On dit que A € M,(K) admet une réduction de Jordan si et seulement si A est semblable
a une matrice de Jordan.

Théoréme 3.6.1. [/7[(Forme canonique de Jordan)

1) Soit f € L(E), si Py est scindé alors f admet une réduction de Jordan.

2) Soit A € M,(K), si Pa est scindé alors A admet une réduction de Jordan.

Théoréme 3.6.2. [/1/(Méthode pratique de réduction de Jordan)

Soient f € L(E), Pr(A) = A =A)"...(A =)™, 7p(A) = (A=A )™...(A = \)"™
et Sp(f) = {A1,.... \v}. Pour chaque X;, les blocs de Jordan correspondants J;(\) ont les
propriétés sutvantes :

1) Il y a au moins une J;(N\;) d’ordre m;, toutes les autres sont d’ordre < m;.

2) ZOTde()\i) =n,.
3) Le nombre des J;(\;) est égal a dim E,.

4) La base de Jordan B = {uy,ug, ..., up}.
Siuy € Ey, alors : f(ur) = Nuq, f(ug) = uyp + Nua, ..., f(ups1) = ug + Aty -
P = Myussage(Bo, B) ot By Uancienne base, J = P~'.M;(By).P

Exercice corrigé 3.6.1.
Trouver toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice

2
A= 1

e )

1
0 | € Ms(R)
-1 1 3

Solution.
Ona Py(\) = —(\—2)?
Ey ={z(1,1,0),z € R}
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ma(A) = (A —2)°
Comme dim Ey = 1 il existe un seul bloc J;(2) d’ordre 3 c’est-a-dire

2
L@ =J=10
0

mown—n
I o - o

Cherchons la base {uy,us,u3} de Jordan

Au1 = 2u1
Aug = uy +2us  On prend u; = (1, 1,0) on trouve us = (1,0,1) et ug = (0,0, 1).
AUg = Uy + 2U3

110 0O 1 0 210
P=|100], P'= 1 =1 0 JetPtAP=|021|=J
011 -1 1 1 0 0 2
Exercice corrigé 3.6.2.
Soit la matrice
-1 1 1 0
0 -1 0 1
A= 21 2 1 o | EMB)
0 -1 0 1

1) Montrer que A est nilpotente.

2) Déterminer la réduite de Jordan de A.

Solution.
1) On a A%2 =0, d’ou A est nilpotente d’indice 2.
2) Onama(\) =22, P4(\) = Aet B\ = Ey = {y(1,1,0,1) + 2(1,0,1,0) /y, z € R},
les vecteurs v; = (1,1,0,1) et v = (1,0,1,0) sont libre, d’ot dim Ey = 2 # 4 donc A n’est
pas diagonalisable.
Comme dim Ej = 2, alors il existe deux blocs J;(0), J5(0) tels que ordy, ) = 2 et
ord ) + ord ) = 4 alors ordy,) = 2, donc

1oy,
01 Ji(0) 00)
) 1 0
Jo(0 :
»(0) 0 (0 0)
Cherchons la base B = {uy, ug, us, us} de Jordan, ot uy = (1,1,0,1), ug = (1,0, 1,0) et

AUQ = u + OUQ
AU4 = usz + 0U4

On prend us = (a,b,¢,d) et uy = (2,9, 2,t), alors
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—a+b+c=1
B —b+d=1 c=1+a—b
A= =N L oie—d=0 {d:b+1
—b+d=1

Onprenda=b=0=c=d=1, douuy = (0,0,1,1).

—r+y+z=1
. —y+t=0 z=14+xz—y
Auy = uz & e dr—t=1 ﬁ{t:y
—y+t=0

Onprend x =y=0=z=1,t =0, dou uy = (0,0,1,0).

1010 0 1 0 0
1000 L o =10 1 I
P=lo1 11 P =1 1o o |etPrar=u

1100 -1 2 1 -1

Exercice corrigé 3.6.3.
Trouver toutes les formes canoniques de Jordan possibles pour la matrice A € Mg(K) dont le
polynome caractéristique P4(\) et le polyndme minimal wa(\) est le suivant

Pa(d) = (A= 2)*(A = 3)2 et ma(A) = (A — 2)2(A — 3).

Solution.
On a, Sp(A) = {2, 3},
)\1 = 2,m1 = 2,72,1 =4 et /\2 = S,mg = 17TL2 = 2.
Les cas possible :
1) dim By = 2, on a deux blocs de Jordan Jy(2), J5(2) avec ord;, = my = 2

ordy, +ord;, =ny =4 = ord;, =2, dou Ji(2) = J(2) = ( g é >
2) dim E; = 3, on a trois blocs de Jordan Ji(2), J5(2), J3(2) avec ord; = 2

. 2 1
ordy +ordy +ordy =4 = ordy = ord; =1, d’ou Ji(2) = ( 0 92 ) ,J5(2) = J5(2) = (2).

3) dim E5 = 2, on a deux blocs de Jordan Ji(3), J2(3) avec ordy, =mg =1

ordy, +ord;, =ny =2 = ordy, =1, d'ou J;1(3) = J2(3) = (3).
Donc

J1(3)

J2(3)
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ou
Ji(2)
J5(2)
A= T(2)
J1(3)
J(3)
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Exercices

Exercice 3.6.1.
Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres des matrices suivants :

2 0 0 V2 V2

1 2 1 g 0 8 0 0 20 =2 -2
—2—10,a8a86t00200
1 3 -1 V2. V2 00 2 0
0 a 0 «a
V2 =2 0 0 2
Ou a € R*
Exercice 3.6.2.
On consideére la matrice
1 0 1
A= -1 2 1

2—m m-—2 m
oum € R.
1) Quelles sont les valeurs propres de A 7
2) Pour quelles les valeurs de m, A est-elle diagonalisable ?
3) Diagonaliser A, pour m = 2.
Exercice 3.6.3.
Soit l’endomorphisme
f: R3 — R3
(x,y,2) — (—z,x—y+z3x+22)
1) Calculer le polynome caractéristique de f.
2) Déterminer les valeurs propres de f et la dimension des sous espaces propres associés.
3) En déduire que [ est diagonalisable.

Exercice 3.6.4.
Soit la matrice A de M3(C) telle que

11 1
A= 0 0 -1
01 O
1) Démontrer que A est diagonalisable.
2) Diagonaliser A.
Exercice 3.6.5. (Matrices compagnons)
Sotent ag;ay;...;a,-1 € K;n € N* et K le corp des nombres reels ou complexes.
Soient les matrices
00 0 —ag
10 Q —a 0 0 —ag .
c,=1 01 =10 —a ’02_< 0>7
1 —aq
0 1 —as

00 ...01 —Aanp-1
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1) Déterminer P, et Pe,.
2) Démontrer par récurrence Pe, (A) = (=1)" (A" 4+ @ A" H 4 .. + 1A + ap) .
Exercice 3.6.6.
Soient E un K-e.v, dim E =n, f € L(E) et F un s-e-v de E invariant par f. Si g = f/F
1) Démontrer que P, divise Py dans K[X].
2) Démontrer que m, divise 7y dans K[X].
Exercice 3.6.7.

Soient E un K-e.v, dim E' =n, f € L(E) et A sa matrice dans n’importe quelle base de E.
Démontrer que mp = 4.

Exercice 3.6.8.

Soient E un K-e.v, dim E'=n, f € L(E) est nilpotent d’indice k,k < n.
1) Montrer que l’ensemble S = {v, f(v),..., f¥(v)} est libre,pour tout v € E.
2) Montrer que F =< S > est stable par f.
3) Montrer que g = f/F est nilpotent d’indice k.

4) Déterminer la matrice de g dans la base S de F'.

Exercice 3.6.9.
Trigonaliser les matrices suivantes :

5 —4 -3 0 2 —1 3 -4 02
4 -5 -2 4

2 —1 —1 |, -1 3 =1 |et

1 -1 0 0 1 0 0 0 —3 =2
0 0 2 -1

Exercice 3.6.10.
Soient E un K-e.v et f € L(E).

Montrer que si : f3+2f? — f — Idg = 0 alors f est bijectif.

Exprimer f1.

Exercice 3.6.11.
On considére la matrice

A= ( —ab 2)
ot a,b € K\{0}.

Déterminer un polynéme annulateur de A et Ezprimer A™! lorsque celle-ci existe 7.

Exercice 3.6.12.
Soit la matrice A de M3(R), telle que

A:

o = O
O O =
— =
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1) Calculer P4(\) et en déduire que A est existe.
2) Calculer A3, A*, A5 et A~ en fonction de A.

Exercice 3.6.13.
Trouver toutes les réduites de Jordan possibles pour la matrice A dans les cas suivantes :

1) Pa(X) = (X — 2)4(X —3)% et ma(X) = (X — 2)2(X — 3)?
2) ma(X) = (X —2)% et A€ Ms(R).
3) Pa(X) = (X —2)*(X —5)%

Exercice 3.6.14.
Trouver toutes les réduites de Jordan possibles pour les matrices suivantes :

11 a8 01101
01 0 1 00111
et] 000 0O

0010
000 1 00 00O
000O0O
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CHAPITRE 4

Application de la réduction des endomorphismes et des matrices

Sommaire
4.1 Calcul des puissances d’une matrice carrée . . . ... .. ... .. 79
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Dans ce chapitre nous allons présenter quelque des application de la réduction des endo-
morphismes et des matrices et nous aborderons les éléments suivantes : calcul des puissances
d’une matrice carrée, systémes des suites récurrentes linéaires, suites récurrentes linéaires a
coefficients constants, exponentielle des matrices, systémes différentiels linéaires du premier
ordre.

4.1 Calcul des puissances d’une matrice carrée

Définition 4.1.1.
Soit A € M,(K). On définit par récurrence la matrice A*, k € N par :

A =1, AF = AAL
pour tout k € N*

Lemme 4.1.1. (Cas diagonal)
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Sotent Ay, ..., N\, € K alors, pour tout k € N
A0 .. 0N\" /XM o0 .0
0 A loow
U (| S 00
0 ... 0 X\, 0 ... 0 X\
Preuve.
Montrons par récurrence. c.q.f.d
Proposition 4.1.1. (Cas diagonalisable)
Soit A € M,(K)
Si A est diagonalisable, alors il existe P € GL,(K),D = P~1.A.P
et pour tout k € N: Ak = p.Dk P!
Preuve.
Montrons par récurrence.on a A = P.D.P~!
1) La propriété est triviale pour & = 0 car A° = D° = I,,.
2) Supposons que pour tout k € N: A¥ = P.DF p~L,
On a A*! = A A% = (P.D.P7Y).(P.D*.P~') = P.D* p~1 c.q.f.d
Exercice corrigé 4.1.1.
Soit la matrice
3 -1 1
A= 5 -3 1 | € M3(R)
6 —6 4
1) Démontrer que A est diagonalisable.
2) Calculer A* k € N*.
Solution.
E_2 = {y(O, ]., —].)/y S R},dimE_g =1.
EQ = {y(]_, 170)/y S R},dlmEQ = 1.
E,={y(1,1,2),y € R}, dim E, = 1.
Soient B la base canonique de R? et B’ = {u1(1,1,0),u3(0,1,—1),u3(1,1,2)}
1 0 1 1 1 1 -1
P = Mpssage(B,B)=|[ 1 1 1 |, Pt= 5 -2 2 0
0 —1 2 1 -1 1
2 0 0
D=PtAP=[0 -2 0
0 0 4
s 47 =) (A
VneN: A" = PD"P~' = | (2" + (=2)""" +47) (2" + (=2)" —4") 3((-2)" +4")
(_2)n+1 + 4n (_2)n . 4n 4n
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Proposition 4.1.2. (Formule du bindme)
Soient A, B € M,,(K) deux matrices qui commutent alors, pour tout k € N

k
(A+B)F=> CLA.B*7 ot C = L
(k= j)!

Jj=1

Preuve.
Montrons par récurrence. c.q.f.d

Lemme 4.1.2. (Cas particulier)
Si la décomposition de Dunford, A = D + N avec D diagonalisable et N nilpotente qui
commutent alors

k
VEeN: A=Y "C{N/.D"7.

j=1

4.2 Systémes des suites récurrentes linéaires simultanées

Soient n € N*, A = (a;;) € M,,(K) et (a1, 00, ...,0,) € K™
On considére les suites récurrentes linéaires simultanées du 1¢" ordre a coeflicients constants
(1) kens - - -5 (T ) wen définies par :

VjE{l,...,n}, Tjo = Q5

(E) VJ € {1, . ,n} , Vk e N y Tjk+l = Zaﬂx@k
i=0
Il s’agit de calculer les z;

X1,k
En notant X, = : ,(F) se rameéne & :

L,k

a7
Xo=
an

VkeN, Xp = AX,

On a donc, pour tout k € N, X}, = A*X,. et la détermination de X} se raméne au calcul de
AF.

Exercice corrigé 4.2.1.
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Soient (Un)nen, (Un)nen, (Wn)nen les suites réelles définies par : ug = 0, vy = 22, wy = 22

( 1
Un+1 = Z(2un + v, + wn)

1
VTLEN, Un—l—l:g(un‘i‘vn‘i‘wn)

1
W41 = Z(un + v + an)
\

Calculer u,,, v, w,.

Solution.
En effet notons
1 1 1
2 4 4
a=| L 11
3 3 3
1 1 1
4 4 2
un
et pourne N, X, = [ v, Ona:VneN X, =AX,,donc:Vn e N, X, = A"X,
Wnp,
Formons le polynéme caractéristique :
PAN) = (1= N5 = N~ )
A 12 4

Puisque A admet trois valeurs propres distinctes et que A est d’ordre 3,alors A diagonalisable.
On calcule les sous espaces propres,on obtient une base {V;, V5, V3} de valeurs propres associés

1 1
respectivement & 1,—, —:Vi=| 1 | , Vo= 0 ,WVe=1 =8
4712
1 —1 3
1 0 0
1 1 3 1
Ennotant P=| 1 0 —8 |etD=|0 7 0
1 -1 3
1
0 0 —
12
1 8 6 8
OnaPl'=—|11 0 -11 |t A= PDP!
2\ 1 2 1
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D’oi1, pour tout n € N, X,, = A"X, = PD"P~1X,

et donc pour tout n € N,
u, =14 —11.4""—3.127"
v, = 14 4+8.127"
w, =14+ 114" —-3.127"

Il est claire que (u,)n, (Vn)n, (wy), convergent vers 14.

4.3 Suites récurrentes linéaires a coeflicients constants

Soient P € N*, (ay, . ..,a,—1) € K. On considére la suite récurrente linéaire a coefficients
constants (uy,)nen définie par :

(Uo, .. ,Up_l) € K?

p—1
Vn € N uyyy = E AUnti = QoUp + ... + Qp_1Upip_1
i=0

Il s’agit de calculer u,, en fonction de n, pour tout n de N.

Notons
0 1 0 0
A= . . 0 € Mp (K)
0 0 1
g ... ... QAp—2 QAp—1
Un
Un+1
,et pour tout n e N: X, = )
Uptp—1
On a pour tout n € N :
o 1 0 ... 0
Un+1 . . . . . U,
w, : R - : U,
Xnpp1 = .+2 = : 0 'H = AX,
Uty 0O ... ... O 1 Unppo1
Gy ... ... Qp—2 Qp—1

On a dong, pour tout n € N, X,, = A" X, Ainsi le calcul de u,, se raméne a celui des puissances
de A.

Exercice corrigé 4.3.1.
Calculer u,, pour tout n de N sachant :

Ug = 1,U1 = 17UQ =1
Vn € N, upr3 = 45U, — 39,41 + 11,10
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Solution.
Notons
0 1 0
A= 0 0 1
45 =39 11

et formons le polynéme caractéristique :
Pa(A) = —=(A = 3)*(A = 5).

Donc P, est scindé sur R et les valeurs propres de A sont 3 (double) et 5 (simple).
On calcule les sous espaces propres et on obtient :

(

1
Es = vect(vy),0uv; = | 3
9
1
Es = vect(vs), ot v3 = 5
25

\

Puisque 3 est valeur propre double et que dim E3 = 1, A n’est pas diagonalisable.

x
On va trigonaliser A. Cherchons v, = | y | pour que Avy = 3vs + v;.
z
On a:
_ y=3r+1
AU2—3U2+U1 42){ PO
0
On peut donc choisir v = | 1
6
10 1 310 1 -5 6 -1
Ennotant P=| 3 1 5 |etT=|0 3 0 ,onadoncP‘lzz -30 16 -2
9 6 25 0 05 9 —6 1
et A= PTP!
3" n3»t 0
Une récurrence immédiate montre, pour tout n € N, 7" = 0 3" 0
0 0 5"
—4n3nt 4 57
D'ou, pour tout n € N :X,, = PT"P~'X, = —4(n +1)3" + 57 *t
_4(n + 2)3n+1 + 5n+2
Finalement, pour tout n € N, u,, = —4n3"~! + 5",
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4.4 Exponentielle des matrices

Définition 4.4.1.
M, (K) est un K-espace vectoriel de dimension n®, on peut donc considérer des normes sur

cet espace. Pour tout A € M,(K). on pose ||A| = Z |aij]-

1<i,j<n

2

Lemme 4.4.1.
Pour tout A, B € M,,(K) on a : ||A.B|| < ||A||||B]]

Preuve.

En effet : si A = (aij),B = (b”) et A.B = (Cij) , Cij = Zaikbk]‘
k=1

IAB] = ) eyl
i

< 30 (Sl
< (Z|aik|)(2|bw|)
< janBl

c.q.f.d

Définition 4.4.2.
On dit qu’une suite (Ay)ren de M, (K) converge vers une matrice A, si pour tout i,j la suite
des coefficients ay;; converge vers le coefficient a;;.

Proposition 4.4.1.
Soient (Uy,) une suite de matrices qui converge vers U et (V,,) une suite de matrices qui
converge vers V. La suite (U, V) converge vers la matrice UV

Preuve.
On se donne comme d’habitude € > 0; il existe un entier mg tel que, pour tout m > mg,on

£ £
it | Uy — Ul < et [V = V| < o
2(e+[[VI) 2(|U1+ 1)

WVirll < Vi = V| + ||V| < e+ ||[V] pour m = mg,on a alors

qui entraine en particulier

< NUnm = )Vl + UV = V)]
< U = UVl + IU[Vin = V]|
< NUn = Ulle + IVID + [U[[[Vee = Vi
€ €

< e+ WV T Wisimm

2(e+ VI 2([|U]l +1)
< €

ce qui démontre la proposition. c.q.f.d
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Exemple 4.4.1.
Si une suite (U,,) de matrices inversibles converge vers une matrice U et que la suite des
inverses (U') converge vers une matrice V, la matrice U est inversible d’inverse V.

La construction d'une série qui converge vers le produit des sommes de deux séries conver-
gentes > Uy et Y Vj est plus délicate.

Proposition 4.4.2.
Soient Y Uy et > Vi des séries de matrices absolument convergentes de sommes respectives
Uet V.la série de terme générale

W, =UV, +U Vi1 + ... + U V)
est absolument convergente de somme UV .

Preuve.
on remarque que

ZHWkH = Z |U:V; ]l
k=0

0<itj<m

< > lulivil

0<itj<m

< (I (I
< (SIS

Puisque les séries Y ||U;|| et > ||V;|| sont convergentes. les sommes partielles de la série a
termes positifs Y ||IW,|| sont majorées; elle est donc convergente, de sorte que la série > Wy,
est absolument convergente. pour calculer sa somme, on regarde la différence

W= Q_UQ Vol = |l > Uivil

i= =0 i+5<2m,i>m ou j>m
< D> T
0<i+j<m

< QoI = (T IV

Comme le membre de droite tend vers 0 lorsque m tend vers 400, et que la limite de la suite

((Z U,)(Z V;)) est UV par la Proposition 4.4.1, on en déduit que la série de terme générale
i=0 =0
W est convergente de somme UV
c.q.f.d
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Proposition/Définition 4.4.1.
© Ak

Pour toute matrice A € M,(K), la série : Z ST converge dans M, (K).
k=0

On note : exp A = e? sa limite est dite la matrice exponentielle de A.

Preuve.
Il suffit de démontrer que les séries de coefficients convergent. Or pour tous i,j on a :

o | i | 1A%
Z?]
2% < 2T
k=0 k=0
A
< 2
k=0
< el
< o™
> Ak
.. L. 1,7
Donc pour tous ¢, j la série kz B converge dans K.
=0
c.q.f.d
Exemple 4.4.2.
Soit matrice diagonale
A0 ... 0
M= 0 A :
. 0
0 0 A
Alors
e 0 0
A2
w| 0
0
0 0 et

Proposition 4.4.3.
Si M, N € M, (K) sont des matrices carrées qui commutent c’est -a-dire M.N = N.M, on a

eMHIN = M N — N M

Preuve.
On utilise la formule du bindéme

k k k!

M+NF=N"CIMT N =Y prI N
(MM =2.G 2
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De sorte que
k

LN _ Z(M+N i Z M’w NJ

k=0 j=

On retrouve la série dont la Proposition 4.4.2 nous dit qu’elle converge vers

i=0 =0
c.q.f.d
Corollaire 4.4.1.
Si M € M,(K) est une matrice carrée, eM est inversible d’inverse e™.
Preuve.
Il suffit d’appliquer la Proposition 4.4.3 & M et —M. c.q.f.d

Proposition 4.4.4.
Si M,N € M,(K) sont des matrices carrées semblables c’est -a-dire qu’il existe une matrice
inversible P telle que N = P™Y.M.P, alors eM et eV sont semblables.plus précisément

-1 _
€N:€P .M.P:P 1.€M.P

Preuve.
Il suffit de remarquer que pour tout k € N

N¥ = (P~*.M.P)* = (P*.M.P)(P"'*.M.P)... (P"*.M.P) = P M*.P.

De sorte que
“NF IS (P MP = M
D P L ()P
k=0 k=0 k=0

Il suffit alors de faire tendre m vers +oo en utilisant la Proposition 4.4.1 pour conclure.
c.q.f.d

Proposition 4.4.5.

Soit D un sous ensemble de R, soient F' : D — My,yn(C) et G : D — M,,,(C) des
fonctions a valeurs matricielles, admettant des limites en un point ty de D. Alors la fonction
FG: D — Mp,«,(C) qui a tout t associe F(t).G(t) a une limite en t, et

lim (F(t).G(t) = (lim F(t)).(lim G(2)).
Preuve.
La démonstration est tout-a-fait analogue & la démonstration pour les fonctions & valeurs
réelles (voir aussi la démonstration de la Proposition 4.4.1).

c.q.f.d
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Proposition 4.4.6.

Soit D un sous ensemble de R, soient F': D — M5, (C) et G : D — M,,4,(C) des fonctions
a valeurs matricielles, définies au voisinage d’un point ty de D et dérivable en ce point. Alors
la fonction FG : D — My,x,(C) qui a tout t associe F(t).G(t) est dérivable en t, et

(F.G) (to) = F'(to).G(to) + F(to).G'(to).

Preuve.
Il s’agit de trouver la limite du taux d’accroissement
F(t).G(t) — F(t).G(to)

5(t) = — .

Lorsque t tend vers to. On Iécrit

F(t).G(t) — F(to).G(t) + F(to).G(t) — F(to).G(to)

t—tg
_ F(t) — F(tO)G(t) —|—F(t0)G<t) — G(tO)'

t—to t—to

o) =

Qui grace a la Proposition 4.4.5 tend vers F”(ty).G(to) + F(to).G'(to) lorsque ¢ tend vers to.
c.q.f.d

Lemme 4.4.2.
Soit M une matrice carrée d’ordre n € N, on a

leM — I, — M| < || M|l
Preuve.
oo k

OnaeM—-1,— M= E —5- cette série est bien stir toujours absolument convergente.
k=2

(R

hE

le* — I, — M|

k=2

Kl
[ M2
(k+2)!

[M]#

i

0
)

2 M*
s

k=0

=, a4
|

2oy

= e

IN

IN

c.q.f.d
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Proposition 4.4.7.
Soit M € M,(K) une matrice carrée. La fonction

R — M,(K)
M — M

est dérivable sur R de dérivée en ty la matrice MetoM = etoM \f.

Preuve.
Il s’agit de montrer que le rapport

etM _ etoM M toM €tM _ etQM _ (t _ to)M@toM
- e = .
t— 1o t—tg

Tend vers 0 quand ¢ tend vers ty. Puisque toM et (t—tg) M commutant, on a par la Proposition
4.4.3

etM e(t—to)M+toM
e(t—to)MetoM.
Posons t —tg = a on a
M — oM (¢ —to)MeM = etto)MgtoM _ otoM _ (t — to)MeoM

= (e"M — I, —aM)eM,

Le Lemme 4.4.2 appliqué a la matrice aM entraine

[e™ — oM — (t —to)MeM|| < |(eM — I, — aM)eM|[[e"oM]
< a?||h bl et
tM _ _toM __ t — 1t M. toM
€ € ( 0)M.e < a||M||2€\a|||M||||et0M||'

t—to

Or la fonction réelle de o au membre de droite tend vers 0 quand « tend vers 0, cela démontre
la proposition. c.q.f.d

4.5 Systémes différentiels linéaires du premier ordre

Définition 4.5.1.
On appelle systeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants un systéme de la
forme :

Ill (t) = a111 (t) + Cllgl’g(t) + ...+ alnxn(t)
[L’é(t) = 21T (t) + CLQQIQ(t) + ...+ agnl'n(t)

2 (t) = anma1(t) + an2xa(t) + ... + Qppn(t)
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ot a;; € K, et les inconnues x; sont des fonctions dérivables sur un intervalle J de R.
On utilise la notation abrégée

d

—X(t) = AX
SXO=AX()  (Sw)
1(t)
\ _ (1)
Ou A = (a;j)1<ij<n € M,(K) une matrice constante et X (t) = )
Tn(t)
' (t)
xh(t
et on note %X(t) =X'(t)= 2.( )
(1)

Les exponentielles de matrices permettent de résoudre le systéeme (Sg).

Théoréme 4.5.1.
Les solution du systéme homogéne (Sy) sont les fonction de la forme t — €4 Xy, X est un
vecteur colonne quelconque de K".

Preuve.
Montrons d’abord que toute fonction de type X (t) = e X est solution de (Sg), il s’agit de
calculer la dérivée de X en tout point ¢.
On utilise la Proposition 4.4.7, nous avons X'(t) = A.e*. X alors X'(t) = AX ().
Réciproquement : montrons que toute solution X de (Sy) est de cette forme.
En dérivant la fonction Y : ¢t — e X (t) on trouve : Y'(t) = —e "X (t) + e 1 X'(t) = 0,
la fonction Y est donc constante égale & sa valeur en 0, soit X (0) de sorte que X (t) = e X,
pour tout ¢. c.q.f.d

Corollaire 4.5.1.
Soient Xy un vecteur de K" et tg un réel, la fonction X (t) = e(t=t)A X est lunique solution
de (Sg) qui vérifie X (to) = Xo.

Preuve.
La fonction X peut aussi s’écrire X (t) = e'*(e~*4X,), elle est donc solution de (Sy) par le
Théoréme 4.5.1, car e 04X est un vecteur colonne quelconque de K", et elle vérifie bien siir
X(tg) = Xp.
Réciproquement : si Y est une solution vérifiant Y (ty) = Xy la fonction ¢ — Y (¢ + o) est
encore solution et prend la valeur Xy en 0 c’est-a-dire pour ¢t = 0,Y (¢t + to) = Y (to) = Xo,
par le Théoréme 4.5.1, elle est égale a t — exp(tA) Xy, d’ou le corollaire. c.q.f.d

Remarque 4.5.1.

1) Soit X'(t) = AX(t) un systéeme différentiel linéaire ou X(t), X'(t) et A dans une base B
de K™. Soit B’ une autre base de K", telle que P est la matrice de passage de B a B’'. Alors
la matrice M = P~YAP dans B', X(t) = PY (t) et X'(t) = PY'(t) ou Y (t) et Y'(t) dans la

JAGANE Abderrahim 2021




4.5 Systémes différentiels linéaires du premier ordre 92

base B'. On «a

X'(t) = AX (t) PY'(t) = APY (t)
Y'(t) = P"PAPY (1)
Y'(t) = MY ()

Y (t) = MY,

X (t) = PeMyj,.

te oo

ot Yy la condition initiale dans B'.
2) Si A est diagonalisable ou trigonalisable ou posséde une réduite de Jordan alors M est
diagonale ou triangulaire ou de Jordan respectivement.

Théoréme 4.5.2. (Cas d’une matrice diagonalisable sur R )

Soit A € M,(R) une matrice diagonalisable, on note les A\i,...,\, ses valeurs propres
(comptées avec leur multiplicités) et soit {vy,...,v,} une base de K" formée de vecteurs
propres de A associées a Ai, ..., \, les solution de (Sy) sont les fonction de la forme :

X(t) = are™v; + aze™ vy + ..+ aperu,,

ol iy, Qa, . .., 0y sont des constantes arbitraires.
Preuve.
La condition initiale Xy décompose en Xg = a1v1 + asvs + ... + a,v, ol si P est la matrice
de passage de la base canonique de R" a la basse {vq,vg,...,v,} on a
aq
Xo=P
A

Nous avons d’autre part, D = P7'AP, ou D est la matrice diagonale de termes diagonaux
A1, ..., A, donc :

X't)=AX(t) & X(t) =X,
& X(t) = PP P7X,

a1
& X(t)=PeP |
an
ajetM
& X(t)=P :
a, e

< X(t) = a1y + ase™vy + ..+ ay e,

c.q.f.d
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Remarque 4.5.2.
Autrement dit, ’ensemble des solutions du systéme (Sy) est K- espace vectoriel de dimension
n et {eMVy, eV, L etV } forment une base de cet espace.

Exercice corrigé 4.5.1.
Résoudre le systeme différentiel suivant :

x'(t) = =8y(t) + 62(t)

y'(t) = —x(t) — 8y(t) + 7z(1) (S)
(1) = a(t) — 14y(t) + 112(t)

Solution.
0 -8 6 (1)
Onpose A= -1 =8 7 |JetX(t)=| y()
1 —14 11 2(t)

Donc (S) & X'(t) = A.X(t), qui est un systéme homogeéne.

Le polyndme caractéristique est Ps(\) = —(A —2)(2+ ) (A — 3)

Donc A admet trois valeurs propres distinctes {—2,2,3} alors elle est diagonalisable sur R.
Les sous espaces propres E_o = vect(vy), By = vect(vy), E3 = vect(vz) ou

1 1 2
vy = 1 , Uy = 2 , Us = 3
1 3 5)

Donc la solution générale est de la forme

are 2t + age?t + 2aie?
fug = | age ™ + 200e? 4 3aze® |,
are %t 4+ 3ane? + base’t

X(t) = are v + age® vy + aze®
ol (g, g, i3) € R3.

Théoréme 4.5.3. (Cas d’une matrice diagonalisable sur C mais pas sur R)
Si A € M, (R) est diagonalisable dans C et pas sur R, il suffit dans la familles génératrice

des solutions de remplacer pour les valeurs propres non réelles ce™v + Be@t)ﬂ par :
aRe(eMv) + BIm(ePv) avee (a, B) € R2.

Preuve.
Comme A une matrice réelle si A € C est une valeur propre de A, alors A est aussi une valeur
propre de A. Si v un vecteur propre associé a A, alors ¥ est un vecteur propre associé a la
valeur propre \.
Pour le couple de la valeur propre (A, \) on a

ey = Re(eMv) + iIm (™), M7 = Re(eMv) — ilm(ePDv).
Donc
vect(e(’\t)v, eat)ﬁ) = {aeMy + ﬂe@)ﬁ, a, € C}
= {a(Re(eO‘t)v) + i[m(e(’\t)v)) + B(Re(e(’\t)v) - ilm(e()‘t)v))}

= {(a+ B)Re(ev) + (ia — i) Im(eMv)}
= vect(Re(e®v), Im(e?v)).
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Comme Re(ePv) et Im(eMv) sont deux solutions du systéme différentiel sur R, forment
une famille libre. c.q.f.d

Exercice corrigé 4.5.2.
Résoudre le systéme différentiel suivant :

(1) = x(t) +y()

y(t) = —a(t) + 2y(t) + 2(t) (5)
2/(t) = x(t) + 2(t)

Solution.
On pose
1 10
A= -1 2 1
1 01

et X(t) = y(t) | onx,y et z sont des fonctions de t.

alors
(S) e X'(t) = AX(t)
Le polynome caractéristique est Py(\) = (2 — A)(A2 — 2\ + 2)
Les valeurs propres de A : {(A\; =2, o = 1+, )y = 1 — 4} sont simples dans C alors A est
diagonalisable sur C.
Les sous espaces propres Ey, = vect(u), Ex, = vect(v),E5, = vect(?) o

1 1 —1
u= [ 1 ,v=| —1 ,v0=1[ —1
1 1 1

Les solutions X (¢) sur C de la forme :

x(t)
X)) = | vy
2(t)

1 7 —1
_ OZ@Qt 1 + Be(l—i-i)t -1 + ,ye(l—i)t -1
1 1 1
1 A 7 ‘ —1
= ae® [ 1 | +8efe | —1 | +refe™ | —1
1 1 1
1 —sint +vcost —sint —7cost
= ac® | 1 | +Be'| —cost—isint | +~e'| —cost+isint
1 cost +2sint cost —isint

Les solutions X (¢) sur R de la forme

x(t) 1 —sint cost
Xt =1 ylt) | =ae* | 1 | +be' | —cost | +ce' | —sint |,
z(t) 1 cost sint
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avec a, b et ¢ dans R.

Définition 4.5.2.
On appelle systeme différentiel avec seconde membre a coefficients constantes tout systéme de
la forme :

l’ll (t) = a11$1(t> + CL12.’132(2€> 4+ ...+ Clln.l'n(t) + b1 (t
LUIQ(t) = a21I1<t> -+ a22$2<t> + ...+ agn.fn(t) -+ bg(t

~— —

: 5)
2 (1) = a1 (t) + anoxa(t) + . .. 4 apnn(t) + b, (t)

ot a;; € K, et les inconnues x; sont des fonctions dérivables sur I’ intervalle 1. b;(t) sont des
fonctions continues sur I, ou I intervalle de R.
On écrit sous la forme

by (t)

d bo(t)

(5) & 4 X(0) = AX(0) + B@) . B = |
bn(t)

Remarque 4.5.3.

Les solutions du systéme (S) s’obtiennent en ajoutant a la solution générale de (Sy) une
solution particuliere de (S).

Pour calculer une solution particuliére de (S), on peut appliquer la méthode de variation de
la constante, qui consiste & chercher une solution particuliére sous la forme X(t) = eAC
ou, C(t) est une fonction inconnue dérivable sur I a déterminer, on obtient alors le systéme
différentiel C'(t) = e " B(t). et il suffit de calculer n primitives pour obtenir une solution.
Si A est diagonalisable,alors A = PDP~', on pose alors X = PY donc

(S) & PY'(t) = APY(t)+ B(t)
& Y'(t)=P'APY(t)+ P '.B(t)
& Y'(t)=D.Y(t) + P '.B(t)

yi(t) T (t)
On pose Y (t) = y2:<t) et T(t) = PLB(t) = ’72@
Yn(t) Yn(t)

A partir d’ici on peut faire la méthode de la variation de la constante en cherchant une
solution de la forme Y (t) = e'P.C(t) donc C'(t) = e *PT(t). Alors

yi(t) = Myr + 7 (?)
(5) & Yo(t) = Aaya + 72(t)

YL (t) = Aayn + 1a(t)

et trouver une solution particuliere de chaque équation.
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Exercice corrigé 4.5.3.
Résoudre le systeme différentiel suivant :

i (t) = —z1(t) + 3wa(t) + €
{ wh(t) = =2y (t) + 42 (t) (5)

Solution.
On pose

1= (% 1) xo- (2
1) La solution général de (Sg) ou (Su )
Le polynome caractéristique Pa(\)

Comme les valeurs propres \; = 1 et
dans R.

Les sous espaces propres Ey, = vect(vy) , E\, = vect(vs) ot vy = ( g ) , Vg = (

2 1 0 2
Posons Y = P ' XonaY =P 'X'etdonc X' =AX <Y =DY

Si:Y:(y1 > alors
Yo

1= t) = ¢ét
y—pyelhi=n L funl=a
{ Yy = 2o Yo(t) = coe® c1,c0 €R

v [ Bae e\ 3e! e
X =PY = < 201€t+C2€2t =0 2€t + c2 €2t 701702€R
3€t 62t
X(t) = Cle(t) + CQXQ(t) ou X1<t> = < 90t ) et Xg(t) = < €2t )
2) La solution particuliére de (5)

X(t) = c1(t) X1(t) 4 co(t) Xo(t) avec ¢y, co fonctions dérivables
X'(t) = AX + B(t) & (t) X1(t) + &y(t) Xa(t) = B(t)

A_P.D.P—lavecp_(3 1)etD_<1 0)

) el dt)=1 ci(t) =t
20 (t)et + h(t)e?t =0 { At =2t 7 { eo(t) = 2e
( )
)
3) La solution générale :
t 2t t
X(t)=a ( gzt ) + ¢ ( 2% ) + ( E;;i;;zt ), c1,00 € R

X(t) = z1(t) = 3cret + e + (3t + 2)e!
T wa(t) = 2ci€t + coe® 4 (2t +2)e! , ¢, € R.
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Exercices

Exercice 4.5.1.
On considere la matrice

-4 —6 0
A= 3 5 0
3 6 5

1) Déterminer les valeurs propres de A.
2) En déduire que A est diagonalisable.

3) Déterminer une matrice D diagonale et une matrice inversible P telle que

D =P 1AP.
4) Calculer A™, n € N*.
Exercice 4.5.2.

Soient (un)nen, (Un)nen, (Wn)nen des suites réelles définies par
ug = 1,v9 = wg = 0 et pour tout n € N

Upt1 = 2Uy, + 4w,
Upt1 = Uy, — 4v, + 12w,
Wyt = Uy — 3V + DW,

Déterminer u,, v, et w,.

Exercice 4.5.3.
On considére la suite (un)n,en définie par la donnée de wgy, uy et la relation de récurrence
sutvante, pour n € N :

Upto = (1 + a)u,11 — auy,a € R.

1) Déterminer la matrice A telle que U, 1 = A.U, ou U, = ( uu" )
n+1

2) Pour quelles valeurs de a la matrice A est-elle diagonalisable ¢
3) Lorsque A est diagonalisable, calculer A™ pour n € N.

4) En déduire u, en fonction de n.

Exercice 4.5.4.
Résoudre dans M3(R) I’équation X? = A ou

A:

ot 00 W
O = O
o O

Exercice 4.5.5.
Soient (Un)nen, (Un)nen, (Wn)nen des suites réelles définies par, pour tout n € N

Unp+1 = 2uy, + wy
Un+1 = Un — Wy
Wpa1 = 20, + 4w,

Déterminer u,, v, et w, en fonction de n et ug, vy, wo.
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Exercice 4.5.6.
Résoudre le systeme différentiel suivant :

Exercice 4.5.7.
Résoudre le systeme différentiel suivant :

o' (t) = 2z(t) — y(t) + 22(t)
y'(t) = 10x(t) — 5y(t) + 7z(¢)
Z(t) = 4a(t) — 2y(t) + 22(t)

Exercice 4.5.8.
On considere la matrice

2 01
A= 1 10
-1 1 3
on pose
x(t)
X(@) = y()
2(t)

1) Déterminer le polynome caractéristique de A.
2) Montrer que A n’est pas diagonalisable.

3) Déterminer une réduite de Jordan en précisant la base et la matrice de passage.

X
4) Résoudre le systeme différentiel : dd_t(t) = A.X(t)

1
dX
5) préciser la solution vérifiant : X(0) = | 1 | et %(t) =AX(t)
1
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