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Introduction générale

Ce module vise a poser les bases essentielles des espaces vectoriels et & approfondir les
concepts fondamentaux de l'algébre linéaire. A travers ce cours, les étudiants acquerront les
connaissances nécessaires pour comprendre et maitriser les structures algébriques
fondamentales telles que les espaces vectoriels, les applications linéaires, et les matrices. Ces
compétences sont cruciales pour la résolution de problémes dans divers domaines des
mathématiques et des sciences appliquées.

Les étudiants doivent étre familiers avec les notions d'algebre de base, notamment la
manipulation des opérations algébriques et la compréhension des concepts fondamentaux
d'addition et de multiplication de nombres réels ou complexes.

Le premier chapitre aborde la définition d'un espace vectoriel et d'un sous-espace vectoriel, en
donnant des exemples concrets. Il présente aussi les concepts de familles libres, familles
géneratrices, bases d'un espace vectoriel et le calcul de la dimension. On y explore aussi
I'espace vectoriel de dimension finie, ses propriétés et les sous-espaces vectoriels
supplémentaires.

Le deuxiéme chapitre traite des applications lineaires, de leur définition et de leurs
caractéristiques. Il couvre également les notions de noyau et d'image d'une application linéaire,
le rang d'une application lineaire, ainsi que le théoréme du rang. Ce chapitre aborde également
la composition d'applications linéaires et I'inverse d'une application bijective, notamment les
automorphismes.

Le troisieme chapitre se concentre sur les matrices, en expliquant leur association avec les
applications lineaires. Les opérations sur les matrices telles que la somme, le produit de
matrices et la matrice transposée sont également abordées. On y explore I'espace vectoriel des
matrices a n lignes et m colonnes, ainsi que l'anneau des matrices carrées et leurs proprietes. Le
chapitre traite également du déterminant d'une matrice carrée et de la notion de matrices
inversibles, tout en étudiant le rang d’une matrice et I’invariance du rang par transposition.

Le quatrieme chapitre est consacré a la résolution de systemes d’équations. Il aborde I’écriture
matricielle des systeémes d’équations, le rang d’un systeme et son lien avec la solution du
systeme. Enfin, la méthode de Cramer est presentée comme une technique pour résoudre les
systémes linéaires.
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Chapitre 1

Espaces vectoriels

1.1 Généralités

Soit K un corps commutatif (K = R ou C).
Soit E un ensemble non vide, muni par:

e Loi interne + (addition):
+:ExXE—E (x,y)—x+y

e Loi externe - (multiplication par un scalaire):

K xE—E (AMz)— -z

Définition 1.1.1 (E,+,-) est un espace vectoriel sur K (K-ev) si :
1) (E,+) est un groupe commutatif c¢’est a dire
- AssociatifVr,y,z € E,(x+y)+z=x+ (y + 2)
- Commutatif Ve,y e E,x+y=y+x
- Elément neutre 30 € E,Nz € E,0p+z ==z
- Elément symétrique Vx € E, 32’ € E tel que x + 2’ = 0.
2) La loi externe doit vérifier:
-Vrx,y e E.NA € K\ (z+y) = A\x+ \y.
Vo e E\VAL, A € K, (A1 + \2) z = Mz + Ao
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-Vr e B,V )\, A € K, )\ - (/\256) = ()\1.)\2) - X
-Vee E,1-xz=ux.

Proposition 1.1.1 Vzx € E,Va € K. On a:
1)Va € K,a.0p =0p
2) 0.z = 0p
3)(-1).x=—x

Preuve. 1)Vz € E,Ya € K, on a

a0 = o (OE —I—OE)

= a.0g +al0g

donc .0 = a.0g — a.0g = 0g

2)Ve € E\.Na € K, on a

0z = (040).x

= 0.x+0.x

donc 0.x = 0.x — 0.2 = 0.
3)(-l)z+lae=(-1+1).x2=02=0. mn

Exemple 1 Soit K =R et E = R?

”

e Loi interne ” +

V(z,9), (2,y) €R? (z,y) + (2/,y) = (z + 2,y + V)

o Loi externe” -7

V(z,y) € R%VA € R A (z,9) = (A\z, \y) .

On a (RQ, =+, ) est un espace vectoriel sur R.



Exemple 2 Soit K =R et E=R",neN
e Loi interne ” +7
V(21,22 oy p), (), 25, . 2h) € R™
(X1, T2, ooy p) + (2, 2h, oy 2h) = (w1 + 2, ooy zp + 7))
e Loi externe” -7
YV (z1, 22, ....,xy) € R" VA € R,
A1, 22,y ) = (AZ1, ooy ATp) .

On a (R, +,-) est un espace vectoriel sur R.



1.2 Sous espace vectoriel

Soit Fun K—evet FCE .
F est un sous espace vectoriel (sev) ssi :
o F=£1)

e La loi interne " 4+ " est stable dans F' :
Ve,y € F,x +y € F.
e La loi externe " - " est stable dans F' :
Vee FYAe K, -z € F.

Exemple 3 F = {0g} est un sous espace vectoriel.

Exemple 4 Soit E = R3,

F = {(z,y,0) ¢ R3/y = —z}

= {(z,—2,0) e R?/z € R}
On montre que F' est un sous espace vectoriel.

V(z,y,2),(2,y,2") € F,YaeR
(z,y,2),(2,y,7) e F<=y=—u,y =—-2/,2=2"=0.
Donc
1) F #0 car (0,0,0) € F.
2) (z,y,2)+ (2',v, 7)) = (x+2/,—x — 2/,0) € F.
3) a (x,y,2) = (ax, —azx,0) € F

Exemple 5 F = {f: R — R une fonction affine}
F ={f:R — R une fonction linéaire}
F' est un sous espace vectoriel de E.

fi(z)=ax et fo(z) =asz, f:R-R, f(z)=0
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1)F#0 car f € F.
2) f1(x) + f2 (z) = (a1 +a2)x donc f1 + fa € F
3) M1 (x) = Xarx donec X\ fL € F

1.3 Combinaisons linéaires, familles libres, liées et génératrices

Définition 1.3.1 Soit E un K-ev et {z;}icr une famille d’éléments de E. On appelle combi-

naison linéaire de la famille {x;}icr, l'expression > Njxz; avec \; € K,i € 1.
el

1.3.1 Familles libres ou linéairement indépendantes

Définition 1.3.2 On dit que la famille {x;};cr est libre si > N\jz; =0 \; =0,Vi € I.
i€l

Exemple 6 £ =R? ¢e; = (1,2),e5 = (1,1) € R2.

La famille {e1,es} est libre.

1.3.2 Familles liées ou linéairement dépendantes

Définition 1.3.3 On dit que la famille {x; };c1 est liée si elle n'est pas libre c’est & dire I{\; }icr

non tous nuls, tel que > Ajx; = 0.
el

Exemple 7 e; = (1,2),ea = (1,1),e3 = (0,1) € R%.

La famille {e1, e, e3} est liée, car e; —eg — ez = 0.

1.3.3 Famille génératrice

Définition 1.3.4 On appelle famille génératrice de E une famille telle que tout élément de E

est une combinaison linéaire de cette familleNx € E |, H{ N }ier tel que x = > N\,
el

Définition 1.3.5 On dit que la famille {z;};c; est une base de E si {x;}icr est une famille

libre et génératrice.

Proposition 1.3.1 On dit que la famille {x;}ic; est une base de E ssiVx € E , x s’écrit de

maniére unique » N\ T;.
iel



Preuve. 1) (=)

On suppose que la famille {z;};cs est une base de E alors Vo € E , 3{\;}icr tel que z =
Z)\ﬁ?i car cette famille est génératrice.
“ On suppose I{\; }ier et {\;}ier tel que

Tr = Z)\sz = 2/\;371

iel iel
C’est a dir

Z)\ixi — Z)\;xz =0.
el el

Alors

E ()\z - )\;) €Ty = 0.
icl

Comme cette famille est libre on trouve
(A = Aj) =0,Vi €I,
c’est a dir x s’écrit de maniére unique
SNz
el

2) (&)

Ve € E , x s’écrit de maniére unique

el
C’est a dire la famille {z;};c; est génératrice.
11 suffit de montrer que cette famille est libre, si > \;z; = 0 alors on a > A\jz; = > 0x;.
i€l iel il
Commexz s’écrit de maniére unique Y \;x;.
el
On trouve A\; = 0,Vi € I c’est a dire la famille {x;}icr est libre. m

Exemple 8 Soit e; = (1,0),e3 = (0,1) € R%. La famille {e1,e2} s’appelle la base canonique
de R?.



Exemple 9 Soit e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1) € R3. La famille {e1,e2,e3}

s’appelle la base canonique de R3.

Définition 1.3.6 L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires de la famille S = (x1, ..., Zy)

est un sev engendré par (1, ...,Ty) noté com (xy,...,Ty) .

com (x1,...,xpn) = {121 + ... + apzp/ag,...,an € K}

Définition 1.3.7 Soit S = (x1,...,x,), la dimension de F' = com (1, ...,xy,) s’appelle le rang

de la famille S: dimF = rgS5.

Proposition 1.3.2 Soit S = (z1,...,2,),
ergS<n

orgS =n alor S est libre.
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1.4 Espace vectoriel de dimension finie

Définition 1.4.1 Un espace vectoriel est de dimension finie si et seulement si il est engendré

par un nombre fini de vecteurs.

1.4.1 Dimension

Définition 1.4.2 La dimension d’un espace vectoriel E de dimension finie est définie comme

le nombre de vecteurs de la base de cette espace, noté dim(E).

Proposition 1.4.1 Si E un espace vectoriel de dimension finie alors tous les sev de dimension

finie.
Remarque 1 Si dimE = n, pour montrer qu’une famille de n éléments est une base de FE, il
suffit de montrer qu’elle est libre ou bien génératrice.
1.4.2 Somme de deux sous espaces vectoriels
Définition 1.4.3 Soit Fiet Fy deux sev de E.
On appelle somme des sev F1 et Fy ['ensemble noté Fy + Fa défini par:

Fi+F={z+y/xecF etyec Fp}

1.4.3 Somme directe de deux sous espaces vectoriels

Définition 1.4.4 On appelle somme directe la somme, notée Fy @ F» :

F, @y = F) + Fy etFlﬁFQZ{OE}.
Remarque 2 Si Fy @ Fy, = E, on dit que Fyet Fy sont supplémentaires.

Proposition 1.4.2 Soit E un ev sur K et Fiet Fy deux sev de E.
Si FF'=F @ F; alorsVz e F,Alx € Fy et Ay € Fy tel que z =z + y.

Preuve. 1)(=)On suppose 3z € F tel que 3,2’ € Fy et Jy,y' € Fy avec z = z+y = 2’'+v/
Donc z — 2/ =y —y.

Etx—2 €eFiety —ye F.
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Sachant que F' = F} @ F» c’est a dire F; N Fy = {0} .
Doncz—2'=y —y=0. m

Exemple: Dans R?, les deux s.e.v suivants:
F={(zy,2);0 =y =z} et G={(2,9,0);2,y € R}

sont supplémentaires. En effet:

a)Ona: R*=F+Gcar 1DFCR}etGCR?= F+GCR3.
2)Vu € R3,u = (z,v, 2)
=(z,2,2)+(x—2y—20) € F+G
=R CF+G
b)) on 0 € F et O € G car F et G sont deux s.e.v de E
=0pe FNG={0g} C FNG.
2)siue FNG =ucFetueG
=u=(z,z,z) et u=(x,y,0)
z=yetx=0
=u = (0,0,0)
= FNGcC{0g}.

Proposition 1.4.3 Soit E un K-ev de dimension finie n.
1) Tout sev Fy admet au moins un sous-espace supplémentaire,
c’est-a-dire qu’il existe un sev Fo tq E = F1 @ F.
2) Soit Fy # 0 et Fy # 0 deux sev de E et soit By une base de F
et By une base de Fy. La famille { By, B2} est une base ssi E = Fy @& Fb.

Corollaire 1.4.1 Soit E un K-ev de dimension finie
FINFEy,= {0}
dim F = dim F} + dim F5.

E=F, & Fs ssi

Proposition 1.4.4 Soit E un K — ev de dimension finie et Fy et Fs deux sev de E et E =
Fi + F5 alors : dim E = dim F} + dim F — dim (F; N Fy) .

Exemples:
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1) Pensemble des suites convergentes est un sous-espace de ’ensemble des suites réelles ou
complexes.

2) A={(x,y,2);r =y = 2} est un sous-espace de R3.

3) B = {(x,5,1)} n’est pas un sous-espace de R® car (z,y,1) € B mais 3(z,y,1) =
(3z,3y,3) ¢ B.

Proposition 1.4.5 Si F' est un s.e.v de E alors il contient [’élément neutre de F.

Preuve. F estun s.evde E=F # @ =3ue F= sia=0 alors d’aprés 3) Op € F. m

Remarques:

0 est I’élément neutre de R.

(0,0) est I'élément neutre de R2.

(0,0,0) est 1’élément neutre de R3.

Le polynoéme nul est ’élément neutre de ’ensemble des polynémes.
La fonction nulle est 1’élément neutre de ’ensemble des fonctions.
Donc d’aprés la proposition pour montrer que F' # &,

c’est pratique de voir 1’élément neutre par exemple (0,0,0) ¢ B

nous donne B n’est pas un s.e.v de R3.

13



1.5 Intersection et la réunion de deux sous-espaces:

L’intersection de deux sous-espaces vectoriels (et donc d’un nombre fini) de E est un s.e.v de
E.

En effet: soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E alors:

1)0ge Fet0peG=0c FNG=FNG# Q2.

2Q)VYu,v e FNG=u€eFveF

etueGuveG=utveFetut+ved,

car F' et G sont tous les deux des s.evde E=u+v e FNG.

) VaekVue FNG=ueF

etueG=aueFetaueG@=aue FNG.

Conclusion: FNG est un s.e.v de E.

Par contre la réunion de deux sous-espaces vectoriels de F n’est plus un s.e.v de E. En effet:

Exemplel: Soient A = {(2,0),z € R} et B = {(0,y),y € R} deux s.e.v de R%car par
exemple pour ’ensemble A on a:

1) (0,0) e A= A+ 2.

2) Vu,v € A= u=(a,0),v=(b0) =u+v=_(a+b0) e A

) Vae R,Vue A= u=(a,0) = au = (aa,0) € A.

Conclusion: A est un s.e.v de R2.

de méme pour ’ensemble B.

Alorsu = (1,00 e ACAUBetv=(0,2) 6 BC AUB

mais u +v=(1,2) ¢ AUB

c’est & dire AU B n’est pas un s.e.v de R2.

Exemple2: Soient E = {2k,k € Z} et F = {3k, k € Z} deux s.e.v de Z car par exemple
pour ’ensemble F on a:

1)0e E=E # 2.

2Q)Vu,v e E=u=2kv=2k =>u+v=2(k+Fk)e€E.

) VaeZNVNue E=u=2k=au=2(aK)ecE.

Conclusion: E est un s.e.v de Z.

de méme pour I'ensemble F.
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Alorsu=2€e ECFEUFetv=3€ FCEUF maisu+v=5¢ EUF =
FE U F n’est pas un s.e.v de Z.

Dépendance

Exemple:
Dans E = Rg [z] (I’espace vectoriel des fonctions polyndomes de degré inférieur ou égale a 2

et a coefficients reéels), les fonctions fi, fa, f3 définies pour tout x € R par:
fi(@)=a22+1,fo(z) =2® —1let f3(x)=ax> sont lices.

. AM+X+A3=0
En effet: soient A1, A2, A3 € R tels que: A1 f1 + Aofo+ A3f3=0=

Al =X =0
d'out A\ = Xy = —% il y a donc une infinité de solutions (—%,—%,x\;g) avec A3 réel

arbitraire par exemple:(1,1, —2).
Indépendance

Exemple:

Dans R? les vecteurs A = (0,1,3), B = (2,0,—1) et C = (2,0,1) sont libres car:

204+2y=0
Va, B,y € RaA+ B +~vC =0 = a=0 sa=8=7v=0
Ja—p+v=0

Famille génératrice ou systéme générateur

Exemple:

Dans R? les deux vecteurs u = (2,3) et v = (—1,5) est une famille génératrice car:

Vw € R? dA1, A9 € R tel que: w = (x,y) =Mu—+ v =X\ (2,3) + A (—1, 5) = (2)\1 — X9, 3A1 + 5)\2)

20— ==z A= 5961% . 2
= = _— donc (A1, Ay ) existe pour tout (z,y) € R*.
3\ + 5\ =y Ay = =2
Base
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Exemple:

Dans R? les vecteurs u = (2,3,0), v = (1,—1,1) et w = (—1,3,5) forment une base de R3.
Dimension d’un espace vectoriel

Exemple: dimR? = 2

Lien entre la dimension et la somme directe

Exemple: Dans R3les deux s.e.v suivants:

F={(z,y,2);z =y=2z2} et G={(x,y,0);2,y € R} sont supplémentaires.

En effet:
Vu € Fu=(x,z,z)=x(1,1,1)= (1,1,1) est une base de F = dim F =1
Yo € F,v=(z,y,0)=2(1,0,0)+y(0,1,0) = {(1,0,0),(0,1,0)} engendre G et libre c
«(1,0,0)+4(0,1,0) = 0=a=p=0={(1,0,0),(0,1,0)} est une base de G

= dimG=2=dimR?=dim F + dimG = 3
Exercice 1. Les sous-ensembles suivants sont-ils des s-ev de R2?

1) A = {(x,xQ);weR}
2) B = {(z,ax+0b);xeR},
a et b sont des paramétres réels.

3) C = {(m,y);mER,yERmQ—Fngl}

Correction:

Les sous-ensembles suivants sont-ils des s-ev de R2?

1) A = {(m,xQ);xeR}
2) B = {(z,ax+0b);x € R},
a et b sont des parameétres réels.

3) C = {(m,y);mER,yERm2+y2§1}
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1) A= {(z,2%);2 € R} n’est pas un sous espace vectoriel car (2,4),(3,9) € A
mais (2,4) 4+ (3,9) = (5,13) ¢ A.

2) B={(z,ax+b);z € R}

ler cas: Sib# 0 on a (0,0) ¢ B alors B n’est pas un sous espace vectoriel car
chaque s.e.v contient ’élément neutre de 1’espace.

2¢me cas: Sib=0
B = {(z,ax);z € R}
a) (0,0) € B= B #@.

b) Sivi, vy € B = v = (x1,ax1) et v = (22, ax2) = vi+ve = (z1 + x2,a (1 + x2)) €

c)Siv € Bya € R= av; = (azy,a(azy)) € B

Alors B est un sous espace vectoriel de R2.

3) C = {(m,y) reRyeR 22 +42 < 1} n’est pas un s.e.v de R?
Car: (1,0) € C mais 4- (1,0) = (4,0) ¢ C.

Exercice 2. Soit:
E={(z,y,2) € R* avec: 22 +2y* + 2% + 2y (z+2) =0}

E ainsi défini est-il un sous espace vectoriel de R3? Si oui donner sa dimension.
Correction:
Soit:

E={(z,y,2) € R® avec: 2° +2y* + 2> +2y (v +2) =0}

E ainsi défini est-il un sous espace vectoriel de R3? Si oui donner sa dimension.

P42+ 2 (tz) = 0o’ +y’ +2r 27y’ + 22 =0
(z+y)l+y+2°=02=—yet 2= —y

E={(-y,y,—y) € R? avec: y € R}
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1)a) (0,0,0)e E= E+

b) Sivi,ve € E = v1 = (—y1,y1, —y1) et v2 = (=Y2,y2, —y2) = vi+v2 = (— (y1 + v2) , (Y1 + y2) , — (y1 + ¥2)

c)SiveE,aeR=av=(—(w),(ay),—(ay)) € E

Alors E est un s.e.v de R3.

2) Siv € E alors v = (—y,y,—y) =y (—1,1,—1) ce qui implique que le vecteur (—1,1,—1)
engendre F.

Puisque on a qu’un seul vecteur alors B = {(—1,1,—1)} est une base de £ = dim F' = 1.

Exercice 3. Soient:
Er ={(a,b,c) € R3a = c} et By = {(a,b,c) € R a+b+c= 0} et E3=1{(0,0,c);ceR}.

Montrer que: F;,i = 1,2,3 sont des s.ev de R3.

Montrer que:R? = E; + By, R3 = Fy + E3 et R3 = E; + Es.
Dans quel cas la somme est directe.

Correction:

Soient:
B = {(a,b,c) €R3;a:c} et By = {(a,b,c) eRs;a—i—b—i—c:O} et B3 ={(0,0,c¢);c € R}.

Montrer que: F;,i = 1,2,3 sont des s.ev de R3.

Pour E; par exemple:

a) (0,0,0) e By = FE1 # 9

b) Sivy, vy € By = v1 = (21,91, 21) et va = (22, Y2, 2) = vi+ve = (21 + 2, (y1 + Y2) , 21 + x2) €
Eq

c)SiveE,aeR= av=(azr,ay,ax) € Fq

Alors Fj est un s.e.v de R3.

De méme pour les deux dernier cas.

Montrer que: R3 = E; + E , R3 = Ey + E3 et R3 = E; + Fs.

a) Montrons que: R3 = By + Ey?

Ona: EyCR3et By CR}= E; + Ey CR?
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Siv e R3,

v(z,y,2) = (a,B,a)+(0,0,—5—0)
= (a+0,6+0,a0—6—0)
r=a+9
= y=06+0
z=a—0—10

Il suffit de prendre par exemple:

Douv = (z,y,2) = (3 (z+y+2),0,3 (x+y+2))+(
Ei+ By

b) Montrons que: R? = Ey + E3?

Ona: By CR3et B3 CR® = Ey + E3 CR?

D=
—~~
8
|
<
|
N
~
=
|

ol
—~~
|
<
|
I\
~
|
<
~—
m

SiveRd=v= (2,92 =(r,y,2) + (0,0,z — ) € By + Fj.

c) Montrons que: R? = Eo + E3?

Ona: B3 CR3 et By CR® = Ey + E3 CR?

SiveR=v=(2,9,2) = (v,y,—z —y) + (0,0,2 + 7 +y) € Bz + E3.

Dou R3 = By + By, R3 = Ey+ B3 et R? = By + Es.

Dans quel cas la somme est directe.

A) 11 suffit de vérifier si on a E4 N Ey = {(0,0,0)}7?

a) (0,0,0) € Ey N Es.

b)Sive EiNEy;=v € FE etve E =v=(a,b,a)etv=(a,b,—a—b) =a=—-a—b=
b= —2a
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Donc par exemple (1,—-2,1) € E; N Ey = E1 N Ey # {(0,0,0)}

ce qui implique que la somme n’est pas directe.

B) 11 suffit de vérifier si on a Fo N E3 = {(0,0,0)}?

a) (0,0,0) € Ey N Es.

b)SiveE EsNEs=v € FEyetve FEy=v=(a,b,—a—>b)etv=(0,0,c)=a=b=c=
0= v=1(0,0,0)

= E1 N Ey={(0,0,0)}

ce qui implique que la somme est directe.

C) 1l suffit de vérifier si on a E4 N E3 = {(0,0,0)}7?

a) (0,0,0) € Eq N Es.

b)Sive EyNEs=ve€ Eyetve B3 =v=(ab,a)etv=(0,0,c)=a=b=c=0=
v =1(0,0,0)

= E1 N E3={(0,0,0)}

ce qui implique que la somme est directe.

Exercice 4. Dans R? on considére les sous ensembles suivants:
Er ={(a+b,b—3a,a) eR*/ a,b € R} et By = {(c,~2c,c) eR®/ c € R}.

avec Fy est un s-ev de R3.

Montrer que E; est un s-ev de R3.

Déterminer une base By de Ej et une base By de Es.
En déduire dim E; et dim E5.

Montrer que: R3 = E; + Es.

Déduire si la somme est directe ou non.

Correction:

Dans R? on considére les sous ensembles suivants:
Ei ={(a+bb—3a,a) eR?’/ a,b € R} et By ={(c,~2c,c) eR*®/ c e R}.

Montrons que Ej est un s-ev de R3?.

a) E1 7é @?
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(0,0,0) € E1 = Ey # 0

b) V wui,us € By = uy +ug € Eq7

Soient wuy,us € E1 = u1 = (a1 + b1,b1 — 3a1,a1) et ug = (ag + be, by — 3ag, az)
= u; +u2 = ((a1 + a2) + (b1 + b2), (b1 + b2) — 3 (a1 + a2), (a1 + a2)) € Ey
c)V ue E1,VaeR = aue E?

Soient u € Fy et a € R=u= (a+b,b— 3a,a)

= au = (aa + ab, ab — 3aa, aa) € By

Conclusion: FE; est un s-ev de R3.

Déterminons une base By de Ej et une base By de FEs.

a)

ve B =u=(a+bb—3a,a)=a (1,-3,1)+0b (1,1,0)

alors By = {(1,—3,1),(1,1,0) } engendre E;. mais:

a(1,-3,1)+3(1,1,0) = (0,0,0) = a =B =0

alors les deux vecteurs de Bj sont linéairements indépendants.
Ce qui implique que By ={ (1,-3,1),(1,1,0)} est une base de Ej.
b)

u€ By = u=(c,—2¢c,c)=c (1,-2,1)

alors B ={ (1,—2,1)} engendre F5. mais:

a(1,-2,1) = (0,0,0) = a =0

Ce qui implique que By = { (1,—2,1)} est une base de Fjs.
En déduire dim E; et dim E5.

dimFi =2 et dimFEy=1.
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Montrer que: R? = E; + E».
a)" D" E;CR3 et Fy CR3 = E;+ Fy CR3.
b) "C" soit u € R} = u = (x,9,2) = (a + b,b — 3a,a) + (¢, —2c, c)

r=a+b+c b=x—z
=94 y=b—3a—2c = y=r—z—a—2z=>a=—-y+x—3z2
z=a+c c=z—a=z—(—y+zx—-32)=—-c+y+4z

=u=(r,y,2) = 2x —y—4z,2x+3y —8z,—y+x —32) +
(—x+y+4z, 2(—z+y+42), -z +y+4z)
€ E,+ Ey dou: R? =E; + Es.
On déduire que: R3 = E; @ Fs.

dmE, = 2 et dimFy=1
= dimE; +dim Es = 3 = dimR? = 3

oubienona : R3=F;+ Fs..

EinEy = {(0,0,0)} car: {(0,0,0)} C E1NEy
car Fq et Ey sont deux sous espaces vectoriels.
De plus si: ue FiNEy=u=(a+bb—3a,a) et u= (c,—2c¢,c)
at+b=c b=0

= b—3a=-2¢c = a=20

a=c c=0
R? = Fy + By ‘ dim F; + dim Fy = dim R?
= ou bien
EiNEy, = {(0,0,0)} Ei1NEy = {(0,0,0)}

la somme est directe (R3 =@ Eg) .

Exercice 5

Montrer que l’ensemble F(R,R) des fonctions de R dans R est un R-espace vectoriel. Les
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sous-ensembles suivants de F (R, R) sont-ils des sous-espaces vectoriels ?

L’ensemble des fonctions bornées. L’ensemble des fonctions non bornées. L’ensemble des
fonctions continues. L’ensemble des fonctions positives. L’ensemble des fonctions qui s’annulent
en 0. L’ensemble des fonctions périodiques. L’ensemble des fonctions qui tendent vers 0 en +oo.
L’ensemble des fonctions f continues telles que fol f(z)dz = 0.

Exercice 6 On considére R"™, I'espace vectoriel (sur R) des suites réelles. Dites lesquels,
parmi les sous-ensembles suivants, sont des sous-espaces vectoriels :

{(up) € R |ug =a}, a € R {(un) € R" | upt1 = 3un} {(un) € R™ | upto = upt1 — un} [e)
] {(un) € R™ [ upi1 = uz}

Exercice 7 On considére le R-espace vectoriel R des polyndmes a coeflicients réels.

R3[X] = {P € R | deg(P) < 3} est-il un sous-espace vectoriel 7 E = {P € R | deg(P) = 3}
est-il un sous-espace vectoriel 7 Déterminer le plus petit sous-espace vectoriel de R contenant
E.

Exercice 8 Parmi les sous-ensembles suivants, trouver ceux qui sont des sous-espaces

vectoriels :

E = {(z,y) eR?*;2® +4* =1}
By = {(z,y) eR*;2+y=1}
By = {(z,y) €R?*; 2z +y =0}
Ey = {(z,y,2) ER?; 2 =y =2z}
Es = {(z,9,2) €R?; 2 =0}

Ee = FE4U EB5

E; = FE4NE5

Ey = {(z,y,2,t) eR*; 24+ 9y — 2z = Oetax =t}
Ey = {P e Ry[X]; P(3) =0}.

E10 = {PER;dOPZQ}

Exercice 9 Les ensembles suivants, munis de I'addition et de la multiplication par un réel,
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sont-ils des espaces vectoriels 7
E={(vy,2) eR® |z —y+2:=0};
E={(z,y,2) eR® |z —y +22=1} ;

rT—y+z=0
B={@yz)er|d "’ }
r+y—2z2=0
r—y+z=0
E={(zyz)erd {7 }
z+y—z=1

L’ensemble des matrices 2 x 5 & coefficients réels ; Ra[X]| ’ensemble des polynomes a co-
efficients réels de degré au plus 2 ; L’ensemble des polyndmes a coefficients réels de degré

exactement 2 ;

E={P(X) e R}X]| P(1) =0}

Exercice 10 Soit E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels.

Montrer que F'+ G et F'N G sont des espaces vectoriels. F'U G est-il un espace vectoriel 7

Exercice 11

Soit F(R,R) I'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Montrer que les sous-ensembles
Fp(R,R) (fonctions paires) et F;(R,R) (fonctions impaires) sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires dans F(R,R). Expliciter la décomposition de la fonction exponentielle sous
la forme f + g avec f € Fp(R,R) et g € Fi(R,R). Idem avec h(z) = x* + 223 — 1, et
k(z) = sin(2?) — 2 cos(z?).

Exercice 12 Soit F = {(z,y,2) e R} |z +y+2=0} et G = {(z,y,2) e R® |z —y=0cet
z = 0}. Montrer que F et G sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3.

Exercice 13 Soit F = {(2,y,2) € R} |z +y+2 =0}, G = {(n,y,2) e R} |z =y = 2}.

Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3. Déterminer la dimension de F

et celle de G. Montrer que R? = F & G. Montrer que
H:{(xla-%'%...,.’lfn) 6R"|x1—|—x2+...+$n:0}'

est un sous-espace vectoriel de R™. Quelle est sa dimension 7 Déterminer un supplémentaire
de H dans R™.

Exercice 14 Soit E; le sous-espace vectoriel de R* engendré par (1;2;0;1) et (0;1;1;3).
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Soit Fj le sous-espace vectoriel de R* engendré par (1;1;1;0).

Déterminer E1 N Es. Donner une base de F7 + Es.
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Chapitre 2

Applications linéaires

Définition 2.0.1 Soient (E,+,.) et (F,+,.) deur K-espaces vectoriels. On dit que f : E — F
est linéaire st :

1)Vz,y€ E, ona f(z+y) = f(z)+ f(y).
2)VA e K,Vz € E, on a f(Ax) = Af(x).
On note L(E, F) l’ensemble des applications de E dans F.

Définition 2.0.2 Soit f : E — F. On a: fest linéaire, si et seulement si VA, u € K,Vx,y € F,
fQx + py) = M (x) + p1f(y).

Exemple 10 Montrons que f : R? — R3 définie par f(z,y) = (z +y,z — y,2y) est une
application linéaire. Soient A,y € R, et a = (x,y),b = (2/,y/) € R,

fa+pb) =[x+ pat, Ay + py!)

Az + pxt + Xy + pyl, \e + px! — Xy + pyl, 20y + 2uy!)
= )\(:U—i—y,x—y,Zy) +,u(:E/+y/,:U/—y/,2y/)

— M(a)+ uf(b).
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2.1 Applications linéaires particuliéres

2.1.1 Formes linéaires

Définition 2.1.1 On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel E, toute application
linéaire de E dans K. On note E*, au lieu de L(F,K), l'ensemble des formes linéaires sur
E.

2.1.2 Endomorphisme

Définition 2.1.2 On appelle endomorphisme de E, toute application linéaire de E dans lui
méme. On note L(E), au lieu de L(E, E), l'ensemble des endomorphismes de E.

2.1.3 Isomorphisme

Définition 2.1.3 On appelle isomorphisme d’un K-espace vectoriel E vers un K-espace vecto-
riel F toute application linéaire bijective de E vers F' .

2.1.4 Automorphisme

Définition 2.1.4 On appelle automorphisme de E, toute application linéaire bijective de E.

Exemple:
Soit f : R? — R2? l'application définie par: f (z,y) = (z —y,x+y). Alors f est un

automorphisme.
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2.2 Noyau et image d’une application linéaire

Définition 2.2.1 Soit f : E — F une application linéaire.
1) On appelle image de f [’ensemble notéImf

Imf=f(F)={ye F/3z € E tel quey = f (z)}.
2) On appelle noyau de f 1’ensemble noté ker f

kerf = f'({0}) = {z € E/f (x) = 0}.

Proposition 2.2.1 1) Im f est un sous-espace vectoriel de F .

(2) ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple 11 Déterminons le noyau et l'image de Uaaplication linéaire f : R> — R? définie par
f:(z,y) = (x—y,x—y). Soita= (v,y) €R? on a kerf = {z,z)|x € R} et Imf = {(x,z)|x €
R}.

Théoréme 2.2.1 Si f: E — F est une application linéaire alors
1) f est surjective, si et seulement si, Imf = F

2) f est injective, si et seulement si, kerf = {0g}

Preuve. 1) f est surjective <= Vy € F'/3x € E tel que y = f ()
<~ F=Imf

2) f est injective, si et seulement si, kerf = {0g}.

On suppose f est injective et on montre kerf = {0g}

Soit = € kerf donc f(z) =0= f(0g) = = =0p.

On suppose kerf = {Og} et on montre f est injective
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Soient z,z’ € E, on a:
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2.3 Rang d’une application linéaire
Soit f une application linéaire de E dans F

Définition 2.3.1 Le rang d’une application linéaire f est égal a la dimension de Im(f):

dim(Imf) =rg (f)

Proposition 2.3.1 1) on a toujours rg(f) < dimF
2) f est surjective ssi rg(f) = dimF
3) [ est injective ssi rg(f) = dimFE
4) f est bijective ssi rg(f) = dimE = dimF

2.3.1 Théoréme du rang
Soit f une application linéaire de E dans F avec dimE = n, alors dimE = dim(Kerf) +

dim(Imf).

Exemple 12 f:R? =R, f(z,y) =z +y
Kerf={(z,y) e R?/z = -y} ={z(1,-1) /Jz € R}
Imf={zeR/3(z,y) eR:{z=ax+y} =R
dimFE = 2,dim(Kerf) = 1,dim(Imf) = 1.
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2.4 Composée d’applications linéaires
Soient F, F et W des K-espaces vectoriels et f: E — F,g: F' — W deux aplications linéaires
Proposition 2.4.1 La composée de deux applications linéaires est encore linéaire.

Preuve. Y\, € K,Vu,v € E,(go f)(Au+ puv) = Mg o f)(u) + u(go f)(v).
Ona (go f)(Au+ pv) = g(f(Au+ pv))(par définition de la composition)
= g(Af(u) + pf(v)) (par linéarité de f)
= Ag(f(u)) + pg(f(v)) (par linéarité de g)
=Ago f)(u)+ u(go f)(v) (par définition de la composition). m

Exemple 13 Calculez la composée g o f avec
g:(x,y) = (x4+y,z—vy) et f:(z,y,2) = 3z + 5y + 7z,2x + 2y + 22)
On caleule (go f)(z,y,2) = (9(f(z,y,2)) (par définition de la composition)
= g3z + by + 7z, 2x + 2y + 22) (par définition de f )
= bz + Ty + 9z,x + 3y + 52) (par définition de g).
La composée go f est donc

(x,y,2) = (bz + Ty + 9z, + 3y + 52)

Proposition 2.4.2 Le rang d’une application linéaire ne change pas quand on la compose
(1) a droite par une application linéaire surjective ;
(2) a gauche par une application linéaire injective ;

(8) a droite ou a gauche par une application linéaire bijective.
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2.5 Inverse d’une application linéaire bijective, automorphisme.
Soient F, F' deux K-espaces vectoriels et f : E — F une aplication linéaire

Proposition 2.5.1 Si f est bijective, dans ce cas lapplication réciproque f~' est egalement

linéaire.

Preuve. f~'(\u+ pv) = A\~ (u) + pf1(v)
z=f"(u),y=f")

A+ po = A (z) + pf(y) = fF(Az + py)

F YO+ o) = Az 4 py = AfH(w) + pfLv). =

Proposition 2.5.2 Si Uaplication linéaire f une automorphisme alors f~' est une automor-

phisme.

Exemple 14 f: (z,y) — (zx +y,z — y)

f est bijective

$/+y/
' =z+y T
— )
y=z—y y="_"
2
donc f=1: (z,y) — <$—;—y’x;y>

Définition 2.5.1 Exzemple: lapplication de R® dans R? définie par:
[y, 2) = (x—y,y+22)
est une application linéaire. Alors le noyau de f est:
ker f={u€ E,f (u) =0p2}
Soit u = (z,y,2) € R®. On a:

u € kerfe f (u)=(0,0)< (z—y,y+22)=(0,0)

z—y=0 T=1y 1
& — —u=yl|l,1,—=
y+22=0 z=-¥



et donc ker f est le s.e.v engendré par le vecteur (1, 1, —%) noté:

ker f = Vect { (1, 1, ;) } .
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2.6 Injectivité d’une application linéaire:

Soient E, F' deux k-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Notons que

f est injective si et seulement si:

Ve, x0 € E; x1 #x2= f (v1) # f (x2).oubien f (z1) = f (z2) = 1 = x2

Mais pour les applications linéaires, il suffit de montrer que: ker f = {Og} .
En fait on a:

f est injective < ker f = {0g}.

Exemple:

Soit f I'application linéaire de R? dans R? définie par:

f(zy)=(—-y,y+z)

Alors f est injective car:

u = (x,y)ekerf<:>f (U)ZOR2'<:>($_yay+$):(O>O)
r—y=20
& Sr=y=0
ytx=

donc ker f = {(0,0)}, et par suite f est injective.
Exemple:
Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3, B = (z, f, ]_5) une base de F et f

I’endomorphisme de F défini par:

f (Z):—Z+ k, f (j) i+ k., f <E>:Z+5‘.

Alors I'image de f est définie comme suit:

mf = veer{s (3).r (7).5 (F)) maisfgﬁ)zf (7)-7(7)

N Imfzvect{f (Z),f (j' }:{x(— o+ E) y(§+ E),x,yeR}



Exemple:

Soit f : R? — R? 'application linéaire définie par: f (z,y) = (4x — 2y, 62 — 3y) . Alors on

Imf = {f(z,9);7,y € R} = {(4z — 2y,6x — 3y) ; 2,y € R}
= {2z —y)(2,3);2,y e R} = {a(2,3);a € R}

= Vect{(2,3)}

le vecteur (2,3) est une base de Im f, et par suite rg f = 1.
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2.7 Projecteur

Soit f un endomorphisme d’un k—espace vectoriel. On dira que f est un projecteur, si I'on a:

fof = f

ou bien : Imf et ker f sont supplémentaires et que: Vo € Im f ,f (z) = =.

On dira que f est la projection sur Im f parallelement & ker f.
Exemple:

Soit f : R? — R? 'application linéaire définie par: f (z,y) = (4x — 2y, 62 — 3y) . Alors on

(fof)w) = f (fw)=[(zy) =f (4o —2y,6x—3y)

= (4o —2y,6x — 3y) = f (u)

et par suite f est un projecteur.
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2.8 Symétrie
Soit f un endomorphisme d’un k—espace vectoriel. On dira que f est une symeétrie, si 'on a:

fof = Idg

ou bien : ker(f — Idg)et ker(f + Idg)sont supplémentaires .

On dira que f est la symétrie de E par rapport a ker (f — Idg)et parallelement a ker (f + Idg).
Exemple:

Soit f : R? — R? I'application linéaire définie par: f (z,y) = (y, ). Alors on a :

(f of)(w) = f (f(w)=[(y,2)=(z,y)

Exercice 01:
(1) On considére les applications suivantes définies de R? dans R?. Lesquelles sont linéaires?
a) [ (z,y) = (24 2y,2c —y);
b) g: (z,y) — (x +2y,2z —y + 1);
c) h: (z,y) = (z+y,2y);
d) k: (z,y) — (93+y,:t—y2).

(2) Soit f l'application de R [X] dans R [X] définie par: f (P) = P (1);

montrer que f est une application linéaire. ( R[X] : est I'espace vectoriel des polynomes
a coefficients réels et dans le cas général R, [X] : est I’espace vectoriel des polynomes de

degré inférieur ou égal a n et a coefficients réels ).
Exercice 02:
(1) Trouver les noyaux des applications linéaires suivantes:
a) f (z,y) = (4o — 3y, 5z + 4y) .
b) g (z,y) = (6x — 4y, 92 — 6y) .
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(2) La méme question pour les applications de R? dans R? définies par:
a) h(z,y,2) = (x+y+2y,2).
b) k (z,y,2) = (y+z,c+y+2z2).

Exercice 03:

(1) Soit f D'application linéaire de R? dans R? définie par:
f(@,y,2) = (x = 2y,x +y + 22)

f est-elle injective?
(2) La méme question pour les applications de R? dans R? définies ci-dessous:
a) h(z,y,2) = (x+y+2y,2).

b) k(z,y,2) =(y+zz+y+2z1).

(1) Déterminer les images des applications linéaires de R? dans R? suivantes:
a) f(z,y) = (4z — 3y, 5z + 4y).

(2) Soit f Tlapplication de R3[X] dans R3 [X] définie par: f (P)=P +(1— X) P'.

Déterminer 'image de cette application linéaire.
Exercice 05:

(1) Soit E un espace vectoriel de dimension 3 dont (Z, ;’, E) est une base. On considére

I’endomorphisme f de E défini par:

f (Z):—Z+2E, f (j)

I
S
+
N
!
-
/N
!
N—
I
o
~
+
o
<

Déterminer le rang de f.
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Exercice 06:

Exercice 07:

(1)
(2)

Soit E3 le R-espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 3, et soit f

I'application définie sur E3 par:
f(P)=X?P"—4X P +6P.

Déterminer le rang de f.

- =

Le plan vectoriel V5 étant rapporté & une base (i, j), on considére ’application linéaire

de V5 dans V5 définie par:

Démontrer que f est un projecteur.
Déterminer I'image et le noyau de f.

Vérifier que Im f et ker f sont supplémentaires dans V5 et que:

Veelmf, f (z)==x.

Soient E un R-espace vectoriel de dimension 2, (e1, e2) une base de E et f 'endomorphisme
de E défini par:

[ (e1) =2e1 — e, [ (e2) = 3e1 — 2es.
Démontrer que f est une symétrie.

Trouver FEy = ker (f — Idg) et Ey =ker (f + Idg).

Exercice 8 Parmi les applications suivantes, indiquer lesquelles sont linéaires et lesquelles

ne le sont pas :
fi:R—>R, z— 3x f5:R2—>R2,(az,y)'—>(x+y,ﬂsy)

forR=R, 2—3z+2 fo:R2—=R3 (z,9)— (x+y,r—y, 21)

fg:R—)R,ﬂjHln(l‘) f7:R3—>R2,(:B,y,z)l—>(x+y,z,33—|—1)
fiR-R, zlal  fs:R2oR, (5,y) - ae¥
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Exercice 9 Soient f :R3—R3, (z,y,2)—(x, y, 0),
g:RZS R (z,9)—(x —y, z+y, z+2y) et h: R3= R(z,y, 2)—x — 3y + 2z.

Montrer que f, g et h sont linéaires. Déterminer noyau et image dans chaque cas.
Exercice 10 Soit (e, ez,e3,¢e4) la base canonique de R* et f l'application linéaire de
R* dans lui-méme définie par f(e1) = 3e; + ez 4+ e3 + e, f(ea) = €1 + ez —e3 + eq, fle3) =
e1 —ex+ez—eqet flea) =e1 +ea —e3+ ey
Calculer f(z,y,z2,t) pour (z,y,2,t) € R Déterminer Ker(f). Soit F' = Vect(es,eq). F et
Ker(f) sont-ils supplémentaires ?
Exercice 11 Montrer que les applications usuelles suivantes : symétrie, projection, ho-
mothétie, rotation sont linéaires. Déterminer leur image et noyau.
Exercice 12 Soit E; la droite de R? engendrée par (1;1), F5 celle engendrée par (1; —1).
Exprimer :
la projection suivant F; parallelement & Fs ; la projection suivant Fo parallélement & E1 ;
la symétrie par rapport & F; parallelement & Fs.

Exercice 13 Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels de E. Montrer que 'application :

s : FxG@ — FE

(z,y) = x4y

est linéaire. Montrer ensuite que :

s est injective ssi FF NG = {0} ; s est surjective ssi F'+ G = E ; s est un isomorphisme ssi
FoeG=F.

Exercice 14 Soit E un espace vectoriel, et f un endomorphisme de F.

Montrer que Ker(f) = Ker(f?) < Ker(f) NIm(f) = {0}. Montrer que Im(f) = Im(f?) &
Ker(f) +Im(f) = E. Montrer que si E est de dimension finie, on a

Ker(f) = Ker(f?) © Im(f) = Im(f?) < Ker(f) @ Im(f) = E.

(votre enseignant de TD pourra vous donner des contre-exemples en dimension infinie)
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Exercice 15 On considére ’équation différentielle
(B) a2y'(2) + 229/ (z) — 12y(z) = 0

et I'application ¢ :R3[X]—R, P(X)—X2P"(X) +2XP'(X) — 12P(X)

Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X]. Calculer les images par ¢ des vecteurs de
la base (1, X, X2, X3). Déterminer Ker(¢). Donner une solution particuliére (non nulle) yo de
E. Résoudre (FE) sur |0; +oo[ (indication : poser y(z) = yo(z)z(z)).

Exercice 16 Considérons un espace vectoriel. La famille composée du seul vecteur nul
est-elle libre 7

Exercice 17 Montrer que les vecteurs (1,1), (—1,1) et (1,2) de R? sont deux & deux
indépendants.

Montrer que ces vecteurs sont liés, et trouver une combinaison linéaire nulle non triviale
entre ces vecteurs.

Exercice 18 Donner un exemple d’une famille de 3 vecteurs (u1,us,u3) de R? qui soit
liée, mais telle que u1 ne s’exprime pas comme combinaison linéaire de us et ug.

Exercice 19 On considére les vecteurs u; = (1,—1,1), ug = (0,1,1), uz = (1,1,3) et
ug = (1,0,1) de R3. Montrer que (uj,us, u4) forme une base de R? et déterminer les coordonnées
du vecteur usg dans cette base.

Exercice 20 Dans ’espace vectoriel R®, on considére les vecteurs U, Vi, Va, Vi, Vi, Vs
définis par U = (0;0;-2;2;2), V1 = (1;0;1;1;0), V2 = (1;1;0;2;0), V3 = (1;1;2;3;1), Vg =

(1;1;3;0;2) et V5 = (0;1;0;0;3). Existent-ils des réels x1, o, x3, 24, T5 tels que
U=x1V1 +23Vo +a3V3 +24Vys +25V5 ?

Sont-ils déterminés de maniére unique ? Expliquer pourquoi.
Exercice 21 Montrer que Ry[X] admet pour base la famille (1, X, X2). Montrer que la
famille (1, X + 1, X2+ X + 1) est également une base de Ry[X].

Exercice 22 Donner une base des sous-espaces vectoriels de R3 suivants :

r—y+z=0

E={(z,y,2) eR® |z —y+2: =0} ; E={(2,y,2) € R? |
r+y—2z2=0
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Exercice 23 Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs vy = (0;1;2)
et vo = (1;2;3).

[1.] Quelle est la dimension de F' ? [2.] Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que (z,y, z) soit un élément de F.

Exercice 24

Montrer que la famille
{(1;1;1;0), (1;0;1;1), (1;0;0;1)}
est libre dans R*. Est-ce une base ? Soient

B = {(L;L1), (1;-1;1), (1;1;-1)}

By = {(1;1;0), (1;0;1), (0;1;1)}

Montrer que B et Bs sont des bases de R? ; exprimer le vecteur X = (z;y; 2) dans la base B;
et dans la base Bs.

Exercice 25 Soit (u,v,w) trois vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Si (u,v,w) est libre,
que peut-on dire de : (u,u+v,u+v+w); (v+v,v+w,u+w); (u—v,v—ww—u)? Etsi
(u,v,w) est lice ?

Exercice 26 Soit (pour n € N) f,, : R — R la fonction définie par f,(x) = ¢"*. Montrer
que pour tout n € N, (fo,..., fn) est une famille libre dans ’espace vectoriel des fonctions
réelles de la variable réelle.

Exercice 27 Soit n € N et R,,[X] l'espace vectoriel des polynéomes de degré < n. Soit
(Po, ..., P,) une famille de (n + 1) polynomes telle que deg(P;) =i pour 0 < i < n (donc Py
est un polynoéme constant non nul). Montrer que (P, ..., P,) est une base de R, [X].

Exercice 28 Soient les polynéomes de degré 3 suivants : Py = (X — 1)(X — 2)(X — 3),
P =XX-2)(X-3), b, =X(X-1)(X-3), s =X(X —1)(X —2). Montrer que
(Po, P1, Py, P3) est une base de R3[X].

Exercice 29 (Polynémes d’interpolation de Lagrange)  Soient (ag,...,a,) € R*"1 et
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(lo, - - -,1y) € R"L. Introduisons la notation suivante pour 0 <i < n :

(Xfao)...(X/f\ai)...(X,an):(X—ao) ...... (X_an).

Autrement dit, le terme sous le chapeau n’apparait pas dans la liste. A titre d’exemple, (X —
ap) ... (X/—\ag) (X —aq) = (X —ap)(X —a1)(X —a3z)(X —aq). Avec ce méme principe de

notation, posons

Finalement, soit P(X) =>"7", l; - Pi(X).
Calculer P(a;) (pour 0 <14 <mn). Montrer que la famille (P, ..., P,) est une base de R, [X].

43



Chapitre 3

Matrices

3.1 Matrices (Définitions et opérations)

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1 Une matrice de type (m,n) ou m lignes et n colonnes

est un tableau de m lignes et n colonnes

notée (a;;)1<i<m

1<j<n
(U] Jeevvornernnrnnnnneanenns aln
A = (aij) 1<i<m =
1<j<n (2775 RYPEPRRPPR (€270 REPIPEPRPIPITR Qj.n
QL eeeeeenennennennnennennn. Qm.n

*On appelle ¢ colonne de A la matrice
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ai,1

C; = . pour 1 <i<n
am,1
On pourra écrire
Ly
A= = (C1y e ,CN)
Ly,

L’ensemble des matrices de type (m,n) noté M, , (R).

3.1.2 Opérations sur les matrices
1) La multiplication par un scalaire

Soient A = (ai,j) 1<i<m et A€ R,
1<j<n

A = (Xagj) 1<i<m

1<j<n
Exemple 15
2 1 4 4 2 8
5 0 2 10 0 4

2) Somme de deux matrices
Soient A = (ai,j) 1<i<m et B = (bi,j) 1<i<m,

1<j<n 1<j<n

A+ B = (a;j+bij)i<i<m
1<<n

5 3
Exemple 16 A = ,B =
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5+2 340 7T 3

447 1+5 11 6
3) Produit de deux matrices
soient A = (a;;),, . et B = (bij), .

Le produit de A et B est une matrice de type (m,s),
n
Ax B= (Civj)m,s tel que Ciﬂ' = Zaiyk bk,j-
k=1

2 1 4 4 5
Exemple 17 A=]| 3 0 5 |,B=| 1 2
1 7 6 0 4

2x4+1x14+4x0 2x5+1x2+4x%x4
AXB=| 3x440x14+5x0 3x54+0x2+5x4
1x447Tx146x0 1x54+7x2+6x4

9 28
=1 12 35
11 43

Remarque 3 le nombre des lignes de la premicre matrice égale le nombre des colonnes de la

deuzxiéme matrice est une condition nécessaire pour calculer le produit.

matrice identité de type (n,n) notée I,:
Est la matrice dont tous les conficients sont nuls sauf les conficients (a; ;) tel que i = j

(s'appelle diagonal de la matrice )

1 00
10

Exemple 18 I, = , I3 = 01 0
01

0 01

3.1.3 Déterminant d’une matrice

a c¢
1)Si A= le déterminant de A est un nombre réel
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a c¢
noté det (A) ou = ad — bc
b d
a a1 ag
2)SiA=1| b b by le déterminant de A est un nombre réel
cC €1 C
+ - +
a ay as
b1 b2 b b2 b bl
b b1 b =a —ax + as
c1 Co c Co c
cC €1 C
2 1 4
Exemple 19 A=| 3 0 5
1 76
2 1 4
0 5 3 5 30
det(A)=1]3 0 5|=2 -1 +4
7 6 1 6 17
1 76

=2x(=35)—1x13+4x21=1

A Leeeennnnn (1,17371 ..al’]+1 ......... a1n
3) Si A= (ai,j) 1<i<n ’Mi,j = Aj—1,1ceeeeee Qi1 =11 L ewnrnnnnnn Qi—1,n
1<j<n
Qj—1,1-wnn-- ai+17j,1...ai+17j+1 .......... Ai—1,n
(€779 REPTPRRRS an,j_l...amjﬂ ........... Gn.n
On a
n n
det A=Y (=1)"a;;det (M,;) = E (=1)"" a; ; det (M; ;)
i=1 j=1
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3.2 Matrice associée a une application linéaire

3.2.1 Applications linéaires

On dit que I'application f : R™ — R™ est une application linéaire si:

V(X,Y) e (R")?,V(a,8) €R on a:

faX +BY) = af (X)+8f(Y)

On pourra écrire toute application linéaire f : R” — R™ comme suit:

AL IT] F e + a1 Ty
T
Z2

;11 + oeeennes Qi GTgeeennnnnnn Qi nTn
Tn

A 1L F ceeeeeeiiiiianenns + AT

3.2.2 Matrice associée

La matrice associée a 'application f est

[ T al.n
A =
(0775 RYPPPRPPPD am- .............. Ain
Qppy, L eveenenseeeennneeneneanns Am.n
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On remarque que

(U] Jeeervnnnrnneneaneeennans aLn
x1 x1
T2 T2
(075 RETTTTTTS G jovenennannnnnn Qi n
Tn Tn,
gy L eveeveereesaeraneaneanns Am.n

Exemple 20 f:R3 - R3

T 20+ 3y + 2
Ily = T —y+4z
z TT—y+=z

La matrice associée a Uapplication f est

7T -1 1
Exemple 21 f:R3 - R3
T 204+ 3y + 2
fly | = z—y+4z
z Tr —z
La matrice associée a l'application f est
2 3 1
A=11 -1 4
7 0 -1
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3.3 Application linéaire associée a une matrice

U] Jeeveernnennennennnannens ai n
Soit A = une matrice donnée
Qg Teeeennnnns (€75 EERTRER PR i n
L R PR TR S Qm.n

L’application linéaire associée a la matrice A

définie par

(] Jeeerennnronnneananennnns aj.n
€1 x1
€2 €2
f pu—
(£775 EYPERRRPPR ai,j .............. Qj.n
T Tn
Qg T evvvervnnesnnneenneeennns Qmn
2 3 1
A=11 -1 4
7 0 -1
L’application linéaire associée a la matrice A
T 2 3 1 T 20+ 3y + 2
1y =1 -1 4 y | =| z—y+4z
z 7T 0 -1 z Tr — z
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3.4 Changement de base, matrice de passage

3.4.1 DMatrice de passage

Etant donnés un espace vectoriel et deux bases By = (v1,...,v,) €t By = (w1, ..., wy)) .

On écrit la décomposition des vecteurs de By sur la base By

n
wj = E Dijvi
i=1

La matrice de passage P de By & Bj est la matrice carrée (n,n),

P = (p%])n,n

Exemple 22 B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et By ={(1,4,2),(4,1,0),(6,0,0)} deux bases
de (R)?.

(1,4,2) = (1,0,0) +4(0,1,0) +2(0,0,1)
(4,1,0) = 4(1,0,0) 4+ 1(0,1,0) + 0(0,0,1)
(6,0,0) =6(1,0,0) +0(0,1,0) +0(0,0,1)

La matrice de passage P de By & Bjest la matrice carrée (3, 3),

1 46
P=1410
2 00

3.4.2 DMatrices particuliéres
Matrice nulle (m x n)
Est la matrice dont tous les coefficients sont nuls.

0 00
Exemple 23 A=| 0 0 0

0 00
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Matrice identité(n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 1 pour ¢ = j et a;; = 0 pour ¢ # j.
notée I,,.

On a pour toute A € M,,,, (R),Al, =1,A=A

1 00
Exemple 24 [3 = 01 0
0 0 1

Matrice triangulaire supérieure (n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 0 pour j > .

2 0 -1
Exemple 25 A=| 0 4 9
0 0 6

Matrice triangulaire inférieure (n x n)

Est la matrice dont tous les coefficients a; ; = 0 pour ¢ > j.

1 0 O
Exemple 26 A=| 5 —9 0

4 2 1
Matrice diagonale(n x n)
Est la matrice dont tous les coefficients a;; = 0 pour 7 # j sauf les coefficients a; ; tel que
=7

6 0 0
Exemple 27 A=| 0 4 0

00 -3
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3.4.3 Transposée d’une matrice(n X n)

Transposée de la matrice A = (a;;), ,, notée A" et

Al = (divj)nn tel que d@j = Qj,5 ,Vi = 1, ....,n,Vj = 1,....,n.

7 5 —1 7 —6 8
Exemple 28 A=| —6 3 2 alors At = 5 3 0
8 0 1 -1 2 1

Matrice symétrique

On dit que la matrice A est symétrique si A = A?.

1 4 5
Exemple 29 A=| 4 3 2 est une matrice symétm'que.(At = A)

5 2 6

Comatrice d’une matrice(n x n)

Comatrice de la matrice A = (a;;),, ,, notée com (A) et

n,
A Leeennnnnn al,j_l...aLj_H ......... ai.n
COIII(A) = ((_1)i+j det (Mz ]))nn tel que Mi,j = Qi1 Leneeee Qi1 Lo Q] o Leveeeennne Ai—1,n
Aj—1,1-en-- ai+1’j,1...ai+1’j+1 .......... Qi—1,n
Ay evennnnns Qp j—T1+ Qi jdleeeeeennnns Qnn
+ - +
1 21 -4 24 8
Exemple 30 A = 4 6 9 alors com (A) = -10 6 =2
+ - +
0 6 4 2 -8

3.4.4 Inverse d’une matrice (n x n)

L’inverse de la matrice A notée A~1 et
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AA T = A" tA =1,

et on aussi
1
Al = A))
detA(Com( )
+ = +
1 2 1 -4 24 8
Exemple 31 A= Z 6 5 alors com (A): ~10 6 -9
02 6 4 2 -8
-4 -10 4
(com (A= —24 6 2 et det A =—4—40 = —44
8 -2 -8
4 10 -4
4 44 44
doncA_lzﬁ(com(A))t: % fo ZTf
-8 2 8
4 44 14

Remarque 4 Soit A une matrice

A est inversible si et seulement si det A # 0.

Exercice 01: On considére I’application de R? dans R?® définie par:

f (z,y,2) = (22 — 62,y + bz, x — 32)

(1) Montrer que f est une application linéaire.
(2) trouver le noyau de f (ker f).
(3) Déduire dim (ker f) et dim (Im f) .
Exercice 02: Répondre par vrai ou faux et justifier votre réponse:
NA2=T=A=412)A2=0=A=03)A>=A=A=TouA=0.
4) supp A diagonale == A-B=B-A5)supp A-B=B-A=A!'B=B.A
6)supp A-B=DB-A et A lexiste=> A~ - B=B-A""!
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Exercice 03: Soit A une matrice carrée
1) Montrer que: si A* =0 alors (I — A)™' =T+ A+ A% + A3. Dans ce cas (I + A) est-elle
inversible?
Si oui donner son inverse.
2) Supp: Montrer que: si A" = 0 alors (I — A)"' = I+ A+---+ A" Dans ce cas (I + A) est-elle
inversible?

Si oul donner son inverse.

1 2 -1
Exercice 04: 1) Calculer I'inverse de la matrice A = -1 2 3 par la méthode de GAUSS et
4 5 2
par la notion de la comatrice.
2) Déterminer le rang de la matrice suivante:

1 1 3 5

C=1125 9

2 3 8 14

Exercice 05: On considére 'application linéaire définie par:

f R? — R2

(1) Trouver la matrice M associée & f relativement & la base canonique
B de R?.
(2) Soit By = {u1,us} une base de R? avec u; = (2, —1), ug = (5,3) .
a) Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R? & la base Bj.

b) Trouver la matrice de passage Q de la base B; 4 la base canonique de R? .
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d)

Exercice 05:

c)

Exercice 06:

Si Vi est de composante dans la base canonique, déterminer alors les composantes

de V dans la base Bj.
Déduire la matrice N associée & f relativement & la base Bj.
On considére 'application linéaire définie par:

f o R3 — R3

(.’L’,y,Z) = f(1'73/:2>:(237—?J+27337—y—27433+y+z)

Trouver la matrice M associée a f relativement a la base canonique B de R3 .

Soit By = {u1,ug,u3} une base de R? avec u; = (2,—1,-2), ug = (1,0,—1) et ug =

(3,1,2) .
Trouver la matrice de passage P de la base canonique de R? & la base Bj.

1

SiV est de composante | —1 | dans la base canonique, déterminer alors les composantes

3
de V dans la base Bj.

Trouver la matrice N associée & f relativement a la base Bj.

On considére 'application linéaire définie par:

f : R2->R3

(z,y) — [ (z,y)=(z,y,2+y)

Soient By = {e1,ea} et B = {u1,ug,us} les bases canoniques

de R? et R3.

Donner la matrice M associée & f relativement aux bases By et Bs.
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(2) Soient Co = {v1,v2} une base de R? avec v1 = (1,1), va = (—1,0) et C3 = {wy, wa, w3}

une base de R?

avec wi = (0,1,3), wy = (—1,0,1) et wg = (—2,—-1,0).
a) Trouver la matrice de passage P de la base By a la base Cj.

b) Déterminer la matrice de passage @ de la base B3 a la base Cs.

1

c) Si V est de composante | 5 | dans la base Bs, déterminer alors les composantes de V'

2
dans la base Cj.

d) Trouver la matrice N associée a f relativement aux bases Cy et Cs.

1
Exercice 7 On considére les matrices : A = < 1 2 1 ) , B= -1 1,
0
01 -1 1 0
1 -1 1 10
C= , D=111 0|, E= 0 1 et F'=
0 1 011
0 1 0 -1 -1

Effectuer tous les produits de ces matrices deux & deux lorsqu’ils existent. Calculer si
possible A + 2B, 2A + B!, A' + 3B, EFC, EFD, FEC, ADB.

Exercice 8 On considére dans M, (R) les matrices A et B définies par A = (ai;)i<i j<n
avec aj; = 1+ j et B = (bij)1<ij<n avec bj; = ¢ — j. Calculer le terme général des matrices
C=A—-BetD=AB.

Exercice 9 Soit f I'application linéaire de R* dans R? définie par : f(x,y,2,t) = (z +
tLr+y+ty+z+t).

Ecrire la matrice A de f relativement aux bases canoniques {e1, e2, e3, e4} de R* et {e], e}, €5}
de R3. Calculer la matrice B de f dans les bases {u,us,usz,us} de R* et {vy,vo,v3} de
R3 définies par u; = €1 + e+ €3 +e4 ; up = €1 +ex+e3; u3 = e +ex ; UL = €] ;

vi=¢€h; vy =¢e5+es; v3=e]+e)+el.
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Exercice 10 Montrer que les applications suivantes sont linéaires. Déterminer leur noyau et
leur image et écrire dans chaque cas la matrice correspondante rapportée aux bases canoniques.

f R = R3: (z,y,2) — (z,9,0) g : R2 - R?; (z,y) — (x —y,z +y,x+2y) h: R3 —
R; (z,y,2) — 2z — 3y + 22z 0 : R3[X] — R3[X]; P+~ P’ (polynome dériveé).

Exercice 11 Soient f, g et h les applications linéaires de R? dans R? ou de R? dans R3

représentées par les matrices respectives, dans les bases canoniques :

2 3
-1 1 0 1 0 1

A: ’B: s = _1 O
1 1 2 2 10

1 2

Calculer I'image d’un vecteur X = (z,y, z) par les applications suivantes : f;¢g; f+g¢; 2¢
et f+2g. Ecrire, lorsqu’elles ont un sens, les matrices dans les bases canoniques des applications

suivantes : f+h; fog; foh;hof;goh.

2 -1 -1
Exercice 12 Soit A = % 1 2 1 considérée comme matrice d’'un endomor-
-1 -1 2

phisme de K. En déterminer I'image et le noyau. Montrer qu’il s’agit d’un projecteur.

Exercice 13 Soit F = F @ F’, avec F # 0 et I’ # 0. Prendre une base B de F', une base
B’ de F' et notons C la base de E obtenue par "réunion" de B et B’. Notons P le projecteur
(de E) sur F parallelement & F’, et S la symétrie par rapport a F parallelement a F’. Donner
les matrices Mc¢(P) et Mc(S) ainsi que le polynome caractéristique de P et de S.

Exercice 14 Soit L : R® — R3 I'application linéaire définie par L(z,y,z) = (z + 2y —
z,y+z,c+y—22).

Ecrire la matrice associée & L dans la base canonique de R?. Trouver une base et déterminer
la dimension de chacun des sous-espaces vectoriels suivants : Ker(L), Im(L) et Ker(L)NIm(L).

Déterminer Lo L = L? et Lo Lo L = L3. Quelle est la matrice de L' dans la base canonique ?

-11 7 0 3
Exercice 15 Soit u : R* — R3 linéaire, de matrice 0 1 11 2 dans les bases
1 0 7 1

canoniques de R* et R3.

Quel est le rang de u ? Donner une base de Im(u). Calculer dim(Ker(u)). Donner une base
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de Ker(u).
Exercice 16 Soit application ¢ : R3[X] — R3[X] définie par ¢(P)(X) = P(X+2)—P(X).
Montrer que ¢ est un endomorphisme de R3[X]. Déterminer la matrice de ¢ dans la base
canonique de R3[X]. Déterminer Ker(p) et Im(p). Déterminer P € R3[X] tel que p(P) =
X(X +1) et P(1) =0, puis écrire P comme produit de facteurs du premier degré. Donner une

expression condensée de la valeur de la somme

12434456+...+(2n+1)(2n+2).

Exercice 17 Soit E = R*, f; = (1,1,1,0), fo = (0,0,0,1) et E; le sous-espace vectoriel
de E engendré par fi et fa.

Donner la matrice (dans la base canonique) de la projection orthogonale sur E;. Donner la
matrice (dans la base canonique) de la symétrie orthogonale par rapport a Ej.

Exercice 177 Soit f I’endomorphisme de R? (i.e. 'application linéaire de R? dans R?) de

1 -3

matrice dans la base canonique B = (i, j) de R2.
V3 o1

Quel est 'angle entre les vecteurs i et f(i) 7 Quel est ’angle entre les vecteurs j et f(j) ?

Décrire f comme la composée (commutative) de deux transformations simples.

1 01 1 11
Exercice 18 Soient A=| 0 0 0 |eteB=| 1 1 1 |. Calculer A? et BP (p € N).
1 0 1 1 1 1

Exercice 19 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension 3. Soit f un endomorphisme
de E tel que f2#0et f3=0. Soit 2 € E n’appartenant pas a Ker(f2).

Préciser pourquoi z # 0, f(x) # 0, f2(z) # 0, f3(z) = 0. Montrer que {x, f(z), f2(z)} est
une base de E. Quelle est la matrice de f dans la base {z, f(x), f2(z)} de E (dans cet ordre) ?

Exercice 20 Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 21 2 0 -1 12 1
A=l -1 01 ]|,B=|-11 21|,C=[10 -1 | (e€R).
3 2 2 11 1 0 a 1
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Exercice 21 Soit 'application linéaire 7" : R? — R? donnée par :

(z,y,2) — (x + 2y + 32,40 + y + 2z) .

Ecrire la matrice de T dans les bases canoniques £ = {eq,e2,e3} et V = {v1,v2} de R? et
R2. Soit f1 =e1 + €2, fo =e1 — e, f3 =e€3, wy = v; — v et wy = 2v1 + va.

[8] Vérifier que F = {f1, f2, f3} et W = {wy,ws} sont des bases respectivement de R3 et
R2. [e] Ecrire les matrices de passage Per, Pre, Py et Pyy. [¢] Donner la matrice de T' dans
les nouvelles bases F = { f1, fo, f3} et W = {w;,wa}.

Exercice 22 Soit L : R® — R3 Iapplication linéaire définie par L(z,y,z) = (z + 2y +
2z, 2x+y—2z, 2 — 2y + 2).

Ecrire la matrice associée & L dans la base canonique By = (e1, ez, e3). Soit By = (e1 +
ez, €1 —ex+2e3, e — ey —e3) : montrer que By est une base de R3, et trouver les matrices de
passage Pg, B, et P, 5,. Quelle est la matrice de L dans la base By 7

Exercice 23 Soit F = R3[X] l'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré
< 3. Soient By = (1, X, X%, X3) et By = (1, X — 1, (X —1)?, (X — 1)3) deux bases de E.
Ecrire la matrice de passage de B1 & Bo, ainsi que la matrice de passage de By & Bj.

Exercice 24 Soit a, b et ¢ trois réels. On considére 'application linéaire f de R? dans R3,

de matrice dans la base canonique B = (e1, ea,e3) de R3 :

a b c

A= b ¢ a

c a b
1
Soit B/ = (e1 +ea+e3, €2, e3) : trouver la matrice de passage de Ba B'. Soitu= | —1
4

(coordonnées dans B) : quelles sont les composantes de u dans la base B’ 7 Quelle est la matrice

de f dans la base B’ ?
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A1 0
Exercice 25 Soit D = matrice diagonale n x n, avec \; € R. A quelle
0 An
condition D est-elle inversible ? Calculer alors D~ L.

Exercice 26 Inverser, lorsque c’est possible, les matrices suivantes :

1 1 1 1
3 -1 2
5 4 1 1 -1 -1
A=11 0 3|, B= et D=
6 5 1 -1 1 =1
4 0 2
1 -1 -1 1
1 2 0
Exercice 27 Soit A = 01 3
0 01

Calculer (A — I)™ pour tout n > 1. En déduire A™ pour tout n > 1. Montrer que A est

inversible et calculer A~1.

Exercice 28 Soit A une matrice carrée inversible. Montrer que A’ est inversible, et

exprimer son inverse en fonction de celui de A.

Exercice 29 Pour tout réel £, on considére la matrice carrée d’ordre quatre suivante :

el 2te! (t2 —4t)e! 2+ 2(t— 1)

0 & tet et —1
Rit)y=1 0 o0 el 0
0 0 0 1

Montrer que pour tout réel ¢ et tout réel s, on a R(t)R(s) = R(t+s). Soit ¢t un réel. Montrer

que la matrice R(t) est inversible, et calculer son inverse.

01 1
Exercice 30 Soit A = 1 0 1
1 10

Trouver deux réels « et 3 tels que A? = al3+ S A. En déduire que A est inversible et donner
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son inverse.

Exercice 31 Soit A une matrice carrée vérifiant la relation 245 — A* + 742 —3A+1 =0,
ou I est la matrice identité de méme taille que A. Montrer que A est inversible, et exprimer
A~! en fonction de A (et de ses puissances).

Exercice 32 Soient A,B € M, (K) telles que AB = A+ B. Montrer que A et B
commutent. [Indication : Calculer (I — A)(I — B)/

Exercice 33 Soit ¢ I’endomorphisme de R* déterminé relativement & la base canonique

par la matrice

Déterminer le noyau de ¢.

13 -1 4
2 5 —1
Exercice 34 Montrer que la matrice M = est réguliere, et calculer
0 4 -3 1
-3 1 -5 =2

son inverse.
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Chapitre 4

Résolution de systémes d’équations

4.1 Généralités

Définition 4.1.1 On appelle systéeme d’équations linéaires de m équations em n inconnues un

systéme de de la forme :
a11x1 + ..... + a10Tn = b1
(4.1.1)

Am1L1 + ... + ATy = by,

ou les coefficients a; ; et b; sont donnés, et ou les x; sont des inconnues dans R ou C.

4.1.1 Notation matricielle

Peut s’écrire sous la forme matricielle:

AX =B
ol
1 by
ai,1 a1n ) bo
A= X = B =
Gm,1 Um,n
T b
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Exemple 32
20 +y + 52 =-10

r—3y—T7z=5
r—2z=13
2 1 5 T —10
La matrice associée est A= 1 -3 —7 |etX=| y | etb= 5
1 0 -1 z 13
2 1 5 T —10
Alors on a 1 -3 -7 y | = 5
1 0 -1 z 13

4.1.2 Rang d’un systéme d’équations linéaires

Soit A une matrice de type (m,n)

Déterminant d’ordre r extrait de A :

On appelle déterminant d’ordre r extrait de A le déterminant d’une matrice carrée formée
en supprimant dans A (m — r) lignes et (n — r) colonnes.

on appelle rang de la matrice A : l'ordre du déterminant non nul, d’ordre le plus élevé,

extrait de A.

1 1 3 5
Exemple 33 A=| 1 2 5 9

2 3 8 14
les quatre déterminants d’ordre 3 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait

11
1 2

n’est par nul, A est de rang 2.

On appelle rang de systéme le rang de la matrice A de ce systéme.

4.2 Etude de ’ensemble des solutions

Soit le systéme (4.1.1) que nous supposons de rang r et écrit de telle fagon que le déterminant

A des coefficients des r premiéres inconnues et r premiéres équations soit non nul.
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4.2.1 Déterminant caractéristique

Déterminant caractéristique de (4.1.1)

On appelle déterminant caractéristique de (4.1.1) le déterminant de la forme

a1,1 v A1 b1

D = k=r+1,r+2,....... ,m.
Arl e ary by
A1 eeee akr by

4.2.2 FEtude de I’ensemble des solutions

a) Si r=m=mn le systéme (4.1.1) admet une seule solution.

b) Sir <m < n , le systéme (4.1.1) indéterminé & (n — r) parameétres.

c) Sir < m, et si 'un au moins des déterminants caractéristiques de (4.1.1) non nul, (4.1.1)
n’a pas de solution.

d)Sir < m , et siles déterminants caractéristiques de (4.1.1) sont nuls, (4.1.1) réduit aux r

équations et se résout comme dans le cas (b) .

TH+yY+2w=-2

z+2y+3w=a
Exemple 34 ,a,b supposés donnés.

3z 4+ 5y + 8z =2

5r 4+ 9y + 14z =10

11 2 -2
1 2 3 a
la matrice de ce systéme A= .B =
3 5 8 2
5 9 14 b
Les quatre déterminants d’ordre 8 sont nuls, par contre le déterminant d’ordre 2 extrait
11
n’est par nul, A est de rang 2.
1 2
les déterminants caractéristiques :
11 =2 11 =2
Di=|1 2 a |=—2a+4,Dy=|1 2 ¢q |=—-4a+b+2
3 5 2 5 9 b

1) Si D1 #0 ou Dy #0 alors (S) n'a pas de solution.
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2) Si D1 = Dy =0 dons ce cas S indéterminé a un paramétre z

r=-3z2—06
,2 €R.

y=z+4
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4.3 Méthodes de résolution d’un systéme linéaire

4.3.1 Résolution par la méthode de Cramer

Soit (S) un systéme carré c’est a dire sa matrice A est carrée, avec l'interprétation matricielle :
AX = B. Silamatrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par la méthode de Cramer.
Nous noterons A; la matrice A des coefficients dans laquelle on a remplacé la i éme colonne par
la matrice B.

La résolution du systéme, par la méthode de Cramer, donne

det(Az-) .
;= =1,
IZ det(A) ’Z ) ’n
3r—y=4
Exemple 35 Avec la méthode de Cramer, résoudre
-5z + 2y = -2
3 -1 4
A = 7_B =
-5 2 —2
Ca nous donnera
4 -1 3 4
A = ,Ag =
-2 2 -5 =2
4 -1 3 4
det A -2 2 6 det A -5 =2 14
et xr= © 1: :7:67y: © 1: :—:14
det A 3 _1 1 det A 3 1 1
-5 2 -5 2

(z,y) = (6,14) est une solution unique de ce systéme.

5r + Ty — 3z =16
Exemple 36 Résoudre 3r — 2y + 4z =—7

rT+y—2==6

avec la méthode de Cramer.

Identifions d’abord la matrice des coeflicients :
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1 1 -1

et la matrice des constantes
16

B = -7
6

6 7 -3 5 16 -3 5 7
Ar=| -7 =2 4 |[,A=]|3 -7 4 |, A3=[ 3 -2
6 1 -1 1 6 —1 11
Et
-2 4 —7 4 -7 -2
16 -7 +(-3)
__ det(4) _ 1 -1 6 —1 6 1
det(A) 2 4 3 4 3 -2
5 -7 +(-3)
1 -1 1 -1 1 1
. 16><(—2)—7><(—17)—3><5_Q_3
B x(=2)—Tx(=7)=3x(5) *
-7 4 3 4 3 -7
5 —16 +(=3)
Cdet(Ay) | 6 1 1 -1 1 6
Y= det(A) — 2
5x (—17) =16 x (=7) =3 x25 _ g
-2 7 3 -7 3 -2
5 -7 +(16)
det(Az) | 16 1 6 1 1
T det(A) 2
5x(=5)—7Tx(25)+16 x5 199

donc (3,—2,—5) est une solution unique de ce systéme.

4.3.2 Résolution par la méthode de la matrice inverse

Soit (S) un systéme carré, avec l'interprétation matricielle : AX = B.
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Si la matrice A est inversible on peut résoudre ce systéme par la méthode de la matrice

inverse comme suit:

On a
AX=B<+= X=A"'B

5 + Ty — 3z =16
Exemple 37 Résoudre 3z — 2y +4z = —7

rT+y—2z2=6
5 7 -3 16
A=|3 -2 4 |etB=| -7
1 1 -1 6

det A = 24 alors A est inversible.

Calculons A~ :

-2 4 3 4 -2
+ det —det + det
1 -1 1 -1 1 1
7T - 5 =3
com(A) = —det + det —det
1 -1 1 -1 11
7T =3 5 —3
+ det —det +det
-2 4 3 4 3 —2
-2 7 ) -2 4 22
com(A)=| 4 -2 2 — (com(A))'=| 7 —2 -2
22 -29 -31 5) 2 =31
-2 4 22
= eom (4) =
~ det A" 24 [
) 2 =31
2 4 22 16 —2x 1644 % (—7)+22 x6
1 1
donc X = A7'B = wl 7 -2 -2 —T | =gp | Tx164(=2) x (=7) +(-29) x 6
5 2 -31 6 5x 1642 x (—7) + (=31) x 6
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72 3
=—| -48 [=] —2

—120 -5
alors (3,—2,—5) est une solution unique de ce systéme.

4.3.3 Résolution par la méthode de Gauss
Les opérations élémentaires

Définition 4.3.1 Soit (S) un systéme linéaire de n équations, p inconnues et & coeffcients

dans R.

Notons F1, E2, ..., En les équations de (S).

On appelle opération élémentaire sur les lignes de (S) I'une des opérations suivantes :
— Multiplier une équation Ei7 par un scalaire non nul a.

Cette opération est notée : Fi — akFi.

— Ajouter & 'une des équations E4 un multiple d’une autre équation Ej .

Cette opération est notée : Ei — Ei+BEj.

— Echanger deux équation Ei et Ej : Cette opération est notée : Ei — Ej.

Proposition 4.3.1 Une opération élémentaire sur les lignes de (S) transforme le systéeme (S)

en un systéme (S ) équivalent, ¢’est-a-dire ayant exactement les mémes solutions que (S).

Meéthode de Gauss

. 2, . 212 . N N / 4 .
Par une suite d’opérations élémentaires, on transforme le systéme (S) en un systéme (S') équiv-

alent et dont la matrice est triangulaire supérieure.

Exemple 38
T4+2y+3z+4t =11

20+ 3y +4z+t =12
3z +4y+ 2+ 2t =13

de+y+22+3t=14
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Résoudre le systéme (S) :

T+2y+3z+4 =11
—y—2z—Tt=-10 E2 — B2 -2F1
—2y — 8z — 10z = —20 E3 — E3—-3F1

dr+y+2243t=14 F4 — FE4—4F1

r+2y+3z+4t =11
—y —2z—Tt=-10
—2y—8z—10t=-20 FE3— E3—-2E2

—Ty—102—13t=-30 FE4 — E4—-TE2

r4+2y+3z2+4t =11
—y—2z—-Tt=-10
—4z44t=0

4z + 36t = 40 F4— F4+ E3

.
r+2y+3z2+4t =11
—y—2z—-Tt=-10

—4z4+4t =0

40t = 40
t=1
z=t=1

y=-2z—Tt+10=1

r=11-2y+324+4t =2

Le systéme (S) posséde donc 'unique solution (2, 1, 1, 1).

Exemple 39
.
r4+3y+52—2t—Tu=3
3x+y+z—2t—u=1

20 —y —3z+Tt+5u=2

| 32— 2y — 52+ Tt +8u=2
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r4+3y+52—2t—Tu=3

x+y+z—2t—u=1 FE2 - E2 - 3F1
Résoudre ()

20—y —3z+Tt+5u=2 E3 — E3 -2F

3z —2y —5z+ 7t +8u=2 F4 — FE4—-3F1

r+3y+5z2—2t—Tu=3
—8y — 14z + 4t + 20u = —8
-7y — 13z + 11t + 19u = —3 E4 — 8E3 —-TE2
—11y — 20z + 13t + 29u = —18 F4— 8FE4—11E2
r+3y+52z—2t—Tu=3
—8y — 14z + 4t + 20u = —8
—62z + 60t + 12u = 24
—62z+60t+12u=32 FE4— E4—FE3
f z+3y+5z2—2t—Tu=3
—8y — 14z + 4t + 20u = —8
—6z + 60t + 12u = 24

0=28
alors (S) n’a pas de solution.

Exercice 1 Discuter selon m € R la possibilité du systéme d’inconnues (z,y, z) € R3

mx + 2my + 2mz = 1
2r + 2-m)y + 2z =0
2r + 2y + 2+m)z = 0

\

et le résoudre effectivement en cas de possibilité.

Exercice 2
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Résoudre le systeme :

z + 3y — =z = 1

r — Yy + 2z = =2
20 — 4y + 2z = 1

r + y — 3z = -1

\
a I'inconnue (z,y, z) € R3. Discuter, selon (a,b) € R? la possibilité du nouveau systéme déduit

du précédent en conservant les premiers membres et en remplagant les seconds :

1 1

-2 a
par

1 1

-1 b

et le résoudre effectivement dans le cas de possibilité.
Exercice 3

Résoudre le systéme :

r 4+ 2y + 32 4+ 4 = 0
2c + 3y + 4z + 5t = 0
3r + 4y + b5z + 6t = 0
4z + dy + 62 + Tt = 0

d’inconnues (x,v,z,t) € R%. Discuter la possibilité de résolution (et résoudre si possible) du

systéme déduit du précédent en remplacant le membre de droite :

par puis par

o o o o
NN XX
IS
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ot (X,Y,Z,T) e Rt et a € Q..
Exercice 4 Discuter, selon (a,b) € R? le rang puis discuter selon (a,b, X, Y, Z,T) € R% la

possibilité du systéme :

2c — 4y + z + at = X
—2x + Ty - 3t =Y
xr — by + 4z + 3t = Z
- + 3y + z + b =T

a linconnue (z,v,2,t) € R* et le résoudre effectivement dans le cas oil le systéme est possible
mais n’est pas un systéme de Cramer.
Déterminant et inversion de matrices

Exercice 5 Calculez le déterminant des matrices suivantes :

1 -2 3 01 1 2 1 1
A= 3 1 -5, B=f101]1], C=11211,
-8 3 6 110 11 2

o
[
[
—
—_
—_
|
—_

0o -1 1
1 011 2 0 2
D=1 2 3|, E= , F=
11 01 3 =2 7
1 1 -2
1 110 4 5 -6

Avez-vous une remarque & faire 7 Précisez les matrices qui sont inversibles.

Exercice 6 Inversez, lorsque c’est possible, les matrices suivantes :

1 1 -3 -3 4 1 -2 1 5
-1 2

A= , B=|12 16 1|, C= 1201, D= 1 1 4
2 1

0 0 4 1 1 3 0 3 3

Exercice 7 Pour chaque affirmation suivante, dites si elle est vraie ou fausse. Dans le cas

ot elle est fausse, donnez un contre-exemple et essayez de la corriger si possible.
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V (A, B) € M, (R)?, det(A+B) = det(A)+det(B) ; V (A4, B) € M,(R)?, det(AB) = det(BA)
: V (A,B) € M,(R)?, det(AB) = det(A) x det(B) ; ¥ A € M,(R), det(A!) = det(A) ;
VAe M,(R), VA € R, det(AA) = Adet(A) ; V A € M,(R), VP € M,(R) inversible,
det(P~YAP) = det(A).
Recommencez ’exercice en remplacant le déterminant par la trace.
Exercice 8 Soit n € N* un entier impair, et A € M,(R) une matrice antisymétrique.
Montrez que A n’est pas inversible. Est-ce encore vrai pour n pair ?
Exercice 9 Soit P € M, (R) telle que P! = I,,. Quelles valeurs peut prendre det(P) ?

Exercice 10 Montrez que les déterminants ci-dessous sont nuls :

1 1 1 1 cos(z) cos(2x)
a b ¢l cos(x) cos(2z) cos(3x)
b+c ct+a a+b cos(2z) cos(3z) cos(4x)

Exercice 11 Deux matrices A et B sont telles que :

5 11 r 14
AB = et BA=

11 25 14 y

En utilisant trace et déterminant, trouvez x et y.

Exercice 12 Calculez les déterminants suivants :

a b c d a x x b
a—b—c 2a 2a
—a b Jd d z a b =z
Dy = ;o Do = 2b b—c—a 2b i D3 =
—a —=b ¢ d" z b a =z
2c 2c c—a—2>b
—a —-b —c¢ —-d b z = a
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Exercice 13 Calculez le déterminant suivant d’ordre n + 1.

Gp QAp—1 GQp—2 -+ A1 Qg

-1 =z 0O -+ --- 0

Exercice 14 Soient (z;)i=1,...n €t (y;j)j=1,..n des scalaires. Calculez le déterminant A,, de

la matrice de terme général 1 + z;y;.

Exercice 15 Développez le déterminant

1 a b ab

1 d b a'b
D =

1 a bV ab

1 & bV dV

Vous trouverez D = (a’ — a)?(b — b)2.

Exercice 16 Soient (a;)i1,..» des scalaires et D,, le déterminant suivant :

1 1
ai Qnp
D, =
n—1 n—1
ay al
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Montrez que pour tout polynéme P de la forme P(X) = X" ' +a,, 1 X" 2+---+a1 X +ap,

on a
1 ... 1
a’l PR an
D, =
a?_g e a272
P(ay) --- Play)
n—1
En déduire, en choisissant P comme il faut, que D,, = [] (an, — a;) - Dp—1. En déduire (par
i=1

récurrence) D,,.

7



Chapitre 5

Fiches TD avec la correction

78



5.1 Fiche TD 1

Exercice 1 :

e La loi interne ” +7”
V(ey), (@) € B2, (2,9) + (@, y) = (@ + 2,y +y)
e La loi externe ” -”

V(z,y) e RZVAER A (z,y) = (Az, \y) .

Montrer que (RQ, +, ) est un R-espace vectoriel.

Exercice 2 :

Soit E I’ensemble défini par
E = {($1,£B2,IL‘3) € Rg/xl + 229 —x3 = 0}

Montrer que E est un sev de R3.

Exercice 3:
Soit E un ev sur K et Fiet Fy deux sev de E.

Montrer que Fi N Fy est un sev de E.

Exercice 4 :

Fy ={(2,0,0) /z € R}et F, = {(0,y,2) / (y,2) € R?}
Montrer que Fiet F» sont sev de R3.

Montrer que Fy N Fy = {Opa}

Exercice 5 :

1) Montrer que e; = (1,1,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (1,1, 1) est une base de R3.

2) Montrer que {ae; + Bea/a, B € R} est un sev de R3.

3) Montrer que e; = (1,1,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (1,1,1),e4 = (2,1,4) est une famille liées.

Exercice 6 :
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Montrer que e; = (1,2),e2 = (0,1),e3 = (1, 1) est une famille génératrice,

est-elle liée?.
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5.1.1 Correction TD 1

Exercice 1 :
Montrons que (RQ, +, ) est un R-espace vectoriel.

1- (R?,+) est un groupe commutatif c’est a dire

Définition 5.1.1 - Associative ¥ (z,y); (2',9'); (2", y") € R?,

[(@,y)+ (2, 9)] + (@".y") = (z+2",y+¥)+ (=",y")

(.’L’ +ZLJ) +$,/, (y +y/) +y//)

(
(

= (24 (@' +2"),y+ (V' +y"))
( (z+2"y +")
(

[(x/7y/) + (x//’y//)]
- Commutative ¥ (z,y) ; (z',y') € R,

(z,y)+ () = (z+2,y+79)

= (mlvy,) + (:‘Ca y)

- 1l existe un élément neutre 3(0,0) € R2 VY (z,y) € R?, (x,y) + (0,0) = (x,y)
-V(z,y); (2, y) €R?3 (2 y) = (—x, —y) € R? tel que (z,y) + (2',¢') = (0,0).
2) La loi externe doit vérifier:

-V(@,y); (2 y) €REVA € R A [(z,y) + (2, ¢)] = A(z,9) + A (2, )

-V (z,y) € R%,VA, A2 € R, (A1 + X2) (2,9) = A1 (2,9) + A2 (2,9)

-V(z,y) €ERZVAL A ER N (102 (z,9) = (M. A2) - (2,9)

-V (z,y) €R% 1 (2,y) = (2,9)

Zz,

z,

Exercice 2 :

Soit E I'’ensemble défini par
E = {($1,$2,I3) S Rs/xl + 2.’E2 — T3 = O} .

Montrons que E est un sev de R3.
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1) E+£ 0
2)V(z,y,2);(2,y,2') € E ona(x,y,2)+ (/,y,2)=(x+2,y+y,2+2)eFE
carx+2y—2=0;2"+2¢y -2 =0=2ax+2'+2@y+vy)—(2+2)=0

3) V (z,y,2) € E,VA€Ron a A(z,y,2) = (Az, \y, A\z2) € E.
Carz+2y—z2z=0= Az +2\y—Az=0

Exercice 3:

Soit F/ un ev sur K et Fiet F5 deux sev de F.

Montrons que F} N Fy est un sev de F.

1) iNFy # 0 car 0p € F1 N Fy

2Q)Ve,y e iNFy onax,y€ Fjetx,yc Fy

alorsx+y€e Fietx+y € Fhdoncx+y € F1NFy

) Ve FiNFyetVAeERomax e Fy,z € Fhoet VAER

donc Ax € Fj et Az € F5 c’est a dire Az € F1 N Fs.

Exercice 4 :

Fy ={(2,0,0) /z € R}et F» = {(0,y,2)/ (y,2) € R?*}

Montrons que Fiet F5 sont sev de R3.

Meéme méthode comme ex 2

Montrons que Fi N Fy = {Ops}

(xayaz) € FlmF2:>($7yvz)eFlet (xayvz)EFZ

— z=y=0etz=0

donc Fy N Fy = {Ops} .

Exercice 5 :

1) Montrer que e; = (1,1,0), ez = (0,1,0) ,e3 = (1,1,1) est une base de R3.
Libre

a(1,1,0) + 3(0,1,0) +~(1,1,1) = (0,0,0)
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a+v=0 a=0
donc ¢ a+p4+~7=0 =4 =0

7=0 7=0
Génératrice
V (z,y,2) € R?
a(1,1,0)+ 5(0,1,0) + v (1,1,1) = (z,y, 2)
a+vy==x a=x—2z

at+f+y=y = B=y—x

y==z y==z
donc (z — 2) (1,1,0) + (y —x) (0,1,0) + 2 (1,1,1) = (x,y, 2)

2) Montrer que {ae; + fea/a, B € R} est un sev de R3.
Méme méthode comme ex 2
3) Montrons que e; = (1,1,0),e2 = (0,1,0) ,e3 = (1,1,1) ,e4 = (2, 1,4) est une famille liées.
(2,1,4) =4(1,1,1) —2(1,1,0) — (0,1,0)
Exercice 6 :
Montrons que e; = (1,2),e3 = (0,1),e3 = (1,1) est une famille génératrice,
YV (2,9,2) € R?
o (1,2)+(0,1) +7 (1, 1) = (z,9)
a+vy==zx a=z—A\
—

20+ 0+v=y B=y—2x+A
donc

e1 = (1,2),e2 =(0,1),e3 = (1,1) est une famille génératrice,
est liée car

(1,2) =(0,1) + (1,1)
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5.2 Fiche TD 2

Exercice 1 :

Soit f : R? — R3 une application définie par:

f(.%',y,Z):(1'—272,7;4—;1/—327—1-4_22)

et (e1,ea,e3) la base canonique de R3

1. Montrer que f est une application linéaire.

2. Calculer f (e1), f (e2) et f(e3).

Exercice 2 :

Soit E I’ensemble défini par

= {(xl,.%'g,.%'g) & Rg/xl = 2%2 = $3}

= {(z1,22,73) € R¥ /3y + 239 + 23 =0}

1) E et F sont des sev de R?, déterminer une base de E et une base de F.

2) Y at-il E®F =R3.

Exercice 3:
Soit f un endomorphisme de R3

dont I'image de la base canonique (eq, ez, €3) est:

f(e1) = —Tey — Geg
f(e2) = 8e1 + Tea
f(e3) = 6e1 + 6ea —e3

1. Pour tout vecteur z = (21,72, 23) € R3

* Calculer f (z).

* Déterminer fo f(x).

2. f est-elle inversible.
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Exercice 4 :

Soit u I’application de R? dans R définie pour tout = = (1, 22, x3) € R?

u(z) =21+ 22 + 23

1. Montrer que u est une application linéaire.

2. Déterminer I'm(u) et de ker(u) et leur dimensions.
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5.2.1 Correction TD 2

Exercice 1 :
Soit f : R? — R3 une application définie par:
f(x,y,z) = ($—Z,2I+y—3z,—x+22)

et (e1,ea,e3) la base canonique de R?
1. Montrons que f est une application linéaire.

Soient A\, € R, et a = (z,y, 2),b = (21, y!,2') € R3,

fa+pb) = f(Ax+ pxt, \y + pyt, Az + pzt)
= (Az+ pxt — (Az+ pzr), 2 (Az + pat) + Ay + py! + 3 (A2 + pzt) , — Az + par) + 2 (Az + pzf)
= ANzx—2z2r+y—3z,—x+2z2) +M(:c' — 222"+ —32/,—x/—|—22/)

= Af(a) +uf(b).

2. Calculons f (61) = (1727 _1)7 f (62) :(07 170) et f (63) = (_17 _372)

Exercice 2 :

Soit E I’ensemble défini par

= {(.%'1,.%'2,.%’3) S Rg/xl = 2x9 = 363}

= {(z1,22,73) € R3 /31 + 239 + 23 =0}

1) E et F sont des sev de R, déterminons une base de F et une base de F.

E = {(:1:1,962,:1:3) € R?’/ml =219 = 1'3}

(l’l,fEQ,.’Eg) = (1'1,1'2,2.'132)

= 1 (17 07 0) + 2 (Oa 17 2)
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(1,0,0),(0,1,2) sont libre alors {(1,0,0),(0,1,2)} une base de E
F = {(1‘1,1’2,1‘3) S R3/a:1 + 229 + 3 = 0}

(-%'1,.%'2,.’,1?3) = ($1,$2,—$1—2CL’2>

= 21(1,0,—1) 4+ 2 (0,1,-2)

(1,0,—1),(0,1,—2) sont libre alors {(1,0,—1),(0,1,—2)} une base de F'
2) Y a-t-il Ea F =R

Exercice 3:
Soit f un endomorphisme de R3

dont I'image de la base canonique (eq, ez, €3) est:

f (61) = —761 — 662
f(e2) =8e1 + Teg
6

e1 + 6es — e3

1. Pour tout vecteur z = (21,72, 23) € R3

* Calculons f (x).

f@) = f(z1,22,23)
= f(zie1 + xaep + x3€3)
= w1f(e1) +x2f (e2) + a3 f (e3)
— 1 (=Tey — 6e9) + @ (8e1 + Tea) + w3 (6e1 + Ges — e3)

= (=Tx1 + 8x9 + 63, —6x1 + Txo + 623, —3)

* Déterminons fo f(z).
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fof(x) = f((=Tx1+ 8xy + 6x3,—6x1 + Tx2 + 623, —23))

2. f est-elle inversible.
f (@) = (a,b,0)
a = —"Txy + 8xy + 623
b= —6x1 + Txo + 623
c= —x3
( a— 6c=—Txr1+ 8xs
donc ¢ b—6c = —6z1 + Ty
T3 = —cC
( a+6c=—Tr1+ 8o
alors ¢ b+ 6c = —6z1 + Tag

L r3 — —C
x1 = —T(a+6¢c)+8(b+ 6¢)
x9 = —6(a + 6¢) + 7 (b + 6¢)

r3 = —C
donc f est surjective

et ker(f) = {(z1,22,23) /f (21,22, 23) = Ops} = {Ops}
c’est a dire f est injective

finalement f est bijective donc est inversible

Exercice 4 :

Soit u I'application de R? dans R définie pour tout = = (1, 29, 3) € R3

u(z) =21+ 22 + 23

1. Montrons que u est une application linéaire.
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Soient A\, € R, et a = (z,y, 2),b = (21, y/,2') € R3,

fQa+pb) = f(Az+ pat, Ay + pyl, Az + pef)
= (Az+ pxt + Az + pzt) + (Az + pzf)
= Mz+y+2)+up(@ +y+7)

= Af(a) + uf(b).

2. Déterminer Im(u) et de ker(u) et leur dimensions.
Im(u) =R

car Vz € R,3(x,y, 2) = (2,0,0) avec f (z,0,0) = z.
dim R =1

ker(u) = {(z1,z2,23) /u(x1,x2,23) =0}
= {(x1,22,23) Jx1 + 32 + 23 = 0}

= {(z1,22, —x1 — x2) J21,22 € R}

($17 €2, —T1 — 3’52) =1 (17 Oa _1) + 22 (O) 17 _1)
et (1,0,—1),(0,1,—1) sont libre c’est a dire {(1,0,—1),(0,1,—1)} est une base de ker(u)
donc dim ker(u) = 2.
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5.3 Fiche TD 3

Exercice 1: Considérons les matrices :

1 1 2 4 5
1 4 -2 0

A= , B = ,C=| -3 01 |,D=]1 2
2 3 7 01

1 7 6 0 4

Calculer les matrices AB, BA,CD,2A+ B, A —4B.

Que remarquez vous(pour AB, BA).

Exercice 2: Soient @ € R et A, B les matrices suivantes
2 1 -1
A=|152 1 |[|,B=

-2 «

7 1
17 6

Calculer le déterminant de A, puis le déterminant de B.

Exercice 3: Soit f une application linéaire définie par

f:R3 > R3
T 5T +y+ 7z
fly | = —10y + 2z
z Tr— 12z +y

Donner la matrice associée a ’application f.

Exercice 4: Soient A, B les matrices suivantes
2 1 —V2
A=15 02 1 , B =

-2 10

7 1
1 5 6

Donner 'application linéaire associée a la matrice A.

puis 'application linéaire associée & la matrice B.
Exercice 5: Soient £ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et F = {(1,0,2),(4,1,0),(0,5,1)}

deux bases de (R)?.

Denner la matrice de passage Pgp.
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Exercice 6: On pose e; = (1,1,0),ea = (0,1,1)et e3 = (1,0,1).
1. Montrer que B = (e1, €2, e3) est une base de R3.

2. Ecrire la matrice de passage Pop de la base canonique C' de R? a la base B.
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5.3.1 Correction TD 3

Exercice 1: Considérons les matrices :

1 1 2
1 4 -2 0
A= , B = ,C=|1 -3 01 |,.D=
2 3 7T 1
1 76
-2 -8
Calculons les matrices AB = ,BA =
17 3 9 31
5 18
0 8
CD=| —-12 —-11 |,2A+B= ,A—4B =
1 7
11 43

On remarque que AB # BA.

Exercice 2: Soient o € R et A, B les matrices suivantes
2 1 -1
A=|52 1 |.,B=

-2 «

7 1
1 7 6

On calcule le déterminant de A,

detA = 2x5—-—1x%x29—-1x33

= 52

le déterminant de B.

det B=-2—-"T«a

Exercice 3: Soit f une application linéaire définie par

f:R3 > RS
T Sr+y+ 7z
fly | =] —10y+2z
z Tx — 12z 4y

Donnons la matrice associée a ’application f.
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5 1 7
A= 0 —-10 2
71 =12

Exercice 4: Soient A, B les matrices suivantes

2 1 —/2
-2 10
A=15 02 1 , B =
7 1
1 5 6
Donnons I'application linéaire associée & la matrice A.
T 20+ vy + -2z
fly | =] 52+02y+2
z x4+ 5y + 62
L’application linéaire associée & la matrice B.
T —2x 4+ 10y
f =
Y Tx+y

Exercice 5: Soient £ = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} et F = {(1,0,2),(4,1,0),(0,5,1)}
deux bases de (R)?.

Dennons la matrice de passage Pgp.

(1,0,2) =1(1,0,0)+0(0,1,0) +2(0,0,1)

(4,1,0) =4(1,0,0) +1(0,1,0) +0(0,0,1)

(0,5,1) =0(1,0,0) +5(0,1,0) +1(0,0,1)

1 4 0
A= 01 5
2 0 1

Exercice 6: On pose e; = (1,1,0),e5 = (0,1,1)et e3 = (1,0,1).
1. Montrons que B = (e1, g, e3) est une base de R3.
Libre car

si a(1,1,0) + B(0,1,1) +~(1,0,1) = (0,0,0)

93



a+v=0 a=0
atf+y=0 =4 =0

B+y=0 7=0
et dimR? = 3 donc B = (ey, €2, 3) est une base de R3.

2. La matrice de passage Pop de la base canonique C' de R? a la base B.

1 0 1
A= 11 0
01 1
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Histoire des Espaces Vectoriels

L’étude des espaces vectoriels s’inscrit dans 1’évolution historique des mathématiques, en
particulier dans le contexte du développement de ’algébre et de la géométrie. Dés I’ Antiquité,
les mathématiciens grecs s’intéressent aux grandeurs géométriques, mais ce n’est qu’a I’époque
moderne que les outils permettant une véritable abstraction des concepts liés aux vecteurs
voient le jour.

Le XVlIle siécle marque un tournant décisif avec 'apparition de la géométrie analytique grace
a René Descartes. Ce dernier introduit une maniére novatrice de relier 'algébre et la géométrie
a travers un systéme de coordonnées permettant de représenter les figures géométriques par des
équations. Cette approche, bien qu’encore limitée & des dimensions finies et & des contextes
géométriques concrets, constitue les prémices de ce que l'on appellera plus tard les espaces
vectoriels.

Durant le XVIIle siécle, les mathématiciens s’intéressent de plus en plus aux équations
différentielles et aux séries, ce qui les pousse & manipuler des objets plus abstraits comme
les fonctions. Néanmoins, ce n’est qu’au XIXe siécle que la notion de vecteur commence &
émergér de maniére explicite. Parmi les pionniers, Hermann Grassmann joue un role central.
FEn 1844, il publie Die lineale Ausdehnungslehre, ou il propose une formalisation des opérations
sur des objets généralisés préfigurant nos vecteurs modernes. Toutefois, son travail ne regoit
pas immédiatement ’attention qu’il mérite.

Parallelement, Arthur Cayley et William Rowan Hamilton apportent des contributions im-
portantes & ’étude des structures algébriques, notamment les matrices et les quaternions, qui
seront plus tard liés a la théorie des espaces vectoriels. Les matrices permettent une représen-
tation naturelle des applications linéaires, concept fondamental dans cette théorie.

Au tournant du XXe siécle, ’esprit des mathématiques évolue vers davantage de rigueur et
d’abstraction. C’est dans ce contexte que la définition moderne de I'espace vectoriel s’impose
: un ensemble muni d’une addition et d’une multiplication par un scalaire, satisfaisant huit
axiomes fondamentaux. Cette formalisation permet de généraliser la notion de vecteur bien
au-dela du cadre géométrique. Désormais, les objets considérés peuvent étre des polynomes,
fonctions, suites ou matrices, & condition qu’ils obéissent aux régles définies.

Cette abstraction se développe davantage avec I’analyse fonctionnelle, discipline s’intéressant
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aux espaces de fonctions et aux opérateurs. Les espaces vectoriels deviennent la structure
de base de concepts avancés comme les espaces normés, préhilbertiens et de Hilbert. Ces
derniers, introduits par David Hilbert, généralisent les propriétés de la géométrie euclidienne a
des dimensions infinies, utiles en physique théorique, notamment en mécanique quantique.

L’influence des espaces vectoriels dépasse le cadre des mathématiques pures. En physique, ils
servent & décrire position, vitesse ou état quantique. En économie, ils modélisent des ensembles
de production. En informatique, ils sont essentiels dans le traitement du signal, I'image ou
I’apprentissage automatique. Leur puissance réside dans leur cadre unificateur et rigoureux.

Aujourd’hui, les espaces vectoriels sont enseignés tot dans les formations scientifiques. Ils
sont au coeur de l'algébre linéaire : applications linéaires, sous-espaces, bases, dimension, di-
agonalisation, formes bilinéaires, transformations orthogonales, etc. Leur maitrise est cruciale
pour les disciplines avancées.

En conclusion, la théorie des espaces vectoriels est le fruit d’une évolution historique riche
allant de la géométrie concréte a ’abstraction contemporaine. Elle illustre 'universalité des

structures mathématiques et continue de nourrir les sciences et les technologies modernes.
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Histoire des Applications Linéaires

L’étude des applications linéaires est intimement liée & celle des espaces vectoriels et de
I’algébre linéaire en général. Depuis les débuts de la géométrie analytique au XVII siécle, les
transformations du plan et de I'espace, telles que les rotations, les translations et les homoth-
éties, sont déja des cas particuliers d’applications linéaires ou affines. Cependant, la notion
abstraite d’application linéaire apparait plus tard, au fur et & mesure que les mathématiques
gagnent en rigueur et en abstraction.

Les premiéres formes d’applications linéaires sont liées a la représentation de systémes
d’équations linéaires. Au XVIII siecle, les mathématiciens comme Cramer ou Gauss étudient
ces systémes en développant des méthodes de résolution impliquant des matrices. Ces matri-
ces, que ’on manipule sans le formalisme moderne, représentent en réalité des transformations
linéaires, méme si le concept n’est pas encore défini clairement.

C’est au XIXe siecle que la notion d’application linéaire commence & étre formalisée, paral-
lelement au développement des structures algébriques. Avec 'avénement des espaces vectoriels,
il devient naturel d’étudier les fonctions qui respectent les opérations d’addition vectorielle et
de multiplication par un scalaire. Ces fonctions sont précisément les applications linéaires. Les
travaux de Grassmann, Hamilton, et plus tard ceux de Peano et de Steinitz, permettent de
poser les bases rigoureuses de cette théorie.

Une application linéaire entre deux espaces vectoriels est définie comme une fonction qui
préserve la structure linéaire, c’est-a-dire qui satisfait les propriétés : f(u + v) = f(u) + f(v)
et f(Au) = Af(u) pour tous vecteurs u,v et tout scalaire A. Ce type d’application permet de
modéliser une grande variété de phénoménes mathématiques, physiques et techniques.

La théorie des applications linéaires prend toute son ampleur avec 'introduction des ma-
trices comme outil de représentation. Une application linéaire entre espaces vectoriels de di-
mension finie peut étre entiérement décrite par une matrice, et réciproquement. Cela permet
non seulement de simplifier leur manipulation, mais aussi d’étudier leurs propriétés (injectivite,
surjectivité, bijectivité, noyau, image, etc.) en termes algébriques.

Au XX siécle, les applications linéaires jouent un role central dans I’analyse fonctionnelle, o
I'on consideére des espaces vectoriels de dimension infinie, tels que les espaces de fonctions. Les

opérateurs linéaires, qui sont des applications linéaires d’un espace fonctionnel dans un autre,
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deviennent essentiels pour ’étude des équations différentielles, des intégrales, et plus largement
de tout phénomeéne exprimé par des transformations continues.

En physique, les applications linéaires modélisent des systémes linéaires ot les effets sont
proportionnels aux causes. En mécanique quantique, les opérateurs linéaires sur des espaces de
Hilbert représentent les observables physiques. En informatique, on les retrouve dans ’algébre
matricielle, le traitement d’image, I’apprentissage automatique, ou encore la compression de
données.

Aujourd’hui, les applications linéaires sont omniprésentes dans I’enseignement des mathéma-
tiques. Leur compréhension est essentielle pour aborder des sujets variés allant de la géométrie
projective & l'analyse numérique, en passant par la théorie des graphes, les probabilités, ou
la cryptographie. Elles forment un pont entre I'abstraction mathématique et les applications
concretes dans les sciences et l'ingénierie.

Histoire des matrices

Les matrices sont des objets mathématiques trés utilisés aujourd’hui, notamment en algébre
linéaire, en physique, en informatique, etc. Voici un apergu de leur histoire, depuis leurs origines
jusqu’a leur développement moderne.

Les premiéres traces de ce qui pourrait étre considéré comme 1'usage de matrices remontent
a la Chine antique, vers -200. Le livre des Neuf Chapitres sur I’Art Mathématique (Jiuzhang
Suanshu) contient des méthodes pour résoudre des systémes d’équations linéaires, qui sont en
fait équivalentes a la méthode d’élimination de Gauss. Bien que le concept de matrice n’ait pas
encore été formalisé, les Chinois représentaient les coefficients sous forme de tableaux, ce qui
préfigure 'utilisation des matrices.

Au XVII siecle, des mathématiciens européens comme Leibniz s’intéressent a la résolution
de systémes linéaires. Leibniz introduit méme une forme primitive de déterminant sans utiliser
le terme "matrice". Au XVIII siecle, Gabriel Cramer présente la régle de Cramer pour résoudre
des systémes linéaires carrés a 'aide de déterminants. Bien que la notion de matrice n’ait pas
encore été développée, ces idées posent les bases de la théorie des matrices.

Ce n’est qu’en 1850 que James Joseph Sylvester et Arthur Cayley, deux mathématiciens
britanniques, commencent & formaliser la théorie des matrices. Cayley introduit les premieres

notions modernes sur les opérations matricielles (addition, multiplication) et publie en 1858 un
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mémorandum sur la théorie des matrices, ot il formalise la notion de matrice. Il y démontre
également ce qui deviendra le théoréme de Cayley-Hamilton, qui stipule qu'une matrice satisfait
son propre polyndéme caractéristique.

Au XX siécle, les matrices connaissent une expansion rapide, devenant centrales dans des
domaines aussi divers que la mécanique quantique (avec Heisenberg et Dirac), 1’algebre linéaire
moderne, les graphes, et les transformations géométriques, entre autres.

Dans I’ensemble, I'histoire des matrices montre leur évolution d’un outil pratique pour ré-
soudre des systémes linéaires & une partie fondamentale de ’algébre moderne et des applications

dans de nombreuses sciences.
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