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Introduction géenérale

Le document est destiné a une utilisation directe comme support de cours et de
travaux dirigés pour les « premiere année Mathématiques et Informatique ». Le
manuscrit est réparti en quatre parties essentielles. La premiére partie concerne le
chapitre 1: R est un corps commutatif, R est un corps totalement ordonné,
Raisonnement par récurrence, R est un corps value, Intervalles, Bornes supérieure et
inférieure d'un sous ensemble de R, R est un corps Archimédien, Caractérisation des
bornes supérieure et inférieure, La fonction partie entiere. Ensembles bornés,
Prolongement de R : Droite numérique achevée R, Propriétés topologiques de R,
Parties ouvertes fermées.

Le chapitre 2 est réservé aux Corps des Nombres Complexes, Opérations algébriques
sur les nombres complexes, Module d'un nombre complexe z, Représentation
géomeétrique d'un nombre complexe, forme trigonométrique d'un nombre complexe,
Formules d'Euler, forme exponentielle d'un nombre complexe, Racines n-ieme d'un
nombre Complexe.

Le chapitre 3, traite les suites des nombres réels: Suites bornées, suites convergentes,
propriétés des suites convergentes, opérations arithmétiques sur les suites
convergentes, extensions aux limites infinies, Infiniment petites et Infiniment
grandes, Suites monotones, suites extraites, suite de Cauchy, généralisation de la
notion de la limite, Limite supérieure, Limite inférieure, Suites récurrentes.

Le chapitre 4 porte sur les Fonctions réelles d’une variable réelle,

Graphe d'une fonction réelle d'une variable réelle, Fonctions paires-impaires,
Fonctions périodiques, Fonctions bornées, Fonctions monotones, Maximum local,
Minimum local, Limite d'une fonction, Théoremes sur les limites, Opérations sur les
limites, Fonctions continues, Discontinuités de premiere et de seconde espece,
Continuité uniforme, Théorémes sur les fonctions continues sur un intervalle fermé,
Fonction réciproque continue, Ordre d'une variable-équivalence (Notation de
Landau).

Le dernier chapitre porte sur les Fonctions dérivables, Dérivée a droite, dérivée a
gauche, Interprétation géométrique de la dérivée, Opérations sur les fonctions
dérivables, Différentielle-Fonctions différentiables, Théoreme de Fermat, Théoreme
de Rolle, Théoreme des accroissements finis, Dérivées d'ordre supérieur, Formule de
Taylor, Extrémum local d'une fonction, Bornes d'une fonction sur un intervalle,
Convexité d'une courbe. Point d'inflexion, Asymptote d'une courbe, Construction du
graphe d'une fonction.
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Chapitre 1

Corps des Réels

1.1 Nombres réels

En mathématiques, nous travaillons avec les quatre ensembles de base suivants
1) N={0,1,2,........ } est ’ensemble des entiers naturels.
2)Z =A....... ,—2,—-1,0,1,2,........ } est ’ensemble des entiers relatifs.
3) Q={%/a € Z,b € Z*} est Pensemble des rationnels.
)

4) D = {10k Ja € Z,k € N} est 'ensemble des nombres décimaux.

Définition 1.1.1 Un nombre rationnel est un nombre qui peut étre représenté par une partie

entiére et une liste finie ou infinie périodique & partir d’un certain rang de décimales.
Exemple 1 4,255255255.....,0.333333.....5.232323.......... sont des mombres rationnels

Définition 1.1.2 Un nombre réel est un nombre qui peut étre représenté par une partie entiére

et une liste finie ou infinie de décimales.

Remarque 1 R est I’ensemble des nombres réels.

Six ¢ Q dans ce cas on dit que x est un nombre irrationnel
Exemple 2 V2 eR et /2 ¢ Q c’est a dir V2 est un nombre irrationnel.

Proposition 1.1.1 Soint z,y € R, on a:



r€Qety¢ Q= z+y¢Q
On note par V : quel que soit ou pour tout.

3 : il exisite.

1.1.1 R est un corps commutatif

Définition 1.1.3 (R, +,-) est un corps commutatif car :
1) Associative Vz,y,z e R (x+y)+z=a+ (y+2).
2) Commutative Vx,y € R,z +y =y + .
3) Elément neutre 0 € R,Vx € E,0p +x = .
4) Elément symétrique Vx € R, 3z’ € R tel que z + 2’ = Op.
5) Associative Vr,y,z € R, (z.y) .z = . (y.2)
6)Commutative Vr,y € R,x.y = y.x
7) Elément neutre 31 € R*Vx e R, l.x =z
8) Elément symétrique Vr € R*, 3z’ € R* tel que z.2' = 1.

9) z.(y+ z) = x.y + x.z ( distributative ).

Relation d’ordre dans R (< ou >)

1. R est réflexive & Vo € R(x < x).

2. R est transitive & Vz,y,z € R, (z <y) A (y < 2) = (z < 2).

3. R est antiymétrique < Vz,y € R, (z < y) et (y < z) = (y = x).

R est totalement ordonné car Vz,y € Ron a (z <y) ou (y < x).

1.1.2 Raisonnement par récurrence

Le principe de récurrence permet de montrer qu’une assertion P(n), dépendant de n, est vraie
pour tout n € N. La démonstration par récurrence se déroule en deux étapes :

1) On prouve P(0).est vraie.

2) On suppose n > 0 donné avec P(n) vraie, et on démontre alors que

lassertion P(n + 1) est vraie.

Enfin dans la conclusion, on rappelle que par le principe de récurrence P(n) est vraie pour

tout n € N.



Exemple 3 Montrer que pour tout n € N, 2™ > n,.
1) Ona2°=1>0 c-a-dire P(0) est vraie.
2) On suppose P(n) : 2" > n vraie, et on démontre alors que Uassertion P(n + 1) : 2"+ >
n+ 1 est vrate.
On a
2 =2 x 2" =2" 4+ 2" >n+1

alors P(n+1): 2" > n + 1 est vraie.

donc pour tout n € N, 2" > n.

Exemple 4 Montrons que quel que soit l’entier naturel n,
Uentier 3% — 2" est divisible par T.........cccoccvvveeeeeeeicnnn. (Ry,) -
Par récurrence montrons que (Ry,) est vraie pour tout n € N.
Sin=0,3°-20=0=0.7= 3°—29 est divisible par 7.= Ry est vraie.
Supposons que (Ry) est vraie (I’hypothése de récurrence), et montrons que (Ry41) l’est aussi,
c’est-a-dire:

320+ _ ot oot divisible parT.

En effet:
32(n+1) o 2n+1 — 9. (3271 o 2n) + 732”
= 2.7.k+7.3% (Ihypothese de récurrence)
= T(2k+3") =17k
= 32D _ontl oot divisible parT.
Conclusion:

Vn € N,3%" — 2" est divisible par 7.

1.1.3 Valeur absolue

Soit « € R, on appelle valeur absolue de x ( notée |z| ), le réel défini par



zsixz>0
2] = ,
—xsi z<0.

Propriétés de la valeur absolue

1)Vx € R,|z| > 0.
2z e Ryr > 0,|z| <r<= —r<z<r.
3IVr,y R, |z +y| < |z + |yl
AV, y € R, ||z| - [yl| < |z +y].
5)Va,y € R, |zy| < [z|[y].
Preuve. Montrons que Vz,y € R, |z +y| < |z] + |y|.

—lz| <z < |z
On a

—lyl <y <yl
donc — |z| — |y| <z +y < |z| + |y|

alors |z +y| < |z| +y|.
Montrons que Vz,y € R, ||z — |y|| < |z + y|

2| = |z +y —y| <|z+y|+ |y
On a

yl=ly +z—z| < |z +y|+ |z
donc — |z +y| < |z| - [y| < [z + 9]

ce qui nous donne ||z| — |y|| < |z +y|. =

1.1.4 Intervalles

Définition 1.1.4 Soit I une partie de R, I est un intervalle de R si

Ve,yel,VzeRx<z<y=—z€l.

Remarque: ) et R sont des intervalles dans R.

Intervalles bornés
[a,b] = {z,a <z < b}

la, b = {z,a <z < b}

[a,b] = {z,a <z < b}



la,b) ={z,a <z < b}

Intervalles non borneés

|—00,b] = {z,z < b}
|—00,b] = {z,x < b}
[a, 400 = {x,a <z}

la,+oo] = {z,a < z}

R =]—o00, +00[
RT=10, +o0[
R™ =]—00,0]

R*=]—00,0[U]0, 4o00].

1.2 Bornes supérieure et inférieure d’un sous ensemble de R

Soit A un sous-ensemble non vide de R.

1.2.1 Majorants, Minorants

1) A est majoré par M (ou M € R est un majorant de A) si Vo € A, on a, z < M.
2) A est minoré par m ( ou m € R est un minorant de A) si Vo € A, on a, = > m.
3) A est borné si elle est a la fois majorée et minorée, c’est a dire

I(m, M) € R2, Vz € A,onam <z < M.

Proposition 1.2.1 Soit A un sous-ensemble de R. Montrer que A majorée est équivalent a

—A ={—a,a € A} est minoré.

Preuve. A est majorée par M
donc Ve € A,on a, z < M
alos siVx € A, on a, —x > —M.

c'est a dire —A = {—a,a € A} est minoré. m

Définition 1.2.1 On appelle borne supérieure de A le plus petit des majorants de A, on le note

sup(A).



Définition 1.2.2 On appelle borne inférieure de A le plus grand des minorants de A, on le

note inf(A).

Exemple 5 A =1[0,1],supA =1,inf A = 0.
A=1]0,1],supA =1,inf A = 0.

1.2.2 Caractérisation des bornes supérieures et inférieures

Proposition 1.2.2 Soit A un sous-ensemble non vide et majoré de R muni de la relation
d’ordre usuelle. On a M = sup(A) ssi :

1)V € A, ona, x < M et

2) Ve >0, il existe v, € A tel que M —e < z. < M.

Preuve. Supposons M = sup(A) donc M est un majorant de A, on considére £ > 0.

Comme M est le plus petit des majorants de A, M — e n’est pas un majorant car plus petit
que M.

Donc il existe x. € A tel que M —e < z. < M.

Réciproquement, supposons que 1) et 2) soient vérifiés et montrons que M = sup(A).

1) prouve que M est un majorant de A.

Il reste & montrer que c’est le plus petit.

Supposons il existe M’ tel que Vz € A, on a, x < M' et M’ < M.

Sie =M — M', dapres 2), il existe x. € A tel que M —e < z. < M,

alors il existe z. € A tel que M’ <z, < M

est un contraduction. m

Proposition 1.2.3 Soit A un sous-ensemble non vide et minoré de R muni de la relation
d’ordre usuelle. On a m = inf(A) ssi:
1INz € A, on a, = >m.

2)Ne > 0, il existe z. € A tel quem < x. <m+e.
Preuve. Méme méthode. m

Proposition 1.2.4 Soient A et B deur ensembles dans R.
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1) Si A C B alors sup A < sup B.

2) sup (AU B) = max (sup A, sup B)
inf (AU B) = min (inf A, inf B)

3) Si ANB #0 on a: sup (AN B) < min (sup A,sup B) .
inf (AN B) > max (inf A, inf B) .

4)sup(A+ B) =supA+supB

sup(A— B) =sup A —inf B

inf (A+ B) =inf A+inf B

inf(A—B)=inf A —sup B

5)Sia>0

sup oA = asup A.

inf A = ainf A.

5)Sia<0

sup oA = ainf A.

inf A = asup A.

1.2.3 Maximum, Minimum

Définition 1.2.3 On appelle minimum de A le plus petit élément de A, on le note min(A).
Définition 1.2.4 On appelle maximum de A le plus grand élément de A, on le note maz(A).

Exemple 6 A =[0,1],max A =1, min A = 0.

A =10,1[,max A n’existe pas, min A n’existe pas.

Exemple 7 A= {1—1/neN*}
inf A= min A = 0.
Car n =1, nous donne 1 — % = 0.
etonal—%ZO,VneN*.
On montre que sup A = 1
Onal—%gl,VneN*.

Ve > 0, il existe x: =1 — e Atel quel —e <z, <1.

1
1+ [Z]

11



Car on a §§1+[§] donc 1[1] <e

clest a direl —e <1— —1-<1.
1+[1]

€

1.2.4 Proprieté d’Archimed

R est archimédien, c’est & dire Vx,y € R, avec y > 0, In € N tel que = < ny.

1.2.5 Partie entiére

Définition 1.2.5 Soit x nombre réel, il existe un unique entier relatif noté E[x], tel que
Elz] <z < Elz]+1

Proposition 1.2.5 Vz € R, x = Ez] <= = € Z.
Proposition 1.2.6 Vz,m € R x Z, E [x + m| = E[z] + m.
Remarque 2 En général, E(z +vy) # E(z) + E(y) et E(nz) # nE(x).

Proposition 1.2.7 La partie entiére est croissante i.e
Vae,y € R,z <y = E[z] < Ely|.
Mais la partie entieére n’est pas strictement croissante. Par exemple, 0 < % et Elz]=FE [%]

1.2.6 Densité de Q dans R

Théoréme 1.2.1 FEntre deux réels différents quelconques, il existe un rationnel.

Preuve. Ve, y e Rz <y, Ir € Q tel que x <1 < 9.
Onposez=y—=x

R est archimédien, c’est & dire dn € N tel que 1 < nz.
Et [nz] < nz < [nz] +1

alors [ 2] <z < [nal+1 Hl < m“ —x+%<y.

doncx<[ } Loye t[m]ﬂe(@. n

12



Exercice: A= {zeQ/z* <2}

Montrer que n’admet pas de borne superieure dans Q.

1.2.7 Droite numérique achevée R

La droite réelle achevée est 'ensemble R tel que R = RU {400, —00} .

Et on a:

)Vz € R, z 4+ (+00) = 400, + (—00) = —0c0

2) (+00) + (+00) = +00, (~00) + (—00) = —0c0
3)Vx > 0, z. (+00) = 400, . (—00) = —00
4V <0, z. (+00) = —00, z. (—00) = +00
5)(400) . (+:00) = +00, (=00) . (—00) = 400
(+00) . (—00) = =00, (=00) . (+:00) =

6) Vx € R, —00 < 2 < 400.

1.2.8 Propriétés topologiques de R

Définition 1.2.6 Une partie U C R est dite ouverte si pour tout x € U, il existe € > 0 tel que

|z —e,z+¢€[C U. Une partie F C R est dite fermée si son complémentaire U = R\F' est ouvert.

Exemple 8 |a,b[,]a, +o0[,]—00,b], ] — 00, +00[ sont des ouverts. {a},[a,b], [a, +00[,]—00,b],]|—

00, +0o[ sont des fermés. ) et R sont a la fois ouverts et fermés.

Exercice 1 Pour n € N*, Montrer que:

1) Si n? est pair, alors n est pair.

2) Si 2™ — 1 est un nombre premier alors n est premier.

3) Si x et y sont différents alors les nombres (x + 1) (y — 1) et (z — 1) (y + 1) sont différents.

4) a et p sont deux entiers naturels; montrer que I'on a :( p premier et p divise a? ) = p
divise a.

5)\/§ est un nombre irrationnel. Déduire que: V2 ++/3 est irrationnel.

Corecction

1) Pour n € N*, Montrons par un raisonnement par l’absurde que:

Si n? est pair, alors n est pair.

13



Supposons que: n n’est pas pair = n est impair = 3k € N tel que: n =2k + 1

donc

n? = (2k+1)
= 4k® +4k+1
= 2(2k*+2k) +1

= 2m+1

comme m = 2k? 4+ 2k € N on trouve n? est impair (contradiction avec I'hypothése).

2) Si 2" — 1 est un nombre premier alors n est premier.

Supposons que n n’est pas premier= Ja,b € N avec b # 0 tel que: n=a-b, (a,b) # (n,1)
et (a,b) # (1,n).

Alors

on_ 1 = 2tb_ 1

avec deg P (2%) = b — 1.

Mais [(2%) — 1] # 2" — 1 et [(2%) — 1] # 1 c’est a dire 2" — 1 = M - [P (2%)].

comme M # 2" — 1 et M # 1 on trouve 2" — 1 n’est pas premier (contradiction avec
I’hypothese).

3) Si x et y sont différents alors les nombres (x + 1) (y — 1) et (z — 1) (y + 1) sont différents.

Supposons que (zr+1)(y—1)=(x—1)(y+ 1)

cest adire zy—z+y—l=ay+z—-y—-1

alors x = y (contradiction avec 1’hypotheése).

4) a et p sont deux entiers naturels, montrer que 1’on a :

( p premier et p divise a? ) = p divise a.

14



Si p premier et p divise a®? = Ik € Ntel que: a’> =k-p=>a-a=k-
q p p

a divise p et k divise a contradiction avec le fait que p est premier. o
= = p divise a.

ou bien: pdivise a et a divise k
si p est premier alors ,/p est un nombre irrationnel.

Supposons par ’absurde que: ,/p est un nombre rationnel implique que Ja,b € N, (a,b) =1

avec b # 0 et
2
vP=5 =p=(})
=p- b =a?
= p divise a? mais p premier

= p divise a
=a=k-p,keN b2 =p-k?
= p divise b%, mais p premier
= p divise b

=>p#£1
donc p est un diviseur commun de @ et b contradiction avec (a,b) = 1 donc /p est un

nombre irrationnel.
5) v/2 est un nombre irrationnel. Déduire que: V2 ++/3 est irrationnel.
D’aprés (5) v/2 est un nombre irrationnel.
Supposons que v/2 +1/3 est rationnel.
Alors ﬁ € Q ce qui nous donne v2 — /3 € Q.
la somme des deux nombres rational est rational donc 2v/2 € Q
c’est a direv/2 € Q contradiction qui nous donne V2 + /3 est irrationnel.

Exercice 2. Montrer par récurrence que:

1) Vn € N,4" 4+ 6n — 1 est un multiple de 9.
- 1
2) ¥n € N*,Zk(k+1)(k+2):Zn(n+1)(n+2)(n+3).

k=1
3) vn € N* 2" ' <nlavecn!=n(n—1)(n—2)..1et 0 =1
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Correction: Montrons par récurrence que:

1) Yn € N,4" +6n — 1 est un multiple de 9.

= 1

2) ¥n € N*,Zk(k—l—l)(k—l—?):zn(n+1)(n+2)(n+3).
k=1

3) vn € N* 2" ' <nlavecn!=n(n—1)(n—2)..1et 0l =1

1) Vn € N,;4™ 4+ 6n — 1 est un multiple de 9......... (Ry)
Sin=0,42-6-0—1=0=0.9=4%—6-0— 1 est un multiple de 9 = Ry est vraie.
Supposons que (R,,) est vraie pour un n € N (’hypothése de récurrence),

et montrons que (R,y1) Pest aussi, c’est-a-dire:

4+ 46 (n+1) — 1 est un multiple de 9.

En effet:
40 L 6(n+1)—1 = 4-4"+6n+-14+6
= 9.k+3.4" 4+ 6 ('hypothese de récurrence)
= 9k+3(9%—6n+1)+6=9(k+3k—2n+1)
= 40D L 6(n+1) — 1 est un multiple de 9.
Conclusion:

Vn € N,4" + 6n — 1 est un multiple de 9.

2) VneN*,Zn:k:(k:Jrl)(kJrz):in(n+1)(n+2)(n+3).(Rn)

k=1
1

Sin=1Y k(k+1)(k+2)=1(2)(3) =6ct tn(n+1)(n+2)(n+3) = 11(2)(3) (4) =

k=1
6 = R; est vraie.

Supposons que (R,;,) est vraie pour un n € N* (I'hypothése de récurrence),
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et montrons que (R,1) Pest aussi, c’est-a-dire:

n+1

;k(k+1)(k+2)—i(n+1)(n+2)(n+3)(n+4)
En effet:
n+1 n
D kk+1D)(k+2) = > k(E+1)(k+2)+®n+1)(n+2)(n+3)
k=1 k=1
= A D@42 () + (1) (04 2) (n+3)
— i(n+1)(n+2)(n+3)(”+4)
Conclusion:

n
1
Vne N k(k+1)(k+2) = (1) (n+2) (n+3).
k=1
3)Vne N 2"t <nl(R,) avecn! =n(n—1)(n—2)...1et 0! =1
Pour n = 1,2171 =20 =1 < 1! = 1 = Ry est vraie.
Supposons que (R,,) est vraie pour un n € N* (I’hypothése de récurrence),

et montrons que (R,1) Pest aussi, c’est-a-dire:
2" < (n+1)!
En effet:
2" =221 <onl < (n4+1).nl=n+1)

Conclusion:

Vn € N*, 2" 1 < pl.

Exercice 3 A, B et C sont trois parties d'un ensembleF. Montrer que:
1) AUB=ANnC<BCACC.
2)ACB&CEBcCp<AUuB=8B

3) CAVB = CANCE
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) B=C= (ANB=ANC et AUB=AUC)

5 (A\B)\C cC A\ (BUC).

6) On suppose que:AN B =AUC A-t-on B = C.

Correction

A, B et C sont trois parties d’un ensembleF.

1) Montrons que: AUB=ANC< BCACC.

"= 7 Montrons que: AUB=ANC=BCACC

a) BCAsireB=rxcAUB=0ccANC=2€A=BCA
b)AcC,sir€c A=arcAUB=2ccAnNC=zxcAectzecC=ACC
=BCACC

"="BCACC=AUB=ANC

reA=zxecC
a) AUBCANC,siz e AUB= =zecANC

oureEB=axcA=zxecC
b)) ANCCAUB,size ANC=xcA=>2x€ AUB

2)AcBeCEBccieAuB=8B

a) Montrons que: A C B« CE c 04

En effet:
'="sizcCB=srcletr¢B=rcFEetz¢g Acar ACB=x¢Ch
'"'sir€eAd=r¢Chi=2¢CE=>2ecB

b) Montrons que: C8 c C4 < AUB =18

"= "1) AUB C B?

reEA=r¢Cai=2¢CE=>xcB

size AUB = =ze€eB

oux cB
2)B C AU B évident dans tous les cas.

"<="CE c Op?

sizrcCB=r¢B=2¢ AUB=2¢ A=z Ch.

3) CAYB = CANCE

"cropiB copncg?

sizeCpgP =2¢ AUB=2¢Aetr¢ B=ascCpetxcCE=2cCanCE
'S CANCE C CAVB

sizeCpnNCEB=recCietacCl=a¢Aetad B=>r¢ AUB=xcCaB.
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4)B=C<(ANB=ANC et AUB=AUC)

"= ” Montrons que: (ANB=ANC et AUB=AUC)?
siB=C=ANB=ANC e¢ AUB=AUC

"< "7 Montrons que: B = C?

"C"sizxeB=z2zc AUB=xc AUC

zt€A=>x€ANB caronaz e B=>xc ANC=xcC
=
ouxeC

=xecC

"S7sizeC=xc AUC=z2zc AUB

zeA=>xcANCcaronaze(C=zc ANB=xcB
=
oux e B

=z €e€bB

5) (A\B)\C C A\ (BUC).

size (A\B)\C=ze (A\B)

etz ¢C=zvcAetz ¢ B

etz ¢ C=wcAet(x¢Betx¢()
cestadireze Aetz ¢ BUC =z A\ (BUC).

6) On suppose que: ANB=AUC A-t-on B=C.

Non car par exemple: A ={1,2,4},B ={1,2,4} et C = {1,2}

ona: ANB=AUC mais B # C.

Exercice 4 Soient E un ensemble, A, B € P (E).Résoudre dans P (E) les équations

suivantes:

1) XUA

Bet2) XNA=1B

3) X—A = Betd) XAA=B.

Correction
Soient E un ensemble non vide, et P (F) l'ensemble de ses parties.
On suppose que card E = n.

Montrer par récurrence que:

card P (E) =2",Vn € N*.
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Par récurrence:

lére étape:

Pour un ensemble qui contient un seul élément par exemple:

E={a}= P (E)={2,{a}} = card P (E) =2! = 2.

donc la relation est vraie pour n =1

2éme étape:

Supposons que pour un ensemble A, qui contient n éléments alors: card P (A,) = 2" et
montrons que pour un ensemble A, 1 qui contient n+ 1 éléments alors: card P (A,1) = 2"+
En effet: si on a un ensemble A, 1 qui contient n + 1 éléments alors: 1’ensemble des parties
contient les sous ensembles qui ont un lien avec les n premiers éléments qui sont 2" sous
ensembles et on ajoute les mémes sous enembles mais qui contients ’élément d’ordre (n+ 1) &
chaque fois, alors card P (A1) = 2" + 2" = 2n+L,

Exercice 5

Soient £ un ensemble non vide, et P (£) I'ensemble de ses parties.

On suppose que card E = n.Montrer par récurrence que:
card P (E)=2".

card P (E) =2",Yn € N*.

Correction

Soient E un ensemble, A, B € P (E).Résoudre dans P (E) les équations suivantes:
(1) XUA=B et (2) XNA=B

B)X—-A=B e (A XAA=B

(1) XUA=B == ACB=X=C4UY avecY C A

Alors I'ensemble des solutions est I'y = {X = CAUY avec Y € P(A) — ensemble des parties de A}
(2) XNA=B=BCA= X=DBUY avecY C Cg

Alors I'ensemble des solutions est 'y = {X = BUY avec Y € P (Cji) — ensemble des parties de C1 }
B)X-A=B=>ANB=2@=X=BUY avecY C A
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Alors I’ensemble des solutions est I's = {X = BUY avec Y € P(A) — ensemble des parties de A}
4 XANA=B=X=(B-AU(ANB).

Exercice 6 Soient z et y deux réels.

Simplifier vVz2. Supposons 0 < z < 1 < y.

Classer par ordre croissant : \/z, =, 2, VY5 Ys y2, 0 et 1.

Exercice 7. Représenter 'allure des graphes des fonctions suivantes :

T 22, 2t x— x,xH%,lenx,mHex,mH|x\,x»—>E(:c).

Exercice 8 a et b étant deux réels strictement positifs, montrer qu’on a les inégalités

suivantes entre moyennes harmonique, géométrique et arithmétique :

<\/><a+b

1 1
a+5

Exercice 9 (a,b) € N*2. A quelle condition a-t-on \/a +vb € Q ?
Exercice 10 Montrer que pour n € N*, er s = 21n

Exercice 11 Etablir les inégalités suivantes, ol a, b et ¢ sont des réels.
2ab < a? 4+ b?. ab+ bc+ ca < a® + b% + ¢. Dans quel cas y a-t-il égalité?
Exercice 12 Résoudre dans R :

2<|z—1<3. Jz—1<|z -2 |z -1 <z (22 -22+1)3 < 1.
Exercice 13

Déterminer E(x) pour x =1+ (%)2 + (%)2 +- (ﬁ)?

Soit = € R une solution de I'inégalité E(z)? — 2E(z) + 3 < 0.

Montrer que x > 4, 75.

E)iercice 14 Soient x € R et p € N*. Montrer que :

2E<w+ 1) = B(pz). B(ELY) = B(x).

Exercme 15 Soient (a;)icr et (b;)icr deux familles de nombres réels. Montrer que :

sup(a;) —sup(b;)| < sup |a; — bi| .
el iel el

Exercice 16 Soient z et y deux réels tels que 0 < x <1 <y.
Classer par ordre croissant: /z,, z2, VY, Y, y?,0 et 1.

Exercice 17 Résoudre dans R
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Vitz=1—-z. V3z+1—Vo+1=1. V/4d—z>z+5.

Correction

Solution de ’équation 3z +1 — vz +1=1.

Le domaine de définition:

3r+1>0 -1
>
z+1>0 3

Et on aussi

V3z+1l—Vr+1l=1 = V3z+1=vVzr+1+1
= 3dx+1l=z+14+2vVz+1+1
— 2z —1=2y/z+1
On éléve les deux parties au carré en rajoutant dans le domaine de définition la condition

2x — 1 > 0 on trouve:

472 —dx+1=4x+4 <= 422-8:—-3=0

<:>.731:1—§,:L’2:1+§.

le domaine de définition:
3r+1>0

r+1>0 = z>

N |—

20 —12>0

Commexlzl—g<%etx2:1+§>%,onobtien‘c

La réponse est : x =1+ 4

Le domaine de définition: 4 — z > 0.

On sépare 2 cas: x +5<0et z+5>0.

Siz+5<0,onav4d—z>0>z+05,

donc 'inégalité est toujours vraie pour les x vérifiant
4—xz>0

<—r< -5
r+5<0
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Alors, I} =] — o0; —=5[. Siz+5 >0,

Vi—z>z+5 = 4—x>22+10x+25
— 224+ 11z +21<0

%‘/ﬁ <z < %‘/ﬁ (Ie coefficient de x? étant égal a 1, donc est positif).

Donc, les solutions seront les x vérifiant

z E] 7115\/§; 71145\/?[

z+52>0.

,11;\/37; 711J2r\/377[m[_5; Fool= [-5; %\/ﬁ[

on obtient [ =]
Réponse: x € I |J I =] — oo; —5[J[—5; =537 [=] — oo; —LLEVET|

Exercice 18 Etablir les inégalités suivantes, ol a, b et ¢ sont des réels.

2ab < a? 4+ b?. ab+ bc+ ca < a? + b% + ¢?. Dans quel cas y a-t-il égalité?

Exercice 19 Soient a,b,c € R. Montrer que |a + b| = |a| + |b| si et seulement si a et b
sont tous deux positifs ou tous deux négatifs. En déduire que |a — b] = |a — ¢| + [b — ¢| si et
seulement sia <c<boub<c<a.

Exercice 20 Montrer que :

V(z,y) € R%, E(z)+ E(y) < E(x +y) < E(z) + E(y) + 1. Vo € R,0 < E(27) — 2E(z) < 1.
Vz € R,—2 < 3E(2z) — 2E(3z) < 1.

Correction La troisieme question : Par définition de la partie entiére, on a Vz € R
2r — 1 < F(22) <2z <= 6z — 3 < 3E(2z) < 6z
Et

3t —1 < E(Bz) <3z <= 6z —2<2E(3z) <6z
— —6x < —2E(3x) < —6x + 2
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En faisant la somme des derniéres inégalités de chaque ligne, on obtient

—3 < 3E(2z) — 2E(3z) < 2.

Comme 3E(2x) — 2E(3x) est un entier, on conclut que

—2 < 3E(2z) — 2E(3z) < 1.

Exercice 21. Soit I un intervalle ouvert non vide de R. En utilisant ’axiome d’Archimeéde,
montrer que I contient & la fois une infinité de nombres rationnels et une infinité de nombres
irrationnels.

Correction Il suffit de considérer le cas I est fermé. Soit I = [a, b].

Montrons que la question peut étre ramenée & trouver de tels nombres sur un intervalle
[0,c], c € RT.

Remarquons d’abord que (un nombre rationnel)+(un nombre rationnel)=(un nombre ra-

tionnel) et (un nombre irrationnel)+(un nombre rationnel)=(un nombre irrationnel).

C’est-a-dire, en ajoutant un nombre rationnel, on ne change pas la rationalité ou 'irrationalité
(trouvez vous-méme des exemples montrant que ce n’est pas le cas pour les irrationnels: en

ajoutant deux nombres irrationnels on peut obtenir un nombre rationnel comme un nombre

irrationnel).
Soit a € Q. Si on a trouvé une suite de nombres rationnels (q1,¢2,...,qk,...) C [0,b—a] et
une suites de nombres irrationnels (r1,r2,...,7%,...) C [0,b — a], alors les suites (¢1 + a, g2 +

a,...,qg+a,...) Cla,blet (ri+a,ra+a,...,rp+a,...) C [a,b]; enplus, ¢; # q¢; & ¢i+a # ¢;+a,
et de méme pour r;. Cela veut dire qu’une fois qu’on a trouvé des suites recherchées sur
lintervalle [0,b — al, on peut les “transporter” sur Uintervalle [a, b] parce que a € Q.

Sia ¢ Q, il suffit de trouver un nombre rationnel d €la;b[ (ce qui est toujours possible
car les nombres rationnels découpent R en segments de longueurs aussi petites qu’on veut) et
refaire les raisonnements précédents pour U'intervalle [d;b] C [a; b].

Donc, il reste & montrer comment trouver des suites (q1,q2,-..,qk,---), ¢ € Q et

(ri,r2,. .., Tgy...), 13 ¢ Q sur un intervalle [0;¢]. Par I’axiome d’Archimede, Ing € N
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tel que % < ¢. Donc, Vn > ng, % < 7710 < ¢. Dongc, la suite infinie des nombres ra-

tionnels sur l'intervalle [0;c] est donnée par exemple par (X, —1 L )

ng’ no+1’ no+2> " -

. De méme, par

l'axiome d’Archimeéde, I3mg € N tel que % < ¢. Donc, Vm > my, V2 n\% < c¢. Comme

0 m
Ym € Z*, g ¢ Q, la suite infinie des nombres irrationnels sur U'intervalle [0; c] est donnée par
(\/5 V2 V2 )

mo? mo+1’ mor2r ")

Exercice 22

Soit A = [—-1,0[U]1,2]. L’ensemble A est-il borné? Déterminer les bornes inférieure et
supérieure de A si elles existent. A admet-il un plus petit élément, un plus grand élément?

Mémes questions pour B =0, +oo[, C = %;n e N}, D = {ﬁ,x € R} et £ =
{cos 2% n € Z}.

Exercice 23 Soient A et B deux parties non vides de R. On définit :
A+B={ze€R;Jac A,Jbe B,z =a+ b}.

A quoi est égal A+ B dans le cas ou A = [1,3] et B = [2,4[7
dans le cas on A =] — 00,0] et B = [1,2]?

On suppose A et B majorés. Montrer que A + B est majoré, et que :
sup(A + B) = sup A + sup B.

Correction A C R est majorée <= dag € R tel que a < ag Va € A.

De méme, B C R est majorée <= dby € R tel que b < by Vb€ B.
OnaalorsVre A+B: z=a+b<ayg+by — A+ B est majorée par ag + bg.
Pour montrer que Sup (A + B) = Sup A + Sup B,

on va montrer 2 inégalités:

Sup(A+ B) < Sup A+ Sup B et Sup (A+ B) > Sup A+ Sup B.

Sup(A+ B) < Sup A+ SupB. Sup A+ Sup B est un majorant de A + B.

Par définition Sup (A + B) est le plus petit de tous les majorants,
donc Sup (A+ B) < Sup A+ Sup B.
Sup (A+ B) > Sup A+ Sup B.
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On va utiliser la propriété caractéristique de Sup X:
Ve>0dzr e X tel que SupX —e <z < Sup X.
On fixe un € > 0 et on écrit cette propriété pour Sup A et 5, ensuite pour Sup B et §:
da € A tel que Sup A — % < a< SupA.

db € B tel que SupB — g < b < SupB.

En ajoutant les parties gauches de ces inégalités,
on obtient Sup A+ Sup B — e < a + b,

et comme A + B est majoré par Sup (A + B),
onaa+b<Sup(A+ B). On a donc

Sup A+ SupB —e<a+b< Sup(A+ B),

c’est-a-dire, Ve > 0
Sup A+ SupB — e < Sup(A+ B).

Montrons que cela implique Sup A + Sup B < Sup (A + B),

en raisonnant par ’absurde. Supposons que
Sup A+ Sup B > Sup (A + B).

Posons ¢g = Sup A+ Sup B — Sup (A+ B) >0
et écrivons la propriété caractéristique de Sup (A + B),

pour ce gg: dx € A + B tel que:

Sup A+ SupB —eg <z < Sup(A+ B)
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< SupA+ SupB — (SupA+ SupB — Sup(A+ B)) <z < Sup(A+ B)
< Sup(A+B) <z < Sup(A+ B)

= Sup(A+ B) < Sup(A+ B),

ce qui un absurde, donc on a bien

Sup A+ Sup B < Sup (A + B).
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Chapitre 2

Corps des nombres complexes

L’equation 22 + 1 = 0 n’admet pas des solutions dans R
Si 42 = —1 alors I'equation z2 + 1 = 0 admet deux solutions i et —i.
2.1 Opérations algébriques sur les nombres complexes

L’ensemble des nombres complexes noté par C

et C={z=a+iy/(z,y) e R? et i* = —1}
SizeR, x=x+1.0.
EtsiyeR*onaiy=0+1iy¢R.

Remarque 3 R C C.

Définition 2.1.1 Si z = x + iy, la partie reélle de z noté Ré(z) = x et la partie imaginaire

noté Im (z) = y.
Siz=x+iyetz =2 +19,

2.1.1 Addition

z+2 =x+2' +i (y+y)
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2.1.2 Multiplication

27 = (z+iy). (2 +iy)

= za' —yy +i (v +ya').

(C,+,.) est un corps commutatif ou 0 est un élément neutre pour la loi (4) et 1 I’élément

neutre pour (.).
Définition 2.1.2 Si z = z + 1y, le conjugué de z noté z et z = x — 1y.

Proposition 2.1.1 Soient z et 2/ € C et A € R, alors

1) R(z) = 212 Z;Z.
2) Ré(z+ 2') = Ré(z) + Ré(2') et Im (z) =Im (2) + Im (Z).
3) Ré(Az) = ARé(z) et Im (\z) = AIm (z)

4)z+2 =z+7

® et Im (2) =

5) 2.2 =27
6) z =z

7) Si z = z alors z € R.

Exemple 9 Simplifier le nombre complexe z = (15’;?725131)
Alors:
3+ 5t (3+50)(1+1)(2—30)

A = =

(1—0)(2+43i) (1—14)(2+3i) (1+14)(2—30)
(3+5i)(2—3i+2i+3) (345i)(5—1)

2.13 26
~ (15—3i+25i+5) _20+22¢_g+g
- 26 2 13 13"

2.2 Module et argument d’un nombre complexe

2.2.1 Module d’un nombre complexe

Soit z = = + iy, (z,y) € R2.
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z| avec |z| = Vz.Z.

Définition 2.2.1 Le module d’un nombre complexe z noté,
c’est a dire |z| = /22 + y2.

Proposition 2.2.1 Soient z =z +i.y et 2/ =2’ + 4.9/,
1)|z| =0 <= 2z=0.
2) |z+ 2| < |z + |7
9) 112l — 1211 < |= + 2/
Yo =2z

5) |22 = |z| .||

2| _ =l
6) 7| = ’z/’,z # 0.
7 z 272 27
2! - o 5t - |z"2

Preuve. Exercice TD. m

2.2.2 Argument d’un nombre complexe

Soit z = x + iy, (z,y) € R2.

Définition 2.2.2 L’argument d’un nombre compleve z = = + iy, (x,y) € R? noté, arg z et

cosf = L
Siz#0, Vaty? ,0 = arg 2.
0 — y
sinf = T

Si z =0, arg z n’existe pas.

Si 6 est argument z = = + 4.y alors

z = |z| (cos @ + isin6)

) x = |z|cosb,
c’est & dire
y = |z|sin 6.

Exemple 10 z =1+ alors |z| =2
_ 1o, 1y
etz-ﬂ(\ﬁ—l—ﬂz)

cosf =

sinf =
donc 6 = % + 2km

S-S
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Proposition 2.2.2 Soient z =z +i.y et 2/ =2’ +i.y #0, 0 = arg 2,0’ = arg 2’ alors
2.2 =|z|. 2| (cos (0 +6') +isin (0 + "))
arg (21.29) = arg (21) + arg (22) .
Preuve. Exercice TD. m

Proposition 2.2.3 Soient z =z +iy et 2 =2’ +iy #0, 0 = argz,0' = arg 2’ alors

z — Iz (cos (0 —0') +isin (0 —0')) .

Sy

arg 4 arg (1) — arg ().

Proposition 2.2.4 arg(z) = —arg(z) (27) si z est non nul.
Preuve. Exercice TD. m
Proposition 2.2.5 Sin € N*, z € C on a arg (2") = narg (z).

Preuve. Exercice TD. m

2.3 Représentation géométrique d’un nombre complexe

Soient z = x + 1.y et M (z,y) un point dans zoy.

Le point M s’appelle 'image du nombre complexe z et z est dit ’affixe du point M.

o = VT i

x
cos@zm ,0 = arg z.
sinf = -

]

2.4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe

Si 0 est 'argument z = x + .y, alors

z = z+1i.y

= vaZ+y? < + 1. i

= |z|(cos@ +isinf).
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la forme z = |z| (cos @ + isin 6) s’appelle la forme trigonométrique du nombre complexe z.

x = |z| cos b,
On remarque que
y = |z|sin 6.

Exemple 11 z = 1+i/3 alors |z| =2
et 2 =+/2 <% + @z)

1
0039—2

N

sinf = %5
donc 0 = 5 + 2k

_ T ceow
doncz—2(cos3+zsm3).

2.5 Forme exponentielle d’'un nombre complexe

Il existe une relation entre la fonction exponetielle et le mombre complexe
Si z = |z| (cos (arg z) + isin (arg 2)) alors z = |z] e 8%,

C’est a dire
cos + isinf = e

Et on remarque que

Siz=a+iyetz =2'+iy #0,0=argz,0 = argz alors
1) 2= |z]e .
2) 2.2 = |z| |2] ei0F0")

3) & = li,l‘ei(e_el),z' # 0.

z |z

2.6 Formules d’Euler

Siz=x+1iy#0etd=argz, alors

z =|z|(cosf + isinf) Forme trigonométrique
z = |z| e Forme exponentielle
donc Z = |z| (cos§ — isin@) = |z| e

on trouve les formules d’Eler suivantes
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cosf =
2
0 —i0
. e —e
sinf = -
21
Exemple 12 Linéariser cos x sin’ z.
eim 4 efix eix _ efix 2
coszsin’z = . -
2 21
_ l(ei?)m % e—im + —i3m)
8
1

= -1 (cos3z —cosx).

2.7 Racines n-iéme d’un nombre complexe

2.7.1 Racines carrées d’un nombre complexe

Pour déterminer les racines carrées d’un nombre complexe z = x + ¢y, on cherche les nombres
a et (8 tels que:
(a+iB)’ =z +iy

d’ou le systéme:

O{2 - /62 —
o? + 8% = /22 + 42 (équation entre les deux modules)
208 =y.

ce qui permet de définir o2 et 32 puis «, 8 en utilisant le signe entre « et 3.

Exemple 13 Calculer les racines carrées de z = 3 — 4.
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On résout le systéme suivant:

a2—,82—3
2+ p%2=5
200 = —4
= 2a°=38
= a’=4
et 2 = 1maisaB <0
d’ou les racines sont : z1 =2—1etzg=—-241.

2.7.2 Racines n-iéme

. N 1 (8 4 2km
Pour trouver ’ensemble des racines n-iémes de z # 0, z = |z|» (7 +5E) avec k = {0,1,2,...,n—1}.

Exemple 14 Trouver les racines cubiques de z = 4v/2 (1 41).
En effet:

1) La forme trigonométrique de z est

z = 4\/§(l+i):8<\/§+iﬂ>

2 2
= 8. ei%
2) Une racine n-iéme de z est
zg = (8)% €Mz = 2. s,
3) d’ou les racines cubiques de z
2 = 20 -ug
= 2-€i12 ei%TTr
= 2B

avec k = {0,1,2}.

Remarque 4 Quand on cherche & factoriser un polynome réel P et qu’on a trouvé une racine

imaginaire z, alors Z est aussi une racine de P.
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Exemple 15 Factoriser le polynome: P = 23 — 2% + z — 1.
Comme z1 =i est une racine alors zo = —i est aussi une racine et par suite par la méthode

d’identification on trouve la troisiéme racine.

P=(z—1i)(z+1) (2 —1).

2.7.3 Formule de Moiver

Pour calculer cos (nx) et sin (nz) en fonction de puissances de cos x et sin x, on utilise la formule

de moivre:
VO € R, Vn € Z, (el ) _ i,
Exemple 16
cosbr = Re (e5iw) et sinbxr = Im (65“’”)
done : (cosz + isinz)®
= cos®’x —10cos® rsin®z + Hcoszsintz + i (5 cos? zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® :v)
cosbx = cos® & — 10 cos® zsin? x + 5 cos zsin? z
=

sinbx = Hcos? zsinz — 10 cos? z sin® z + sin® x

Exercice 1. Déterminer le module et un argument des nombres complexes:

a)l +i+/3, 2 —2i.
6
b) 3+iv3, —1+iV3, (—1—1—2’%) , cos(—a)+isina pour a € R.

Exercice 2. Résoudre dans C :
22 — 2z (cos +isinf) 4 2i sinf (cosf + isinf) = 0,0 étant un paramétre réel.
Exercice 3. Calculer les deux sommes:

a) Uy = 1+4a cosf+a? cos20+...4+a" cosn 6.

b) U, = 1+4a sinf+a? sin20+ ... +a" sinn 6.
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et leurs limites U et V lorsque n — +oo.

Exercice 5. Quelle condition faut-il imposer a z pour que:|z + 5| = |z — ¢ |?

a) Déterminer les racines cubiques de :z; = 1414, 29 = %
1+it
I—it"

b) Si t € R, déterminer les racines n®m¢ de z3 =

Exercice 6. Résoudre dans C:

24z41 = 0, 2242-1=0,422-102+4=0,22=2-2

2= 1,242422=32, 22-z41=0, 2*+22-12=0.

%fiz est de modulel.

Exercice 7. Montrer que pour tout A € R, le nombre complexe z =

Pour quels z € C, existe-t-il A € R tel que: z = %fi‘z

Exercice 8.

Simplifier les expressions suivantes et exprimer le résultat sous forme cartésienne :

4450
—2+47’

(2+30)(4—5i)+ (2—3i)(4 + 50);
Donner module et argument des nombres suivants :

141 1—14v3
3o 1eiE i (e
1—14 1+1

Exercice 9. Simplifier lex expressions suivantes (o € R, n € N¥) :

l+itana  (1+20)%—(2—1)%
1—dtana’ (1 —4)3+(2+41)2 "’

(I14+cosa+isina)”.

z2—3+1

Exercice 10 Pour z # 2i, on pose : ¢(z) = 571",

Déterminer {z € C | ¢(z) € R}. Déterminer {z € C | arg(¢(z)) = —5[n]}. Déterminer
{zeC|lo(2)] =2}

Exercice 11

Donner la liste des racines cubiques de I'unité.

Calculer leur somme. Donner la liste des racines huitiémes de 'unité.

Soit n € R*. Montrer que la somme des racines n¢™¢ de P'unité est nulle.
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Exercice 12 Trouver les racines carrées de —4, i, 1 — ¢ et 3 + 41.

Exercice 13 Soient n € N et x € R. Exprimer sous forme simple : i cos(kx).

Exercice 14. Montrer que S = cos {= + cos %r + -+ 4 cos lf’—;r €Q. =
Exercice 15. Résoudre dans C les équations suivantes :

2iz=2z;22—(3+2)2+5+i=0;e*=1+iV3.

Exercice 16 Déterminer les lieux de points suivants :
a) |z| < 2; b)|z—1—4d| <1.

Exercice 17
Soit A et B deux points distincts d’affixes a et b. Donner une CNS portant sur I'affixe z du
point M pour qu’on ait M € (AB). Déterminer les nombres z € C tels que les points d’affixes

respectives z,22 et z* soient alignés.

Exercice 18.  Soient z; et zp deux nombres complexes tels que |z1] < 1 et |z] = 1.
Montrer que % est de module 1.

Exercice 19. Soient A, B et C trois points d’affixes respectives a, b et ¢. Montrer que
ABC forme un triangle équilatéral ssi a+jb-+j%c = 0. (On rappelle que j désigne classiquement

la racine cubique de 1'unité de partie imaginaire strictement positive.)
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Chapitre 3

Suites de Nombres réels

On appelle suite d’éléments de nombres réels une application d’un sous ensemble A =

{no,no+1,-- -} de N vers R. On la note:

u : A—R

n — u(n)=u,

uy, est appelé terme général de la suite (un),,>,, -

Exemple 17 u:N—>]R,un:2+ni+17
v:N* =R, v, =+vn—1.

3.1 Suites bornées

3.1.1 Définitions

Définition 3.1.1 Une suite (uy,) est magjorée s’il existe M € R tel que u, < M, ¥V n e N.
Définition 3.1.2 Une suite (uy,) est minorée s’il existe m € R tel que m < wu,, ¥V n €N.
Définition 3.1.3 Une suite (uy,) est bornée si elle est major ée et minorée a la fois.

Exemple 18




Montrons par récurrence que:

u, >1, YnéeN

En effet: pour n =0, on aug =2 > 1.
Supposons que: u, > 1 et montrons que: upr1 > 1.
on a:
1
Upp1 =2——>2-1=1

n

3.2 Suites convergentes

On dit qu’une suite (u,),,~, converge vers [ € R, si:
Ve >0,ANeN:n>N = |u, — | <e.

c’est & dire lim u,, =1 € R.
n—oo

Exemple 19 u, = %,l = 0.
On montre que nh_)I{)loun = [ il suffit de montrer,
Ve>0,IN =[] +1eN:n>N = |u, — | <e.
On a,
<[t g <
et on a ausst,

w2 [ +1= L0 < iy <e

3.2.1 Propriétés des suites convergentes

Proposition 3.2.1 Toute suite convergente est bornée. La réciproque est fausse.
Proposition 3.2.2 Le produit d’une suite bornée par une suite tendant vers 0 tend vers 0.

Proposition 3.2.3 Soient (uy,) et (vy) deux suites convergentes vers la méme limite I et (wy,)
une suite telle que:

Uy < Wy, < vy ou bien u, < w, < vy,
Alors la suite (wy,) est convergente sa limite est é gale a l.
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Proposition 3.2.4

Sttt =1 alors, N fun| =11

et

lim w,=0 < lim |u,|=0.
n—-+o0o n—-+4o0o

3.2.2 Opérations arithmétiques sur les suites convergentes

Théoréme 3.2.1 Soient (uy),, et (vy), deuz suites convergentes (u, — l,v, — 1) . Alors
(1) La suite (u, + vy,),, convergever vers l+1'.

(2) La suite (up.vy), convergever vers l.l'.

. 1 1
(8) Supposons | # 0. suite () convergever vers 7.
n

Unp,

3.3 Extensions aux limites infinies

Définition 3.3.1 Soit (up)nen une suite de nombres réels.
St lim u,, = 400, on dit que la suite u,, tend vers +oo
n—oo
VA>0,AN e NNVneN:n > N = u, > A.
Si lim u, = —o0, on dit que la suite u,, tend vers —oo.

n—0oo

VA>0,AIN e NVneN:n> N = u, < —A.
On dit que la suite (up)nen est divergente.

3.3.1 Suites monotones

Pour étudier la monotonie d’une suite on calcul la valeur suivante:

Up41 — Uy pour tout n € N.
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Donc on a les cas suivants:

1) siupy1 —up, > 0, VneN alors la suite est dite croissante.
2) siupt1 —up, > 0, VneN alors la suite est dite strictement croissante.
3) siupt1 —u, < 0, VneN alors la suite est dite décroissante.
4) siupt1 —up < 0, VnéeN alors la suite est dite strictement décroissante.
5) siUupy1 —u, = 0, VneN alors la suite est dite constante.
Exemple 20
uyg = 2
Un = o un];l
Alors on a:
(un, )2
Uptpl —Up =2 — — — Uy = — <0, VnéeN caru, > 0.
Un Un

donc la suite est décroissante.

Proposition 3.3.1 1) Une suite croissante majorée est une suite convergente.

2) Une suite décroissante minorée est une suite convergente.

3.3.2 Suites adjacentes:

(Un)pen €t (Vi) e sont dites deux suites adjacentes si et seulement si:

1) (Un),cy est une suite croissante,

3) limp— 400 (Vyy — Up) = 0,

)
2) (Va)pen st une suite décroissante,
)
4) U, < V,,¥n € N.
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3.4 Suites extraites

On appelle une sous-suite (suite extraite ou bien suite partielle) d'une suite (uy),,cy, la
suite (vy) définie par:

V= U(s(k)),VkJ eN

avec:

s : N-—-N
E — s(k)
est une application d’indice strictement croissante.
Exemple 21 La suite (ug)pcy » (resp (u2k+1)keN) est une sous suite de (un),cy -

3.4.1 Suite de Cauchy

On dit (up),,>( est une suite de Cauchy, si:
Ve >0,AN e N:m,n > N = |u, — up| <e.

3.4.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass

Théoréme 3.4.1 De toute suite réelle bornée on peut en extraite une sous suite convergente.

3.5 Généralisation de notion de la limite

3.5.1 Points d’adhérence

Définition 3.5.1 Un nombre a est dit valeur d’adhérence d’une suite (un)nzo s’ilexiste une

sous-suite (Un),;~¢ de (un),>q, convergente vers a.
On note par Ad ((un)n20> I'ensemble des points d’adhérence de (un),,> -

Exemple 22 u, = (—1)".

U2n = l,u2n+1 =—1.
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Donc Ad ((un)n20> ={-1,1}.
3.5.2 Limite supérieure

On appelle limite supérieure la borne supérieure de Ad ((un)n>0)

On notera lim u,, = sup Ad ((“n)nzo> )

n

Exemple 23 u, = (—1)

U2n = 1,u2n+1 = —1.
Donc Ad ((un)nzo> ={-1,1}.
lim u, = 1.

3.5.3 Limite inférieure

On appelle limite inférieure la borne supérieure de Ad <(un)n20) .

On notera lim u,, = inf Ad ((un)n20> .

Exemple 24 u, = (—1)".

uzn = 1, ugp41 = —1.
Donc Ad ((un)n20> ={-1,1}.
lim u, = —1.

3.5.4 Suites récurrentes

On a deux types de suites:

1. Une suite définie par un terme général qui est défini par un indice n.

Exemple 25

2. Une suite récurrente:

C’est une suite qui est définie par une relation entre ces termes d’ordre n,n —1,n+1,---

Exemple 26



Exemple 27
uy = 2, uyp = 1

1 1
Un+1 = ZUn + FUn—1-

Exercice 1. Calculer Uy, Us et Us dans les cas suivants:

R T _ BXTX9X--x(542n) _ 1 xwn 2
DUn = iz sinng  2) Un = 5o X (4+3n) 3Un = 75 Xop—1 k-
Correction:

Calculer U7, U; et Us dans les cas suivants:

l)Un—anmn =U; = ,U2:0etU3:—l

_ 5XTX9x--x(542n) 5x7 5x7x9 5xTx9x11
2) U  IXTX10% X (13n) = U1 = 57, U2 = 37510 €t Us = arxioxas
3)U Zk2:>U1—1U2 etng—

Exercice 2 Calculer les limites suivantes:

1) lim (12+23—|— +n(n+1)) 2)nlirfrloon£/+2L+l’) hI;(rl VnZ+9—+/n2+4

. 13 . . . . co 3
O tim 22=nb 5y m 2uinng,6) lm n+ YTon%7) lm seinests
n —+00 nbs —nb n —-+00 n —-+00 n —4o00
. 3n . n . . 3 n
8) lim 2 ,a € R,9) lim 3 —sin®n,10) lim = 5212 .
n —+00 n —+00 n —+oo

Correction: Calculer les limites suivantes:

1 _1_ .1 :
1)nhr£r1 (12+23+ +n(n+1)> ona: sy = 5= pyy > lm (12+23+ Jrn(n+1)>

n —-+o00
— i 1 1 _ : —
B e L e
2) lim A== 4T iy S\ nd) (H”T):

n —too n2Vn?+1  p Sioco pd 1-|-i2

; 2 _ 2 — vn24+9—vn244 2 2
3)n£11+100\/n +9—-Vn2+4= nl_lg_loom+\/n27 (\/n +9+Vn +4)

2
— lim _n“49—n“—4 —4
n —4oo0 vn2+ +vn2+ n H+oo \/n2+ +\/n2
11 (1 “nd ?) 1 L
4) lim 22="% = lim @ﬁ = lim 2 = lim n2 5 =400
n —4+o00 ns —nb6 n —+oons5 1—-n6 5 n —+o0o ns n —-4o0o
5) lim Zsinnf n’existe pas car pour les deux sous suites:
n —-+00

=4k — +oo quand k — 400 et Y, =4k +1 — +oo quand k — +o0
. Xk o T\ _ . Yi o Ty _ - .. .
mais: 1—15-100 5= sin Xy (2) 0 # . 1—15-100 5 sin Y (2) 400 par contre si la limite existe
elle est unique

6) Jim n+ VT=n ona: a4 = (a+ D) (% —ab 1) = (a+b) = il

. 341_p3 .
alors: lim n+v1—-n3= lim ntion > = lim L ~ =
n —+00 n —+00 n2—n(1-n3)3+(1-n3)3 n —+oo ( 1 3 1 3
n2(1-(B-1)°+(5-1
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. L2 3 . -2 3
7) lim sin®n —cos’n _ i, sin’n cos’n
n —+4o0o n n —+oco M n

(on utilise: lim U, -V, =0si lim U, =0 et V, est bornée)

n —+00 n ——+oo
.
n’existe pas si a = —3
n n n n 1 Si a = 3
9l T = () [F 41 - e
n —+oo @ n —+4oo ¢ 3 . ’
0si|al >3
oosi |a| <3
. n . . l _gin2
9) lim 3—sin’n = lim enln(?’ sin’n) _ 1
n —-+00 n ——+oo
( on utilise: liI_I‘_l U, -V, =0si liIE U, =0 et V,, est bornée)
n —+oo n —+oo
In(n
10) lim 22" = lim 22 = lim e3M)-nn3 = iy (320 oms) 0.
n —-+00 3 n —+00 3 n —-+o0o n —-+o0o

Exercice 3. (Uy,) est définie par: U, = In (1 + U,—1) avec Uy ) 0 .Chercher la limite de U,,.
Correction:

(Up) est définie par: U, =1In (14 Up,—1) avec Up ) O .

Chercher la limite de U,.

onpose: f (z) =In(l+2z)—z= f'(2) =175 <0=Vne N, U, <U,1= Uy, est

décroissante
puisque elle est minorée par 0 car Vn € N,U,, > 0 = (U,) est convergente= lim U, =

n —-+o0o
lim In(l1+U,-1)

n —-4o00

=l=In(l+1)=1=0.

Exercice 4.

— Ui1+Uz+....+U,
n

a) Soit (U,) une suite croissante, montrer que la suite (V},) est croissante.

Si (U,) est une suite convergente peut-on en déduire que (V},) lest aussi.

Correction:

— Ui1+Uz+....+U,
n

a) Soit (U,) une suite croissante, montrer que la suite (V},) est croissante.

Vv _ v = (Utlet. AUngs ) (U1+U2+....+Un) _ n(U14Us+...4+Un41)—(n4+1) (U1 +Us+...4+Ux)
n+l1 n— n+1 n - n(n+1)

— nUn+1_(U1+U2+----+Un)
- n(n+1)

> 0 car: Up41 > Uk, Yk € {1,...,n} = V,, est croissante.
Si (Up,) est une suite convergente peut-on en déduire que (V},) 'est aussi.

Si (Up) est une suite convergente= (U,,) est majoée par M car elle est croissante

= (Vn) _ U1+U2:....+Un S M+M;§....+M - M

conclusion: V,, est croissante majorée par M = (V},) converge.

1.3.5....(2n—1)

Exercice 5. Posons U; = %, Uy = % et Vn > 3,U, = T
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Montrer I'inégalité 22t < 3. En déduire la limite de la suite (U,) .

Un
Correction:
Exercice 5. Posons U; = i, Uy = % et Vn > 3,U, = %(j,n*l)
Montrons 'inégalité U{};l <i
it - b= - b = T = et <02 B <)

En déduire la limite de la suite (U,) .

Ug# < 3 < 1= (U,) est décroissante et puisque (U,,) est minorée par 0
. . . _ . Upni1 . 1 1
= (Up,,) converge. Par suite on pose: . 1_1)1110o Up=a= . l_lgrloo < . l_lgrloo 3= 9<3
sia£Z0=1< % contradiction= a = 0 car:a > 0.
Exercice 6. Soient (Uy,),, ~ 5 et (V},),, ~ ; deux suites telles que:
n+7 n+2
U, = et V,, =
n—1 n
1) Montrer que (V;,),, 5 | est une sous-suite de (Up),, > o -
2) Soit (bn),, ¢ y une suite définie par b, = 25%” trouver une suite (a,), ¢ y telle que by,

en soit extraite.
Correction:

Soient (Uy),, > 5 €t (Vi),, > ; deux suites telles que:

7 2
_nt etVn:n+

U,
" -1 n

1) Montrer que (V;,),, - | est une sous-suite de (Up),, > o -

Si Vi = Upry = 22 = 207 = (n+2)(p(n) = 1) = n(p(n) +7) = p(n) = B2 =

In+1

qui est une sous suite croissante en fonction de n = (V4,),, - ; est une sous-suite de (Uy,),, - o -

25"

2) Soit (bn),, ¢ y une suite définie par b, = 355

trouver une suite (a,),, <y telle que b,

en soit extraite.

_ 2—n
an = 347.n € N.

Exercice 7. Soit ¢ un nombre réel tel que |g| ( 1.
1) Montrer que: lim ¢" =0.
n —-+00

2) Soit Sy, =q+¢* +¢> + ...+ ¢"; calculer (1 —¢q)S, puis lim S,.

n ——+oo

46



Correction:
Soit ¢ un nombre réel tel que |g| ( 1.
1) Montrons que: lim ¢" = 0.
n —+00
Sig=0= lim ¢" =0.
n —-+o0o
Siqg#0
Montrons que: Ve > 0,3n, € N tel que: Vn >n, = |¢"| <e¢
" <e=l¢[" <e=nln(g]) <lne=n> lnl?ﬁ car: In(|g|) <0
: . _ Ine
Alors il suffit de poser: 7, = max <0, [r(\q\)b .
2) Soit S, = q+¢*>+ ¢ + ... + ¢"; calculer (1 —¢q)S, puis lim S,.

n —-+o0o
1-¢)Sn=0-q) ¢+ +F+ .. +¢")=q¢—¢"" =q(1-¢")
. _ . lfqn_i
:>n1—1>1}|-100 Sn_nl—lg-loo =g = 1=

Exercice 8. On considére la suite définie par:

Up = 2
Unp1=35Un+ 7= neN

1) Montrer que U, ) v/2 pour tout n > 0 et que (U,,) est strictement décroissante.
2) Calculer lim U, .

n —-+00
(Va)®

3) On pose V,, = U,, — V2. Montrer que: Vi1 = % et en déduire que: V11 < =
Vn € N.

4) Montrer que: 0 <V, < 22%1 Vn € N.

Correction:

On consideére la suite définie par:

Up=2

Upt1 =3Un+ 7= neN

1) Montrons que U,, ) v/2 pour tout n >0 (Rn)pen
Par récurrence: Uy = 2) V2 = Ry est vraie

Supposons que: (R,,) est vraie pour un n € N et montrons que: (R,11) est vraie ¢-a-d:

Un+1 > \/57
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2
2 Un—V2

Montrons que: (Up,) est une suite décroissante.

Unii— Un = 3Un+ b= Un = & =L Uy = 5% <0 car: U, ) V2

IL

= (Up,) est une suite décroissante.

2) Calculons: hm Un
n —-4oo

(Uy,) est une suite décroissante minorée par: v/2, donc c’est une suite convergente.
1 i i 1 15, 1
On a: Un+1:%Un+U7énlfilooUnH:nlffoo(%UnJrUT) = B=38+5=>0=V2
car: U, ) V2
2 2
3) On pose V,, = U, — /2. Montrer que: V, 11 = (;/I}i et en déduire que: Vp4q < (VS)

Vn € N.
2
Vir1 = Ups1 — V2 = lU + L —V2= (Un;Uf) — (;/&)Lz et puisque: U, ) V2

= Va1 = (;/512 < (;/\} = Vot <(V") Vn € N.

4) Montrons que: 0 < V,, < 22”7,1 Vn € N.

2
Puisque: U, ) V2 =V, > 0 et parsuite: Vn+1<(v’£) Vn € N.

(Vn 2)2)
Vio1)? ( 2 Vio2) Voen)?" 1
=V, < 21) < 5 :(222_21) <~-<(22n,)1 < gy car: Vp < 1.

Exercice 9. Soit a € R et (Uy),, ¢ iy une suite définie par:

Up=a

4Un,
Un+1 U, ++ s n € N.

1) Pour quelles valeurs dea la suite (Uy),, ¢ y est-elle constante ?
2) Montrer que s’il existe ng € N* tel que Uy, = —2, alors Up,—1 = —2 .
2) En déduire que si Uy # —2 , alors Vn € N, U,, # —2.

3) On suppose que Uy # —2 et on pose : Yn € N, V,, = g" jré

a) Vérifier que (V,,),, ¢ iy est une suite géométrique.
b) En déduire 'expression de U, en fonction de n et de V.
c) Etudier alors la convergence de la suite (Uy,),, ¢ -

Correction:
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Soit a € R et (Uy),, ¢  une suite définie par:

U():LL

4U. 2
Un+1 == U: ++5 5 n € N.

1) Pour quelles valeurs dea la suite (Uy),, < y est-elle constante ?

(Up) est une suite constante< Vn € N, U, 41 = 45:%52 =U,

=4U, +2=U, (U, +5)=U2+U,—-2=0=U,=-2oulU,=1=a=1oua=—2
2) Montrer que s’il existe ng € N* tel que Uy, = —2, alors Up,—1 = —2 .

s’il existe ng € N* tel que U,,, = -2 =

3) En déduire que si Uy # —2 , alors Vn € N, U,, # —2.

=-2= Uno—l = —2.

Par ’absurde supposons qu’il existe n € N,tel que U,, = —2
=Up1=-2= --=Uy= -2 (dapres (2))
donc contrdiction car: Uy # —2 = Vn € N, U,, # —2.

4) On suppose que Uy # —2 et on pose : Vn € N, V,, = gz jré .

Exercice 10. On considére la suite définie par:

1) Montrer que U, ) 0 pour tout n > 0.

2) On suppose que la suite U, est convergente, quelle est la valeur [ de sa limite ?
3) Montrer que U,, — [ )0 pour tout n > 1.( Remplacer [ par sa valeur).

4) En déduire que (U,,) est décroissante.

5) Conclure.

Exercice 11. Posons:

1 1 1 1
Yyn>1 Xp,=1+—4+—=+4+..+— et Y,=X,+—
1 2! n! n!

Montrer que les suites (X,), c y €t (Yn), ¢y sont adjacentes et que leur limite commune

est un nombre irrationnel.
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Exercice 12. Etant donné les nombres a et b vérifiant 0 (a ( b, on considere les deux suites:

U1+ V.
U, = JUn Vg et V, = % avec Up —a et Vy=b

Montrer que ces deux suites convergent et admettent méme limite.

Remarque 5 V,, est bien définie car (3)= Vn € N,U,, # —2.

a) Vérifier que (Va),, c  est une suite géométrique.

Vogr _ Ungp1 +2 1 . T . 1
O 5 = (Va), c n est une suite géométrique de raison 3.
n

b) En déduire 'expression de Uy, en fonction de n et de Vj.

1
_ 1 _ U — _ 2Vudl _ 25mVotl _ 2vp42n
Vi=gWetVa=pgrTs=Un=Ty, = Lo 2V

c) Etudier alors la convergence de la suite (Uy),, ¢ -
Si Uy=a=1=VneN,V,=0= vneNU,=1
Si Uy=a#1=VneN, liI}i_l U,=1.

Exercice 10. On considére la suite définie par

Unt1=5Un+ 50— neN

1) Montrons que U,, ) 0 pour tout n > 0.

Montrons par récurrence que: Vn € N: U, > 0.....(4y)

Pour n =0on a: Uy =1 > 0 = (Ap) est vraie. Supposons que (A,) est vraie pour un
neN.

et montrons que(A,1) est vraie ¢-a-d:Up41 > 07

en effet: :Up+1 = %Un + ﬁ >0

Dou U, > 0.Vn € N.

2) On suppose que la suite U, est convergente, quelle est la valeur [ de sa limite ?

Si U, est convergente= . 1_1}I5r100 Upy1 = . 1_1}1200 (%Un + %) == %l + % =1=+3

car [ = —+/3 ne convient pas.

3) Montrer que U, — [ )0 pour tout n > 1.( Remplacer [ par sa valeur).
Montrer que U, —/3) 0 pour tout n > 1.... (B,,)
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Montrons par récurrence que: Vn € N*: U, —v/3 > 0.....(By)

Pour n = 1 on a: Uy = 2 > /3 = (Bj) est vraie. Supposons que (B,) est vraie pour un
n € N.

et montrons que(B,,y1) est vraie ¢-a-d:U, 1 — V3 > 07

1 3 (Un*\/g)z

en effet: :Un+1 = EUn—i_m_\/g: TaU, >0

Dou U, > +/3.¥n e N.

4) En déduire que (Uy,,) est décroissante.

Uit — Up = LUp + 53 — Uy = OB g a1, > Bvn € N = (Uy) est

décroissante.

5) Conclure.

Puisque (U,,) est une suite décroissante minorée par: V/3, donc c’est une suite convergente
et lim U,=+3.

n —-+o0o

Exercice 11. Posons:

1 1 1 1
Vyn>1 X,=14+—4+—4+ ..+ — et YV, =X,+—
1 2! n! n!

Montrer que les suites (X,), c y et (Yn), ¢ sont adjacentes et que leur limite commune
est un nombre irrationnel.

1) Montrons que les suites (Xy,) et (Yn), c n sont adjacentes?

n €N

a)Ona: V,—X,=4=Y,>X,VneNet lim (¥,-X,)=0
: n —-+00

b) Xpi1 — X, = m > 0 = X, est croissante.

Osin=1

_ 1 1 1 _ 2
¢) Yor1 = Yo = Gy~ + Gy = Gy

=

ﬁ<051n22

= Yoi+1 — Y, < 0=Y, est décroissante.
(Xn)pen et (Yn), ¢y sont deux suites adjacentes avec:
lim Y,= lim X,=aet X, <a<Y,,VneN.
n —+00 n ——+o00
2) Supposons par I'absurde que o € Q = Ja,b € Net b # 0 avec a = § = X, <
Y,,Vn € N.

=>Xp < <Y, (n=0)=0bX, <0y <bYy=M< (b—-1)la<M+1avec M =bX, €N

<

SallS]

Donc contradiction car on a un entier naturel compris entre deux entiers consécutifs= a ¢

Q.
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Exercice 12. Etant donné les nombres a et b vérifiant 0 (a ( b, on considere les deux suites:

U1+ V.
U, = JUn Vg et V, = % avec Up —a et Vy=b

Montrer que ces deux suites convergent et admettent la méme limite.

Correction

1) Montrons que: U,, > 0et V,, >0,Yn € N.--- (R,)

Par récurrence: Uy =a >0 et Vo =b> 0= Ry est vraie. Supposons que (R,) est
vraie pour un n € N.

et montrons que (R,,4+1) est vraie ¢-a-d: U,q1 > 0 et Vi1 > 07

Uns1 = VUnVn >0t Vi = L2 > 0= U, > 0et V,, > 0,¥n € N.

2) Montrons que: V,, > U,,¥n € N

On a: V,, — Uy, = In=tfVost /= v =

3) Etudions la monotonie de chaque suite:

Ona:V,>U,=U,-V, > Uz = VU, - Vi, > U, = Upy1 > Uy, Vn € N = U, est une suite

2
( Unil; Vnil) >0,Vn € N.

croissante.
Par suite: V,, > U, = 2V, > V,+U, = V, > Vy,11,Vn € N = V,, est une suite décroissante.
4) On a: U, est une suite croissante et majorée par b alors elle converge, et V,, est une suite
décroissante
et minorée par a alors elle converge.

5) Si on pose: lim U, = aet lim V, == lim U, = lim U,_1V,—1 et
n —+oo n —+oo n —+oo n —4oo
lim V, = lim UYn=tiVe-1
n —-+o0o n —-+o0o

= a=+vafet = %ﬁ = a = [ donc les deux suites sont adjacentes.

Exercice 13 Etudier la convergence des suites de terme général u,, définies ci-dessous.

= T vy = A 2~ VA T ug =0 — /(0 (0 2);

. . _1yn
_ n+(=D". __ sinn. __ nsin?n—cos®n. _ n (
un - n,(,l)nv un - 7’L+1’ un - n2+1 9 u'n, i E n+1 .

Exercice 14

Soit (uy,) une suite de nombres réels tels que les suites extraites (ua,) et (ugn4+1) convergent
vers une méme limite.

Montrer que la suite (u,) converge.
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et prouver un énoncé analogue concernant (usy), (Usn+1), (Usn+2)-
Exercice 15 Soit (u,) une suite de nombres réels strictement positifs.

On suppose qu'il existe k €]0, 1 tel que lim,,_,oc 2+ = k. Montrer que lim,, o u, = 0.
Un
Un+1

Un

On suppose qu’il existe k > 1 tel que lim,,_ = k. Montrer que lim,, o u, = +00.
pPp q

z"

Etudier la convergence des suites de terme général =", 7.

Un+1

Chercher des exemples montrant que si limy, o =
n

= 1, on ne peut pas conclure.

Exercice 16 On considére la suite (sy,)n>1 définie par :
n
1
Sp = —.
n Z k
k=1

Montrer que ss, — 55, > % pour tout n > 1. En déduire que la suite (s,) est divergente.
Exercice 17 Montrer que la somme d’une suite convergente et d’'une suite divergente est
divergente.
2nm

Exercice 18 On considére la suite de terme général u,, = % + cos (T)

Montrer que c’est une suite divergente.
A . _ (=1)"n2%4n
Méme questlon pour v, = T3yl

Exercice 19 Soit (up)nen une suite vérifiant la relation de récurrence :
1
Unt1 = 5(1+ up)-

Montrer que la suite (u,)nen est croissante.

Si (un)nen est convergente, quelle est sa limite?

Montrer que si —1 < ug < 1, alors la suite (uy)nen est convergente.
Montrer que la suite (u,)nen est divergente dans les autres cas.
Correction

Il faut montrer que up+1 —u, >0 Vn € N. On a

u? 1, 1 5
Upt1 — Up = +?—un:§(un—2un—|—1):§(un—1) > 0.

N —
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En supposant (uy,)nen convergente, posons

worgo U = B Uit =1
Alors
lim «? = lim w,- lim u, =10
n—-+00 n—-+00 n—-+00

2 : [ 1 . 2
it = 5(Ltw) = Hm ungr = (54 gu) =545 lim g

1 1

z:§+512 “(1-1)?%=0 = I=1

Il suffit de montrer que (u,)nen est bornée. Rémarquons que u,, > 0 ¥n > 1. Montrons par

récurrence que u, <1 Vn € N.

IN

=

IN
—_

<-+-ui<o+

N |
N —
N —

1
2

N | =
N | —

donc I’hypothése est vraie au rang 1. Supposons qu’elle est vrai au rang n: u, < 1.

Alors up41 = %(1 +u?) < %(1 + 1) = 1, c’est-a-dire, 'hypothése est vraie au rang n + 1,
d’ou elle est vraie Vn € N.

Raisonnons par ’absurde: supposons qu’il existe un ug tel que |ug| > 1 la suite (up)nen est
convergente. Comme uy = 3(1+u?) = 3(1+ |ug|?) > 5 + 3 = 1 et la suite est croissante, on a
Up >1 Vn > 1. Posons e =u; — 1 > 0.

Pour cet €, par définition de la limite, Ing € N tel que Vn > nyg

lup, — lm u,| <e=wu; — 1.
n—-+00

On trouve

lim w,=1et|u, — 1] <u; —1

n—-4o0o

et comme u, > 1 on a,

Up — 1 <up —1
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d’ou u, < uy Vn > ng, ce qui contredit le fait que la suite est croissante.

Exercice 20 Pour tout entier n non nul, on pose :

1 1
u”:Zﬁ’ vn:un—i—a.
k=1

Montrer que les suites (up)n>1 €t (v, )n>1 sont adjacentes. Que peut-on en déduire?
Correction

Montrons que (u,)n>1 €st croissante:

(AR A | 1
Un+1_un22ﬁ—2ﬁ:m>o.
k=1 k=1

Montrons que (vy,)n>1 est décroissante:

1 1
Untl — Un = Un+1+7n_|_1—un—ﬁ
1 1
= (un-i-l_un)"‘(n_'_l_g)
1 1
 (n+1)2 n(n+1)
1 1 1
= - )<
n+1(n—|—1 n)
. . o1
lim (u, —vy) = lim (up— (up+—))=— lim —=0.
oo oo n n=rtoo n

Bilan : les suites (upn)n>1 €t (vn)n>1 sont adjacentes, donc, convergent vers une méme limite.
Exercice 21 Soient (up)nen €t (vn)neny deux suites convergentes, de limites respectives
l1 et 5. On suppose que £1 < fo. Montrer qu’alors il existe un entier ng tel que pour tout
N > ng,on a: uy < vn.
Correction Fixons un € > 0 tel que 1 + € < [y — €.
Commelj +e<lp—e < €< % et Iy — I3 > 0, un tel € existe (on peut prendre, par

exemple, € = %)
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Alors, pour cet e,
dng €N telqueVn >ny |u, — | <e <= 1 —e<u, <l +e¢

dng €N tel que Yn>ng |v, —lo] <€ <= lha—e<v, <ly+e¢

Alors Vn > ng := maz (n1,n2), on a
Up <l +e<ly—e< vy,
Exercice 22. Soit (up)nen une suite réelle. On définit une suite (v, )pen par la formule :
Up = Upt1 — Up.

Calculer la somme:
n
E Vi
k=0

On pose u,, = M. Calculer v,,. En déduire la valeur de la somme :

f: k2.
k=0

Trouver un polynéme P de degré 4 tel que P(X 4 1) — P(X) = X3. En déduire la valeur

de la somme :
> K.
k=0

Exercice 23. Calculer la valeur des sommes :

znjln <1+;> et Zk.k!
k=1

k=0

Correction
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ka = (w1 —uo) + (u2 —u1) + -+ + (Un — Un—1) + (Un41 — Un) = Un+1 — Uo.
k=0

n

(n+1(n+2)2n+1)+1) n(n+1)(2n+1) _n+tl

Up = Upi1—Up = ((n4+2)(2n+3)—n(2n+1)) =

6 6 6
1 1
n—61— (2n2—|—3n+4n—|—6—2n2—n):n—6i_ (6n+6) = (n+1)?
d’ou
- - - +1)@2n+1) 0 nm+1)@2n+1)
SRR =S =g = 2 S0 |
k=0 k=1 k=1 6 6 6

3. Posons P(z) = az* + bx® + cx? 4 dx + e et trouvons ses coefficients en utilisant P(x +

1) - P(z) =23 Ona
az+ D 4+bz+12 +clz+1)2+dxz+1) +e— (az? + b2 + ca® + dz +e) = 2°

(a—a)z* 4 (4a+b—b)a3 + (6a+3b+c—c)z? + (4a+3b+2c+d—d)z+ (a+b+c+d+e—e) = 23

Deux polynomes sont égaux si et seulement si leurs coefficients sont égaux, d’out les équations
sur a,b, ¢, d:
da =1
6a +3b=0
4a +3b+2c =0

\ a+b+c+d=0

Remarquons qu’il n’y a pas de conditions sur e ce qui est logique car e disparait dans
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P(z 4+ 1) — P(x). Cela veut dire qu'on peut prendre e quelconque, par exemple, e = 0.

"

a=1
b=-1
o=}
| d=0
Donc,
1 1 1 z(zx —1)
Plg) — —g4 _ 2,3 2_ 12022 901 1) = 2
(x) AL TRt =g (x r+1)=( 5 )
et
P(z+1) — P(z) = 23,
d’ou
n n 1
S k=3 "(P(k+1) ~ P(k)) = P(n+1) — P(0) = P(n + 1) (”4+>
k=0 k=0
4.
Zn:ln(l—i—1)—Zn:ln(k+1)—zn:(ln(k—i-l)—lnk)—ln(n+1)—ln1—ln(n+1)
— k' k _k:1 n N '
dkokl=> (k+1-1k= ((k+1)k = ((k+1)! = k) =(n+1).
k=0 k=0 k=0 k=0

Exercice 24.. Soit (a,)nen une suite décroissante qui tend vers 0.
Montrer que la suite (a,)nen est & termes positifs ou nuls.
On définit une suite (b,)nen en posant b, = > 1_o(—1)Fag. Montrer que les suites extraites

(b2n)nen €t (ban+1)nen sont adjacentes. En déduire que la suite (by,)nen est convergente.

Correction

Raisonnons pas absurde: supposons qu’il existe un a; < 0. Alors, Vn > k on a a, < a; < 0.

Posons € = —a; > 0.

Comme

lim a, =0,
n—-4o0o
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pour cet € dng € N tel que Yn > ng on a |a,| < € = —ag. Posons n1 = mazx (ng; k). Alors
Vn>mn; > konala,| =—a, < —ap =€ <= a, > a; ce quicontredit le fait que la suite
est décroissante.

Comme la suite (a,)nen est décroissante, a, — ap—1 <0 Vp € N. Donc

2n+-2 2n
bansz —ban = D (~Dfar =Y (~1)*ar <0
k=0 k=0

ce qui veut dire que la suite (bay,)nen est décroissante.

ban+s — bant1 = (bant2 — agnt3) — (ban — aznt1) = (bant2 — bon) — A2p43 + G2pt1 =

242 — A2n41 — A2n43 + A2n4+1 = A2p42 — G243 > 0

donc la suite (b2,+1)nen est croissante.
Ensuite,

lim (b2n+2 - b2n+1) == m an = 0

li
n—-+00 n—-+00

donc les suites extraites (boy )nen €t (b2n+1)nen sont bien adjacentes,
donc, convergent vers une méme limite.

On peut en conclure que la suite (by,),en converge vers la méme limite.
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Chapitre 4

Fonctions réelles A une variable

réelle

4.1 Graphe d’une fonction réelle d’une variable réelle

Soit f : R — R une fonction.
Dy est le domaine de définition de f
On appelle graphe d'une fonction les points M(z, f (x)) ou = € Dy.

et on écrit

Gr=A{(z,y)/z € Dy et y= f(z)}

Exemple 28 f:R—> R, f(z) =2

Gy = {(z,y)/z € Dy ety = f(z)}

= {(z,2)/z € R}

60



4.1.1 Fonctions paires-impaires

f est paire si

1)Ve € Dyona —x€ Dy

2Vz € Dy, f(z)=f(-=)
Définition 4.1.1 f est paire le graphe de la fonction f est symétrique par rapport a l'axe des y.

f est impaire si

I)'Ve € Djyona —x€ Dy

2 € Dy, f(z) = —f(~a).
Définition 4.1.2 f est impaire le graphe de f est symétrie par rapport & l’origine

Exemple 29 f:R — R, f(z) = 22
f est paire car
graphe est symétrique par rapport a l'axe des y.
fR=R, f(x)=2
f est impaire car

graphe est symétrie par rapport a l'origine.

4.1.2 Fonctions périodiques

Soit f : R — R une fonction et 7" un nombre réel, T' > 0.

La fonction f est dite périodique s’il existe T' € R tel que

I)'Ve € Dyonax+T e Dy

2Vx € Dy, f(x+T)= f(x).

Définition 4.1.3 On appelle période de f le plus petit nombre positif T tel que f(x +T) =
f(m),Va: S Df.
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Exemple 30 f:R — R, f(z) =sinz
f:R—=R, f(z) =cosz
f:R—=R, f(x)=tanx

4.1.3 Fonctions bornées

Soit U C Dy. On dit que:
f est majorée sur U si AM € R,)Vx € U, f(z) < M.
f est minorée sur U sidm € R,Vz € U, f(x) > m.
f est bornée sur U si f est & la fois majorée et minorée sur U, c’est-a-dire si AM € R,Vz €

U |f(@)] < M.

sinx
Exemple 31 1)f:R—>R,f(m)=x2+1
ona0< f(x) <L
3z

N
ona()gg(x)g%.

4.1.4 Fonctions monotones

f est croissante sur U C Dy si

Ve,y e Uz <y = f(z) < f(y).

f est décroissante sur U C Dy si
Ve,y e U,z <y = f(z) > f(y)

Exemple 32 ) f:RT = R, f(z) =22 +3
f est croissante
2)g:[l,+00] = R,g(z)=—-x+5

g est décroissante
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4.1.5 Maximum local, Minimum local

Soient f : [a,b] — R une fonction définie sur [a,b] et z¢ € |a, .

On dit que la fonction f admet un maximum local au point z( s’il existe un réel r tel que
Vo € Jzg —r,zo + [ C la,b], f(z) < f(zo).
On dit que la fonction f admet un minimum local au point zq s’il existe un réel r tel que

Va € lxg —r,xo + [ C [a,b], f(zo) < f(x).

4.2 Limite d’une fonction

Soit a € R. Dans tout ce chapitre, on dira qu'une fonction f de domaine de définition Dy

est définie au voisinage de a s’il existe un réel h > 0 tel que l'on soit dans un des trois cas
suivants :

D¢Nja—h,a])\{a} = [a—h,ali.e. fest définie dans un voisinage & gauche de a et éventuelle-
ment non définie en a ;

D¢Nla,a+h])\{a} =]a,a+h] ie. fest définie dans un voisinage a droite de a et éventuelle-
ment non définie en a ;

D¢nija—h,a+ h)\{a} = [a — h,a+ h|\{a} ie. fest définie dans un voisinage de a et

éventuellement nondéfinie en a.

Définition 4.2.1 Soit a,l € R. Soit f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f

admet | pour limite en a si
Ve >0,da>0,Vz € Dy, |z —a| <a=|f(z) -l <e

on écrit lim f (x) = I.
r—a

Exemple 33 Iin%) Bzx+1)=1
V6>O,E|a:§>0,VxEDf,\az—0|<§:>|(393+1)—1|<8
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4.2.1 Limite a gauche, a droite

Définition 4.2.2 Soit a € R et ] € R. Soit f une fonction définie au voisinage de a.
1 On dit que f admet | pour limite a gauche en a si la restriction de f & DyN] — 0o, a[ admet

[ pour limite en a. Dans ce cas, cette limite est unique et on la note lim f (z) =1
r—a

Ve>0,3a>0,Vz € Dy, ,a—a<z<a=|f(r)-I <e
2- On dit que f admet | pour limite & droite en a si la restriction de f & DyN]a, +ooladmet |
pour limite on la note lim+f () =1

r—a

Ve>0,3a>0,Vo € Dyja<z<a+a=|f(zx)-Il<e¢

Exemple 34
f R—R
20+1 st >0
r — f(z)=
dr+5 st <0
On a
li =1et li = 5.
@ =t Iy

Dans ce cas on dit que f n’admet pas une limiteen 0.

Proposition 4.2.1

limf(z) =1 < lim+f(x): lim f(x)=1

r—a T—a r—a~

4.2.2 Unicité de la limite

Théoréme 4.2.1 Soit f une fonction définie au voisinage de a. St f admet une limite [ en a,

elle est unique. On note alors

lim f (z) =1

r—a

Si f est définie en a et admet une limite en a, alors lim f (x) = f (a)
r—a
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4.2.3 Caractérisation séquentielle de la limite

Théoréme 4.2.2 Caractérisation séquentielle de la limite
Soit f une fonction définie au voisinage de a € R. Soit | € R. Les propositions suivantes

sont équivalentes :
(i) im f (z) =1

(ii) Pour toute suite (u,) & valeurs dans Dy de limite a, (f(un)) a pour limite .

4.2.4 Meéthode.

Pour montrer qu’une fonction f n’admet pas de limite en a, il suffit de trouver deux suites (u,)

et (v,)de méme limite a telles que (f(uy)) et (f(v,)),posseédent des limites différentes.

1
Exemple 35 La fonction x — sin — n’admet pas de limite en 0.
x

(tn = =), (g = ———)

o g—i—er

(f(un)) = 1, (f(vs)) — 0,

possédent des limites différentes

Théoréme 4.2.3 Soient f et g deux fonction définie au voisinage de a € R. Soient [,1/, € R.

Théoréme 4.2.4 Si limf (z) =1 et limg(z) =1
Alors
) imf(z)+g(z)=1+1U
2) lim f (z) g (z) =1l
3) lim 88 = £ i 11 £ 0

4.2.5 Composition de limites

Proposition 4.2.2 Soient f une fonction définie au voisinage de a € R et g une fonction
définie au voisinage de b € R. Soit enfin l € R.

Si limf(z)=">et lirr%)g () =1 alors limgo f(z) =1
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4.2.6 Passage a la limite

Soient f et g deux fonction définie au voisinage de a € R. Soient [,1/,m, M € R.
(i) Si lim f (x) =l et limg(x) =1 et sif < g au voisinage de a, alors [ <.
r—a r—a
(ii)lim f (z) = [ et £ < M au voisinage de a, alors [ < M.
r—a

(iii) Si lim f (z) =l et f > m au voisinage de a, alors 1 lim f (x) = [.

4.2.7 Théorémes d’encadrement, de minoration et de majoration

Théoréme 4.2.5 Théorémes d’encadrement, de minoration et de majoration

Soient a,l € R. Soit f,m et M trois fonctions définies au voisinage de a.

Théoréme 4.2.6 Théoréme des gendarmes/d’encadrement :
Si limh (x) =1 et limg(z)=1et h< f<g au voisinage de a, alors f admet une limite
r—a r—a

en a et celle-ci vaut .

Théoréme 4.2.7 Théoréme de minoration :
Si lim limg (z) = oo et g < fau voisinage de a, alors f admet une limite en a et celle-ci
r—a

vaut +0o0.

Théoréme 4.2.8 Théoréme de majoration :
Silim limg(x) = —o0 et g > f au voisinage de a, alors f admet une limite en a et celle-ci
r—a

vaut —oo.

Corollaire 4.2.9 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. Si |f| < g au

voisinage de a et si llimg (x)= 0, alors lim f (z) =0
r—a r—a

Corollaire 4.2.10 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de a € R. Si f est bornée

au voisinage de a et si limg (z)= 0, alors lim f (x) g (z) =0
r—a r—a

Exemple 36

. 1
limzsin— =0
r—0 x

1 .
car sin — bornée etlimx =0
x z—0
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4.3 Continuité d’une fonction

Définition 4.3.1 . Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f est

continue en a si f est définie en a et

C’est-a-dire

Ve > 0,3a > 0,Vx € Dy, , |z —a| < a=|f(z) - fla)| <e

Exemple 37 La fonction

f R —R
r — flz)= e a2 si x>0
0 st x<0
est continue en 0.
car
1
Iinr(l)e 2 =0=f(0)

Définition 4.3.2 Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f

1)f est continue & gauche en a si

lim f(z) = f(a)

r—a

C’est-a-dire

Ve>0,da>0,Vz € Df,a—a<z<a=|f(x)— fla)| <e

.2)f est continue a droite en a si

r—at

C’est-a-dire

Ve>0,da>0,Vz € Df,a<z<a+a=|f(x)— fla)| <e
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Exemple 38 La fonction

3r—1 st z>1
r — f(x)= 2 si z=1

3z st z<1

est continue en 0.

car lim f(z)=2=f(1) et lim f(z)=3# f(1)
r—0+ r—0—
f est continue a droite en 1 mais n’est pas ontinue a gauche en 1.

dans ce cas f n’est pas ontinue en 1.

Proposition 4.3.1 f est définie en a <= [ est continue & droite et continue & gauche en a.

4.3.1 Prolongement par continuité

Définition 4.3.3 Soit f un efonction définie au voisinage de a mais non définie en a. On dit
que f est prolongeable par

continuité en a si f admet une limite finie [ en a. Le prolongement g de f définie par

f(z) si z#a

Il si x=a

g(z)=

est alors continu en a.

1 1
Exemple 39 f(z) =xzsin— et limzsin— =0
x x—0 T

Le prolongement g de f définie par

1
rsin— si z#0
g(x) = T
0 st =0

4.3.2 Continuité ponctuelle et composition

Proposition 4.3.2 Soit f une fonction définie au voisinage de a et continue en a. Soit g une

fonction définie au voisinage de f(a) et continue en f(a). Alors go f est continue en a.
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4.3.3 Continuité sur un intervalle

Dans ce paragraphe, I désigne un intervalle.

Définition 4.3.4 Continuité sur un intervalle

Soitf : I — R. On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

On note C(I,R) ou C°(I,R) l’ensemble des fonctions continues sur I a valeurs dans R
4.3.4 Théoréme des valeurs intermédiaires
Théoréme 4.3.1 Soit f une fonction continue sur intervalle [a,b]. Pour tout réel y compris

entre f(a) et f(b), il existe x € [a,b] tel que y = f(x)..

Proposition 4.3.3 Soit f une fonction continue sur intervalle [a,b]. Pour tout réel y compris

entre f(a) f(b) <0, il existe x € [a,b] tel que f(x) = 0.

Exemple 40 Montrons que x4 xe@ D@2 =0 admet une solution
On pose
f(z) =z 4 ze@ D+

et on aussi f(1)=2>0et f(—2)=—-4<0.

alors il existe x tel que f(x) = 0.

4.3.5 Opérations sur les fonctions continues

Théoréme 4.3.2 . Soient f et g deux fonctions continues au point a. Alorsf +g,f — g, fg

sont continues, ainsi que i st g(a) # 0.
g

Exercice 1. Calculer les limites suivantes:

1) limg—joo 3In (1+2?) —Inz 2) limy oo 2% V®  3)lim,_o+ (In (sinz) — Inx)
4) limg_o n300L 5)lim, g+ £
6) lim,_,, OsZ=C0sa T) Timy oo Y R0

8)m,n € N étudier lim,, o VI —VI=e™

Correction:
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Calculer les limites suivantes:

V(%)

=lim, ;1 In (ﬁ(ifd)
= Tim, oo In /(& + 1)) —0

2) 11m1’—>+00 xaeiﬁ = llmx—>+oo e lnze \/E
alnz—/z

2aln vz
va(Fpt ) _ 0

1) limg—s 400 %ln (1 + xz) —Inz =lim, .1 In

=lim, 1€

= llm‘r*}+oo (&

. . BT sinz) __ R E sinz) _
3)lim, o+ (In(sinz) — Inx) = lim,_,o+ In (—x ) =0 car: lim,_ o+ ( - ) =1
sin na na sin nx
. i o sin ng
4) hmxﬁo Nanme - hmxﬂo Nz Sinmaz
mx
) .
_n Smy .
= o car—y —0qd: y—0
. 21 . et lnl‘,l
5)lim,_,g+ =lim,_ o+ “——
. e®ln x—l) Inz .
= lim, g+ T2 =lim, ,op+ Inx = —0
s erlne_1) (ev—1)
car: lim,_,o+ ~— 47— = limy o —

= €0 = 1 par définition de la dérivée.

6) lim,_,, €e3£=cosa = —sina par définition de la dérivée.

r—a
NG a
7) lim Va—yatve—a = lim ValTaiviTy
T — 00 Vii—aZ - T—+400 " \/@
- 1 1 _p
= 1My 400 ﬁ =
. Vit —/1—azm 1 Vitzr—1—a™ Itz +/1—a™
8) lim, .o 7 = limg o z™ VIda+/T—x™
= lim 2"z
z—0 a:”(\/1+x”+\/1—xm)
_ hm 0 1—gm—n
x (Vl—&-x”—i-\/l—xm)
% sim>n
= Osim=mn

—oosim<n

Exercice 2. Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes:
f(x)= \/g, g () =In(4z +3), h(x) = Va2 — 2z — 5.

Correction:
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Trouver le domaine de définition des fonctions suivantes:
f(z)= \/ﬁ, g (x)=In(4z+3), h(x)= Va2 =2z -5
1) sz{xéR/%ZOet5—2x7é0}

alors: §f3§20@2+3x20et5—2$>0

ou2+3x§0€t5—2w<0(:>a;2—%etx<%

2 5 2 5
ouxg—getx>§<:>x€[—§,§[

Dy={z€R/4z+3 >0} oz € |-3 +oof.
Dh:{xe]R/a:Q—Qa:—SzO}@xe]—oo,l—\/é]U[l—i—x/&—i—oo[
Exercice 3. Soient:h (z) =Va?2+1, g(x)=In(z+h (z)), f (x) = g @)

xT

1) Montrer que:h (x) > —x Vo € R, en déduire Dy.

2) Calculer g () + g (—z) et en déduire que g est impaire et que f est paire.
3) Vérifier que: Va2 +1h ' (z) +x h (z) = = + 2v22 + 1.

Correction:

Soient:h (z) = Va2 + 1, g (z)=In(z+h (z)), f (z) = £

T

Montrer que:h () > —x Vo € R, en déduire Dy.

SoithR,h(x)+$:\/:U2+1—{—x>()si:1:2()eth($)+$:ﬁ>0ﬂm<0

Alors: Vx € R, h (z) +2 > 0= Dy = R*.

Calculer g () + g (—z) et en déduire que g est impaire et que f est paire.

9@ +g(2) = Wm(z+h (@) +n(-z+h (-2))
= an :p2—|—1—|—x> (\/m—xﬂ
= In1=0

alors g (z) = —g (—x) = g est impaire.

Vérifier que: Va2 +1h'(z)+z h (z) =z 4+ 2va? + 1.

71



Va2 + 10 (z) +zh(z) = a2+ 1k (z) + zh(x)

2m
= Val+l————=+avaZ+1
2Va? +1

= z+zxvVa2+1

Exercice 4. Soit f : R™ — R une fonction définie par: f (z) = wgi x#0et f
0)=1
Montrer que f est continue en 0.

Correction:

Soit f : Ry — Rune fonction définie par: f (z) = 1n(1;—m) sixz#0et f(0)=

Montrer que f est continue en 0.

. . In(l+x)
lim flw) = lim———
_ hmln(l—l—w)—ln(l—FO)
z—0 z—0

1 In(1 1
= car la dérivée de n(1+2)
1+0 x 1+

= 1= f(0) = f est continue en 0.

Exercice 5. Soit f : R — Rune fonction définie par: f (z) = <2=1gi z £ 0 et f (0) = 0.
Montrer que f est continue en 0.

Correction:

Soit f : R — Rune fonction définie par: f (z) = ©2=Lgj z £ 0et f (0) =0

Montrer que f est continue en 0.

-1 _
lim f(z) = lim COS T ~ i cosx — cos0

z—0 z—0 T z—0 z—0

= —sin0 car la dérivée de cosz est sinx

= 0= f(0) = f est continue en 0.

Exercice 6. Soit f : R — Rune fonction définie par: f (z) =z —[z], ] est la partie entiére.

Montrer que f est discontinue en tout point de Z.
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Correction:

Soit f : R — Rune fonction définie par: f (x) =z — [z],[] est la partie entiere.
Par définition: [x] = max [ avec § <z et 3 € Z.

Montrer que f est discontinue en tout point de Z.

Théoréme: Si

lim f(z) = « avec: « est une constante unique
Tr—X0

= VX, une suite avec x,, — zg qd n — 400

alors lirf f(zn) = «

Pour notre probléme soit xg € Z, on f (xg) = xg — [xo] =0
Mais si on pose: x, = g — % qui ont des valeurs a gauche de xg = [z,] = 29 — 1
et on a:

. . : 1
Jim - f(en) = lim oz = [r] = Jim wo — = —z9 —1 =17 f (o)

= f est discontinue en tout point de Z.

Exercice 7. Peut-on prolonger par continuité sur R les fonctions suivantes:

) 1 1 2 1 er+e’ "
f (x) =sinzx sin —, g(m)—l_x—l_xz,h(m)—mln<2>.

Correction:

Peut-on prolonger par continuité sur R les fonctions suivantes:

. . 1 1 2 em_i_efx
f (z) =sinz sin—, g (x) = it h(x)= ln()

1) f:R* - Ret f (z) =sinz sinl

xT

1 1
lim f(z)=limsinzsin— =0car limsinz =0et —1<sin— <1
z—0 z—0 x z—0 x
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Alors le prolongement par continuité sur R existe et il est de la forme:

F R—R
. 1 .
sinzsin= sixz #0
r — F(x)= * 4
0 sizx=0
2)g:R—{1,-1} =R
. . 1 2
Jmy @)= lim g e = e

Alors le prolongement par continuité n’existe pas.

h:R*—= R

e | - In (M) —In (M)
1
lim A(x) = lim—In <e_|—26> = lin% 2 5 2
T— X —

el —e 0 e +e 2\’ et —e T
- (55) e () - ()

Alors le prolongement par continuité sur R existe et il est de la forme:

x—0 x—0 T

H : R—R
Lin (24575 siz 0
r — H(@)=¢ " 2 7
0 siz=0
Exercice 8. Soit f :]0,+0o[ — R une fonction définie par: f (z) =1 —Inz.

L’équation f (x) = 0 admet-elle une solution?

Correction:

Soit f :]0,4+00[ — R une fonction définie par: f (z) = 1 —Inz.

T

L’équation f (x) = 0 admet-elle une solution?

lim f(z)= lim 1(1—3:1113:)z—i-ooet lim f(z)=—-0

z—0 z—0 X T—+00
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Alors la fonction f est continue dans |0, +oo[ en plus:

[y @] | tim 7] <o

Tr—-+00

d’aprés le théoréme des valeurs intermédiare: Jc € |0, +oo] tel que: f (¢) = 0.

Exercice 9. Soit f :[0,27] — R une fonction définie par: f (z) =e " sinz —z cosz.

Soit f : [0,27] — R une fonction définie par: f () =e *sinz —z cosz.

L’équation f (x) = 0 admet-elle une solution dans |0, 27[?

Ona: f (r) =7 et f (2r) = —2m, Alors la fonction f est continue dans [0, 27] en plus:

Exercice 10 Donner des intervalles de R sur lesquels la fonction partie entiére est constante.
Donner les plus grands tels intervalles au sens de 'inclusion. La fonction partie entiére est-elle
croissante, décroissante? La représenter graphiquement.

Exercice 11 Calculer les limites suivantes si elles existent :
z3—32—2
x2—4

22—z—6
z2-9

limeQ

lim,_,3 COS TTX.

limg o 2 F (g) o a,b > 0.

limg ooz + QI)%

Exercice 12

Soit f :[0,+o00[— R une fonction croissante et négative. Montrer que f a une limite finie
¢ en +o0o et que £ = sup{f(z);z > 0}.

Soit f : R — R un fonction croissante; montrer qu’elle admet en tout point z € R un limite
“a gauche et une limite "a droite. Donner un exemple d’une telle fonction n’ayant pas de limite
en 0.

Exercice 13 Pour chacune des fonctions suivantes, donner son ensemble de définition dire
si elle est prolongeable par continuité sur R.

f(z) =cos (); f(z) =sinzsin ().

Exercice 14

Montrer que toute application continue d’un segment dans lui-méme admet un point fixe
(i.e. il existe x tel que f(z) = x).

Indication : on utilisera la fonction g = f — Id.
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Soit f : R — R une fonction continue et bornée. Montrer qu’elle a un point fixe : il existe
xo € R tel que f(zo) = xo.

Soit f : R — R une fonction continue et périodique. Montrer qu’elle est bornée. En déduire
qu’elle admet un point fixe.

Exercice 15

Soit f : [0,4+o00o[— R une fonction continue qui admet une limite finie £ en +0o. Montrer
que f est bornée sur [0, 400l

Soit f : Ry —R, continue telle que la limite de f en 400 existe et soit nulle; prouver que,
pour tout a > 0, il existe b > a en lequel f atteint son maximum sur [a, +00[.

Exercice 16 Soit f : I — R une fonction continue (I intervalle). Que pensez-vous des
affirmations suivantes (on justifiera avec soin chaque réponse, soit en utilisant des résultats du
cours soit en construisant des contre-exemples) :

I'image d’un intervalle est un intervalle;

I'image d’un intervalle ouvert est un intervalle ouvert;

I’image d’un intervalle fermé est un intervalle fermé;

I'image d’un intervalle borné est un intervalle borné;

I'image d’un intervalle fermé borné est un intervalle fermé borné.

Exercice 17 Soit f la fonction définie sur R par : Vo € R, f(z) = 2 — E(z).
Montrer que : Vz € R,0 < f(x) < 1.

Montrer que la fonction f est périodique, donner “sa” période.

Faire une représentation graphique de f.

Exercice 18 Soit f : R — R une fonction continue. Montrer qu’au moins une des trois
situations suivantes se produit :

[(1)] f admet un point fixe z € R; [(ii)] limz— 400 f(x) = +o0; [(iil)] limgy—— oo f(z) = —00.
Indication : on utilisera la fonction g = f — Id.

Correction Supposons que f n’admette pas de point fixe € R, c’est-a-dire Azg tel que
9(xo) = 0.

Alors A(z1;22) € R? tels que g(x1) <0 et g(z2) > 0.

(En effet, supposons le contraire: 3(z1;x2) € R? tels que g(x1) < 0 et g(xs) > 0;

on peut supposer x; < wg. Alors la fonction g est continue sur [z1;z2] et 0 €
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[9(x1),g(z2)]. Comme 'image continue d’un intervalle est un intervalle, g(z1) €
Img, g(ze) € Img = [g(z1),9(z2)] C Img = 0 € Img. Donc, par le
théoréme des valeurs intérmediaires, 3zg € R tel que g(z¢) = 0, ce qui contredit la

supposition que Pz tel que g(zg) = 0).

Cela veut dire que Vx € R,
soit g(z) >0 <= f(x)>2r =limg 1o f(z)>limyjooxr =400 = lim; 1o f(z) =400,
soit g(x) <0 <= f(x)<z =limy._ f(z)<lim,_wz=-00 = lim; .,  f(z)=—00.
Exercice 19 Montrer qu’une fonction périodique de R dans R ayant une limite quand z
tend vers +o0o est constante sur R.
Correction Raisonnons par I'absurde. Soit p la période de f. Supposons Jxi, x2 € R
tel que f(x1) # f(x2) (supposons par exemple f(z1) > f(z2)). Posons € = f(x1) — f(z2) > 0.
Comme lim,_, o f(x) = [, pour cet €

Jzp € R tel que Va > xg 0na|f(x)—l|<§.

Par 'axiome d’Archimeéde, dny, no € N tels que 1 + nip > xg et x2 + n9op > x9. On a alors

€

2

€
o

|f(z1) = 1| = [f(x1 +n1p) = 1] < 5

et |f(z2) =l = [f(z2 +nap) — | <
d’ou
€= f(z1)—f(x2) = [f(z1)—f(@2)| = | f(x1)— I+1—f(z2)| < [f(z1)—U+|I—f(22)]| = | f(21)— l|+]f(z2) | < %Jr

on a obtenu € < € ce qui est une contradiction.

Exercice 20 On considére la fonction g définie sur I'intervalle J1 =75, ;15[ par :

sin(z 1n 2)

Calculer les limites de g aux bornes de J;, démontrer que 'image de Ji par g est R.
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Correction In3 > 1 > In2 > % == w3 < 7™ < g5 < 2m Donc, Vz tel que

s s
m<x<mona

0< " Im2<zln2< ——In2=r = sin(zxIn2) >0 et

In3 In2
" m3<zln3< - “—In3<2r = sin(zn3) <0
T=—mn3<zln —1In ™ sin(z In
In3 In2
(on a utilisé iﬁ—g < 2 parce que In3 < In4 = 2In2.) Donc, f(x) := —% > 0 pour
3 <z < 3, donc g(z) = In(f(z)) est définie correctement pour = €] 5; 5.
La fonction g(z) est continue sur |;75; ;15[ parce que le dénominateur sin(z In3) # 0 sur
o35 msl- Ensuite, comme
lim f(z)=0 e lim f(z)=4o0
Z‘HL+ r— 1=
In3 In2
on a

lim g(z)= lim In(f(z))=-00 et lim g(z)= lim In(f(z)) = +oc.

i ™+ T T
T m3 T3 T m3 T 2

Donc le théoréme des valeurs intérmediaires implique que l'image de | 3 s | par g est In(]0; +o0[) =

R.
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Chapitre 5

Fonctions dérivables

Soient I un intervalle de R, ¢ un point de I, et une fonction f : I — R. On dit que [ est

dérivable en x, s’il existe un nombre réel unique « tel que:

x)—f (x

L f@ - f )
T—0 T — xg

« est appelé dérivée de f au point zq est noté [/ (zg).

La fonction est dérivable dans tout l'intervalle I quand elle est dérivable en tout point xg

de I.

D’autre part si on pose: £ — xg = h alors on a:

lim f (xo+h)—f (w0) .
h—0 h

Exemple 41 Trouver la dérivée de f (x) = sinx en utilisant la d éfinition de la dérivée.
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En un point xzq:

Fllwo) = lim L@ @)y, sine - sine
T—xQ Tr — X0 r—xTQ T — Tp
sin (2522) cos (250
= lim 2 2 2
Jim 272

= lim M - COS <x+$0)
a—ao  (T50) 2

T )
= coszg , car: xlingo @

=1

Alors Vz € R, (sinz)’ = cos .

Proposition 5.0.4 (1) Si f n’est pas continue en un point xq, alors elle n’est pas dé rivable

en ce point.

Proposition 5.0.5 (2) Une fonction f : I — R est dérivable en point x¢ si et seulement si

elle admet en ce point des dérivées a droite

( lim f@)-f ($0)> et a gauche ( lim f@)-f (xo)) égales a .

ac—>ac3' T — X9 T—T( T — o

Quelques propriétés sur les fonctions dérivables

Proposition 5.0.6 Etant donnés un intervalle I et deux fonctions f : I — Retg: I — R
dérivables en un point xg de I, alors:

1) f + g est dérivable en xg et (f +g)' (z0) = f ' (20) + ¢’ (%0) -

2) a- f est dérivable en xq et (a- f) (z0) =a- f'(20),Va € R.

3) f-g est dérivable en xq et (f - g) (x0) = f ' (z0) - g (x0) + f (z0) - ¢’ (o).

i ’ ’
4) Si g (zg) # 0, donc 5 est dérivable en xq et (5) (xo) = ! (mo)'g(x(;)(x;));m)'g (20)

Dérivée d’une fonction composée

Proposition 5.0.7 Soient f: I — J et g: J — R et xg un point de I.
Si la fonction f est dérivable en xq et si g est dérivable en f (xg) alors go f est dérivable

en xg et on a:

(gof) (o) =f ' (w0) - [¢'(f (z0))]
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Exemple 42
[sin (f (2))]' = f ' (2) cos(f (x))

Dérivée d’une fonction réciproque

Proposition 5.0.8 Soient f : I — J wune fonction bijective, xg un élé ment de I et yo = f
(wo) ’élément de J. Pour que f ~' est dérivable en yo il faut et il suffit que:

f est dérivable en zg, f ' (xg) non nul et f ~1 est continue en yo. Alors:

—1\/ _ 1 — 1
(f =) (wo) = f'(xo)  (f'of 1) (mo)

Exemple 43 On note la fonction réciproque de sinx par arcsinx alors la d érivée de est:

Y 1 1 1 1 1
(arcsinz) = =

(siny)’  cosy /1 — sin? Y a /1 — sin? (arcsin z) V1 —a2

Remarque 6 Toujours on donne le résultat en fonction de la premiére variable de la fonction

réciproque donnée.

Dérivées d’ordre supérieure

On note les dérivées d’ordre supérieure d’une fonction f qui est dérivable dans I un intervalle
de R par: f ™ : ] — R vérifiant:

i) f O =rf
i) f kD) = (f(k))/, pour tout k =0,1,....,n — 1.

5.0.6 Fonction de classe C"

Proposition 5.0.9 Une fonction de classe C™, est une fonction continue et admet des dé rivées

continues jusqu’a ordre n. Et on dit également que f est n fois contintement dérivable.

Nous alons envisager ici la méthode pratique pour étudier la classe d’une fonction.
1) Sin=0:
dans ce cas on a pas une fonction de classe C° mais on écrit une fonction de classe C (1)

c’est les fonctions continues dans un intervalle 1.

81



2) Si n =1 (fonction de classe C! (I)):

Une fonction de classe C!(I) est une fonction continue et la premiére dérivée de cette
fonction existe et continue en tout point de I.

a) Existence

Pour étudier 'existence de la premiére dérivée on utilise la définition de la dérivée en tout

point zg de I ¢’est & dire on calcul:

Alors on les cas suivants:

i) Si @ = £00 ou bien « est égale deux limites ou plus ou bien la limite a gauche est différente
a la limite & droite, alors la limite n’existe pas et donc la fonction n’est pas de classe C*.

ii) Si « est égale & une constante unique alors la limite existe et on passe a 1'é¢tude de la

continuété de la dérivée.

b) Continuété de la premiére dérivée
Pour étudier la continuété de la premiére dérivée en zp on calcul f’(x) ensuite on calcul:,

lim f'(z) =B alors si 8 # «

T—T0

Donc la premiére dérivée n’est pas continue ce qui permet de dire que f n’est pas de classe C*.

Par contre si:

b=«

Alors la premiére dérivée est continue ce qui permet de dire que f est de classe C*.
3) Si n = 2 (fonction de classe C? (I)):
Une fonction de classe C? (I) est une fonction telle que ¢a dérivée est de classe C (). Donc

on fait le méme travail que le deuxiéme cas mais on utilise f’ au lieu de f.

Remarque 7 Si f n'est pas de classe C™ (I), alors elle n’est pas de classe C* (I), Yk > n + 1.
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Exemple 44 Soit la fonction f, définie sur R par:

2 .1 .
rsin=  six #O0
f (2) = 3
0 stx=0
Etudier la classe de f?
1) La continuété de f?
La fonction est continue dans R*.
Etenxz =0, on a:
.91 .9 1 ,
limz“sin— = 0 car limx* =0 et sin — est bornée.
z—0 X z—0 T

= [ (0).

Donc f est continue dans R.
2) f est elle de classe C1?
La fonction f est dérivable dans R*, mais le seul probléme est le point 0.

i) Existence de la 1ére dérivée en 07

lim M = lim 2z sin 1 =0= existe.
z—0 z—0 x—0 x

1) La continuété de la 1ére dérivée en 07

o1 1 . , . .
f'(x) = 2xsin ——cos — = hH(l)f "(x) nexiste pas, donc la 1ére dérivée n’est pas continue en 0.
X X xT—

Conclusion: f n’est pas de classe C'.

5.0.7 Théoréme de Rolle

Théoréme 5.0.3 Soit f une fonction continue sur un intervalle |a,b], dé rivable sur ]a,b]

et telle que: f (a) = f (b).

Alors il existe une constante ¢ € |a,b| telle que: f'(c) = 0.

Exemple 45 Pour montrer que l’équation sinx + cosx = 0 admet au moins une solution

dans Uintervalle |0, 7w[. On utilise la fonction f (zr) = e*sinx — 1 qui est continue dans [0, 7],
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dérivable dans |0,7] et f (0) = f (7v) = —1 . Donc d’aprés ROLLE 3c € |0, 7| telle que: f
"(¢) =0 = e°sinc+e“cosc =0 = sinc+ cosc=0.
5.0.8 Théoréme des accroissement finis

Théoréme 5.0.4 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], dé rivable sur |a,b|.

Alors il existe une constante c € la,b[ tel que:

Exemple 46 Montrons [inégalité suivante:

X

V1i—22 '

Vz €]0,1[, arcsinz <

On applique le théoréme des accroissements finis sur la fonction arcsinz dans [0, x] C [0,1].

Alors il existe une constante ¢ € |0, z[ tel que:

F@-10 = @050 0=
) 1 1
Mass \/1—02<\/1—m2 car:c < x

= arcsinz <

5.0.9 Thoréme de I’Hobital

Théoréme 5.0.5 Soient f et g deux fonctions dérivables au voisinage de xqy € |a,b|.

Si lim f () = Aet lim g (x) =B ou A, B sont tous les deux nuls
xr—x0 r—x0
L . R GO .
ou tous les deuz infinis, g' (x) # 0 pour x voisin de xg, et si lim @) existe alors:
z—wo g (T
/
lim f (@) = lim / (ac)
" g(@) | s g ()
Exemple 47
2x 2x
-1 2
lim = lim —— =2.
z—0 z—0 1
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5.1 Formules de Taylor

5.1.1 Théoréme des acroissement finis

Théoréme 5.1.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], dé rivable sur ]a,b|.

Alors il existe une constante ¢ € |a,b[ tel que:
f ) =f (a)=(0-a)f (c).

5.1.2 Théoréme des acroissement finis généralisés

Théoréme 5.1.2 Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b], dé rivables sur |a,b| avec g

'ne s’annule pas sur]a,bl, alors il existe une valeur ¢ de ]a,b| telle que:

fO)—f(a) f
-9 f

5.1.3 Formule de Taylor-Lagrange

Soit f de classe C" sur [a,b], n + 1 fois dérivable sur |a, b], alors il existe une valeur ¢ de |a, b]

telle que:
R (b—a)"" )
f (b) - pard ) (n+1) f +1()
P D) fa b—a)" ), b-a)""
= f@+b-a) fl@)+ T f )+ e T ()

Cette formule est connue par la formule de Taylor-Lagrange a 'ordre n. De plus le terme

(b—a)"*

NS f (1) (¢) est appelé reste de Lagrange.

Remarque 8 Si on pose: n = 0 dans la formule de Taylor-Lagrange, on trouve l’égalit é des

accroissements finis.
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5.1.4 Formule de Taylor-Young

Soit f définie sur un intervalle I, admettant en un point a € I des dérivées jusqu’a 'ordre n.

Alors il existe un voisinage V' de a et une fonction € : V' — R tels que:

Ve e V, f (@:Z(w;,“)pf ®) (@) + (z —a)" e (z) et lim € (z) = 0.
p=0 '

C’est la formule de Taylor avec un reste de Young ((z —a)" e (z) ).

5.1.5 Formule de Maclaurin

C’est la formule de Taylor-Lagrange avec b = z,a = 0 et ¢ = 0z avec 0 < 0 < 1, c’est a dire:

n+1

Veel, f( Z f @) ( i f ) (0z) avec 0 < 0 < 1.

(n—i— 1)!

5.2 Développements limités

Définition 5.2.1 Soit f une fonction définie au voisinage d’un point xq, sauf peut- étre en xq.

On dit que f admet un développement limité (D.L) d’ordre n au voisinage de xo s’ils existes

des nombres 1é els ag, a1, ..., an et une fonction € tels que pour tout élément x € I C R :
f (@) = ata(x—xz0)+ ... +an(@—20)"+ (x—20)"€(x —x0) ,
avec lim € (z —xz9) = 0.
r—x0
on pose : P(x)=ay+ a1 (x—x0)+ ...+ an(x —x0)"

c’est la partie réguliére du D.L, et elle est unique.
(x —20)" e (x — xo) est le reste du D.L, on peut l'écrire o ((xz — xo)"),

0

avec llm —————22
z—zo  (x — x0)

-Sixzg=0 on a:

f (@) =ap+ a1z + ... + apz™ + z2" (x) , avec lim e (x) = 0.

z—0
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-8t xg = £oo on pose dans la formule du D.L au voisinage de 0, X = %, et on aura:

1 1 1 1
f@) = aptatotan—+—c(=),
x T

T
. 1

avec lim 5() = 0.
r—+o0 T

On peut déterminer la formule du D.L a I'aide de la formule de taylor-Young, alors sous les

hypothéses de la formule de Taylor on a:

f(x) = ao+ar(z—z0)+...+an(®—20)"+ (x—20)" € (x—20) ,
avec lim e(x —xz9) = 0.
T—T0
(k)
avec aOZf(O)etakak'(x[])oﬂlgkgn_

5.2.1 Principaux développement limité

Les fonctions suivantes admettent un D.L au voisinage de 0.

. o(e*)
ili% s

(L+2)™
YV

et sim

In(1+x)

T 1‘2 n

€T n
1—|—ﬁ—|—a—l—...+—|—ﬂ+o(m ) avec

0,Vx € R. (ordre n)

1’3 (E5 x2p+1
_Z 4z _1)P 2p+1
T 3!4—5!—1—..—1-( ) (2p+1)!+0(:c ) avec
0,Vx € R. (ordre 2p+1)
2?2 ot x?P
4 _1)P 2p
TRV + ...+ (-1) (zp)!—i-o(a: ) avec

0,Vx € R. (ordre 2p)

-1 —-1).. — 1
1+mx+m(n;)x2+...+m(m ) '(m Pt )mp—l—o(xp),
! p!
]-1,400[,m e R—N
m
N alors: (1+x)m:ZCﬁl ",
k=0
2 3

T T "
—_ =+ B D i n
x 2+3+ +(-1) n+0(:r:)
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5.2.2 Propriétés des développements limités
Parité

Si f est une fonction paire (resp impaire) alors dans la partie réguliére du D.L on a que les

puissances paires (resp impaires).

Continuité

Si f admet un D.L d’ordre n de partie réguliére ag + a1 + ... + a,x™ alors

lir% f () = ap d’ou f est continue en 0 ou est prolongeable par continuité en 0.
T—

Dérivabilité

Si f admet un D.L d’ordre n de partie réguliére ag+ai1x+...+a,x™ (n > 1) alors f est dérivable

enOet f'(0)=ay.

5.2.3 Opérations sur les développements limités

Soit f une fonction qui admet un D.L & 'ordre n de partie réguliere P, et g une autre fonction
qui admet un D.L a Pordre m de partie réguliére @y, avec ¢ = min (n,m) alors:

1) Somme:

f + ¢ admet un D.L a 'ordre ¢ de partie réguliere P. + Q..

2) Produit:

f x g admet un D.L & l'ordre ¢ de partie réguliére R., obtenue en ne conservant dans
P, x @, que les monoémes de degré p avec p < c .

3) Produit par un scalaire:

A- f admet un D.L a 'ordre n de partie réguliere A - P,.

4) Quotient:

% admet un D.L a 'ordre s de partie réguliére Rg qui est la division suivant les puissances
croissantes de f par g.

5) composée:
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fog admet un D.L a l'ordre c de partie réguliere R., obtenue en ne conservant dans P,oQ,
que les mon6émes de degré p avec p < c .
Exercice 1. En utilisant la définition de la dérivée, trouver la dérivée f 'de f dans les cas

suivants (préciser sur quel ensemble f est dérivable):

a)f ($):W b) g (x)=+V1+22 ¢)h (z) =sin2z.

Correction:
En utilisant la définition de la dérivée, trouver la dérivée f 'de f dans les cas suivants

(préciser sur quel ensemble f est dérivable):

2

a)f (z)= @ 37 b) g (z)=+V1+22 ¢)h (z)=sin2x.
ZE [e—
Par définition:
Tr—x0 T — X h—0 h
En un point x¢ on a:
1)
f (@o+h)~f (20) T,
/ o . Zo — o) . (zo+h—3) (z0—3)
fi(@o) = Jim h = h
(w0—3)2—(zo+h—3)2 2(zo—3)h+h2
— lim?2 ($0+h—3)2($0—3)2 — lim 2 ($0+h—3)2(ro—3)2
h—0 h h—0 h
B 4
(w0 — 3)°

Alors: Vx € R— {3} on a : f’(m):ﬁ.
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f@ i ) VI - TR

f'(x9) = lim
T—TQ €T — ;UO T—T0 xXr — CL’O
= lim \/1+x2_\/1+x%:11m x2_$%
T=To T = o xﬂxox—xg(\/l—i-x?-i-\/l—i-x%)
T+ xg X0

e (\/1+x2+ \/1+x3> V14 g

Alors: Ve e Rona: g'(z) =

1+ax2°
3)
f /(%'0) = lim M = lim sin 2z — sin 2.’130
r—x0 T — X0 r—x0 T — Xo
. 2.1}—2,1,‘0 2$+2$0
s cos

= lim 2 ( 2 ) ( 2 )

= llm QM . CcoS (x + .%'0)
Tr—xT0 €T — :L.O

sin (x — )

=1

= 2cos2xg , car: lim
T—z0 T — X

Alors: Ve € Ron a: h'(z) = 2cos2xrrection:

Exercice 2. Démontrer qu’entre deux racines réelles de e*sinx = 1, il existe au moins
une racine réelle de e* cosxz = —1.

Correction:

Démontrer qu’entre deux racines réelles de e sinx = 1, il existe au moins une racine réelle
de e cosz = —1.

e’sinx =1 < sinx = e~ *. Alors si on pose: f (x) =sinz —e™” la fonction est continue
et dérivable dans R.

Donc si on deux racines de f (z) = f(a) = f(b) = 0, d’aprés le théoréme de Rolle,

Jde € R telle que: f'(¢) =0 = cosc+e ©=0= cosc =—e = e‘cosc =—1 dou
I'existence de la racine.

Exercice 3. Calculer en utilisant la régle de I’hopital les limites suivantes:

) 6235
lim m

1+cosmax .. In(cos3z)
_— 11m
z—0 x e—122 —2x+1"2-01n (COS 256)

1
i
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Correction:

Calculer en utilisant la régle de I’hopital les limites suivantes:

. —1 .. l+4cosmz .. In(cos3z)
lim —, lim , lim
z—0 T r—1 12 — 21 + 1 2—01n (COS 256)

e . 22 . 1+ cosmx . —msinTx - —nm2cosTxr w2
lim = lim =2,lim -———=1lm——F—=lim ————— =
z—0 x z—0 1 z—1x% —2x+1 z—1 2 — 2 z—1 2 2

—3sin 3x 3z sin 3x
im In (COS 3:’6) — cos3r  _ § lim 3x — 9
z—0In (cos2z)  ao—0 =28in2x — 9, 2rsin2e 4
cos 2x 2x

Exercice 4. Soit la fonction :

z?logl|z | si z#0
f R>Raw—f (x)= Bl | #
0 siz=0
1) Etudier la continuité de la fonction f sur R.
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f sur R.
3) La fonction f est-elle de classe C 1?7 de classe C 2? Justifier.

Correction:

Soit la fonction :

w?loglz | si #0
0 siz=0

f RoRaw [ (z)=

Etudier la continuité de la fonction f sur R.
Remarque: Dans R* la fonction est bien définie et elle est de classe C' 2.
Pour z =0:

lim zlog|z | = 0= f (0)
x—0

Alors f est une fonction continue en 0.
Etudier la dérivabilité de la fonction f sur R.

Pour x =0
@) =1 (0)

= limzlog|z | =0
z—0 T — z—0

Alors la fonction est dérivable en 0.
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La fonction f est-elle de classe C' 1? de classe C' 2? Justifier.

, 2zlogx+x si >0 )
fl(z) = =2zloglr |+ |z | siz#0
2zlog—x—z six <0

f(x) =1 (0)
0

lim f ' (z) = iig%lrlogb: |+]z|=0= ilg% (5.2.1)

x—0

Alors la premiére dérivée existe et elle est continue, donc f est de classe C' ' dans R. Pour

la classe C' 27
|z |

i £ @)= £7(0)

(0. ¢]
z—0 x—0

= lim 2log|z |+ — = —
z—0 x

Ce qui implique que f n’est pas de classe C' 2 dans R.
Exercice 5. Soit la fonction :
1 .
z sin=si x#0
fR-Rae f (2)= 2w
0 six=0
1) Etudier la continuité de la fonction f sur R.
2) Etudier la dérivabilité de la fonction f sur R.
3) Les mémes questions pour la fonction:
2 1
z“ sin-si z#0
g R—=Rz—g (z)= v #
0 six=0
g est-elle de classe C2?
Correction:
Soit la fonction :
I
z sin=si x#0
f R=Raxw—f (z)= * #
0 six=0
Etudier la continuité de la fonction f sur R.

Remarque: Dans R* la fonction est bien définie et elle est dérivable.
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Pour . =0:
x1—>0 ot x

Alors f est une fonction continue en 0.

Pour x =0:

lim
x—0 xTr —

Alors la fonction n’est pas dérivable en 0.

Les mémes questions pour la fonction:

g R—-Rz—g (x)=

Etudier la continuité de la fonction g sur R.

f (x) =1 (0)
0

1
car: — 1 <sin— < 1et lin%):v =0

X

o1 .
= lim sin — n’existe pas.
z—0 X

2

0 siz=0

1 .
7 sin si x#0

Remarque: Dans R* la fonction est bien définie et elle est de classe C2.

Pour x =0:

€T —

1
1; 2 o0 —
im 2% sin 0=f (0) <
Alors g est une fonction continue en 0.

Pour x =0:

@1 ()
0

z—0 xTr — z—0 T

Alors la fonction est dérivable en 0.

g est-elle de classe C'1?

1 1
[ (z) =2xsin o sin — = lim f ' (z) n’existe pas

1
= lim zsin — = 0.

(

1
car: — 1 <gin— <1let limx =0

z—0

X

z—0

Donc ¢ n’est pas de classe C, alors elle n’est pas de classe C?.
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Exercice 6. Soient:

f : R—>R et g R—R

z — sina® x > sin /T

Montrer que f est dérivable en 0 et que g ne l'est pas .
Correction:

Soient:

f : R—-R et g R—R

r +— sinz® z +— sin vz

Montrer que f est dérivable en 0 et que g ne ’est pas .

limM . sinz® (sinx5> 0

z—0 xz—0 x—0 X x—0

Alors f est dérivable en 0.

. 1 . 1
lim M = lim SN 5 lim gj%él (SIDZC5> = +00

x—0 xz—0 z—0 T z—0

Alors g n’est pas dérivable en 0.

Exercice 7. Déterminer f (™ (z) dans les cas suivants: a) f (z) =cosz, b) f (z) =sinz,

Correction:

Déterminer f (™) (z) dans les cas suivants: a) f (z) = cosz, b) f (z) =sinz, ¢) f
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a) f'(z) = —sinz, f"(z)=—cosz, f O (z)=sinz, f P (z) =cosz
( cosx sin=4k,keN
—sinx sin=4k+1,k€eN
= fM ()= :cos(x—l—nE).
—cosz sin=4k+ 2,k e N 2
sinz sin=4k+3, ke N
b) f'(x) = cosz, f"(x)=—sinz, fO(z)=—cosz,f @ (2)=sinz
( sinx sin=4kkeN
cosr sin=4k+ 1,k €N
= f(”)(gg): :sin<m+nﬁ>.
—sinx sin=4k+2,k €N 2
—cosx sin=4k+3, ke N
1 2 2.3
Of'(@)=——, f @)= ——, O (2)= 2|
)F@) = @ = e S V@ =
Donc par récurrence on trouve:
|
f ( ) (1 x)n+1

Exercice 8.

1) Soit n € N*. Appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction:

Jn

r

n,n+1] - R

log =

2) En déduire la nature de la suite de terme général: U, =1+ % + % + .+ %

Correction:

Soit n € N*. Appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction:

Jn

xr +—

n,n+1] — R

log
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La fonction: logz est continue dans [n,n+ 1] et dérivable dans |n,n + 1 alors d’aprés le

théoreme des accroissement finis, il existe un ¢ € Jn,n + 1[ tel que:

fn(n+1)_fn(n) = (n+1_1)fnl(c)

1
= log(n+1)—log(n) = E,Vn € N*.

En déduire la nature de la suite de terme général: U, =1 + % + % + ...+ %

1
log (2) —log (1) = aél,cle]lﬂ[
1 1
log (3) —log(2) = . < 3 c2 € 12, 3]
1 1
log(n+1) —log(n) = C—gg,cne]n,n—l—l[

Par la somme des deux membres on obtient:
n
log (n+1) —log (1) = >
Passant a la limite on trouve:

lim log(n+1) =400 < lim U, = lim U, = +oo.

n—-+o0o n—-+o0o n—-+o00

Exercice 9.

1) Etudier la dérivabilité de la fonction:

F@y =Y G =1

z—1
2) Determiner a,b tels que: la fonction f définie sur R* par:

f@)=vVrsio<z<1,f (z)=az?+br+1sinon

soit dérivable sur R? .
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Correction:

(1) Etudier la dérivabilité de la fonction:

f (x)::cx?_z:lﬂ“sia:#l,f (1)=1

T —

Si z # 1 alors la fonction est dérivable. Pour z = 1

Va2 =2z 41 (1)
€ O ) I e
lim ~——+*—~* = lim ————— = lim
z—1+ z—1 z—1+ x—1 z—1+ z—1
—  lim z(zx—1)—1 C e
z—1t r—1
Alors f n’est pas dérivable au point 1.
Determiner a, b tels que: la fonction f définie sur R* par:
f(@)=vrsio<z<1,f (z)=az?+br+1sinon
soit dérivable sur R . Le seul probléme est le point 1
lim f (@) —=f@Q) ~ lim ar’ +br+1—a—-b—1 — lim ar? +br —a—b ~ lim (x—1)(ax +b+a) _
z—1+ x—1 z—1+ x—1 z—1+ x—1 1+ (x—1)
— 1 -1 1 1
i L@@ Ve 1
r—1~ r—1 z—1- T —1 r—1— \/E—i- 1 2

Alors pour que f soit dérivable au point 1, en particulier sur R . il suffit que: 2a +b = %
Exercice 10.

1) Montrer que:
2 2 3

Vo >0, w—%glog(1+x)§x—%+‘%

(on ne calculera qu’une seule dérivée pour chaque inégalité).

2) En déduire que :
. log(1+x)
lim ———=

r —0 €T

=1

Correction:
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Montrer que:
2 2 3

Vo >0, w—%glog(1+x)§x—%+%

(on ne calculera qu’une seule dérivée pour chaque inégalité).

En effet si on pose:

x? z?2 23
fla)=z—7 —log(l+z) ety (z) =log(l+a)—z+ >~
On trouve:
1 1+z)(1—z)—-1 —2? ,
Fh@) * 14+ 14+ 14z — SLE =
= f est une fonction décroissante = f () < f (0) =0,Vz >0
et:
1 1+(1+2)(-1+z—2? 3
14+ 14z 1+
= g est une fonction croissante = g (z) > ¢ (0) =0,Vz >0
Conclusion:
x2 1 z?2 23
> — 2 <log(l <p-—— 4
Vo 20,z — o <log(l+z) <w——+ 7
En déduire que :
log (1
lim 280+
z —0 X
On a
2 2 3
Ve > O,x—%glog(l—i—a:)gx—%—i—%
2
= szO,l—Egilog(l+$)§1_§+£
2 T 2 3

d’apreés la régle d’encadrement on trouve:

1
lim e TY) (1+2)
r —0 T

=1
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Exercice 11. Soit f: R — Rune fonction périodique de période T > 0.
1) On suppose que f a une limite en 400, montrer que f est constante.
2) On suppose que f monotone, montrer que f est constante. Solution d’exercices
Correction:
Soit f : R — Rune fonction périodique de période 17" > 0.
1) On suppose que f a une limite en +00, montrer que f est constante.
On a:
f+T)=f (x),Vz eR

On pose:

li =
e f )=

Supposons par I'absurde qu’il existe a € R tel que: f (a) # a,la suite a, = a + nT tend vers
+oo et f (ap) = f (a) ce qui donne:

lim f (a,) = f(a) = a contradiction avec: f(a) # a = Va €R, f (a) = a.

n—-+4o0o

2) On suppose que f monotone, montrer que f est constante.

a) Si f est strictement croissante= Vo < y = f () < f (y) mais il existe un n € N tel que:
z+nT >y=f ) <fx+nT)=f(x)=f (z) < f (y) < f (z) dou la contradiction.

b) Si f est strictement décroissante= VY < y = f (x) > f (y) mais il existe un n € N tel
que: z+nT >y=f(y)>f(@x+nT)=f(x)=f () > f (y) > f () d’ou la contradiction.

Donc la fonction est constante.

Exercice 12 Parmi les fonctions suivantes, lesquelles sont dérivables en 0 7

fla) = fx) =a|; f(z) = V@ ; f(z) = cosa; f(a) = Bx) ; f(z) = 5% ; f(z) = [z —2]

Exercice 13

Déterminer tous les couples de réels (a, b) tels que la fonction g définie par

ar’ —z+2 siz<l

b

xT

g(z) =
stx>1
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soit continue en 1; dérivable en 1.

On poseici: a =1 et b = —1. Calculer, si elle existe, la valeur de E_}ml ¢'(x), puis tracer Cy,
la courbe représentative de g.

La fonction g est-elle dérivable en 1 7 Pourquoi ?

Comment se manifeste graphiquement le résultat obtenu pour la valeur de le_)ml g (z)?

Exerciceld Soit f dérivable en x € R, calculer ]lllg(l] w

Exercice 15 Soit f : [-1,1] — R définie par @ siz #0et £(0) = 0. Etudier la
continuité et la dérivabilité de f sur [—1,1]. Montrer que f est C* sur ] —1,1].

Exercice 16. Démontrer que la dérivée d’une fonction paire est impaire et la dérivée d’une
fonction impaire est paire. Expliquer le sens géometrique de ce fait.

Exercice 17. Déterminer f’(a) pour f(z) = (z — a)¢(z), ou la fonction ¢ est continue en
a. Application : déterminer f'(1) pour f(z) = (z — 1)(z —2)...(x — 1000).

Exercice 18. Déterminer les limites suivantes en utilisant la régle de L’Hospital :

2 — 227 —x+2 1 —cosx (22 — 1)z _ 2?4+ 3z +2

I b) li ; I ;o d ;
a)ml—>Inl .%'3—4.%'+3 ’ ):BEI(I) £L'2 ’ C)ml—>rnl ’37—1‘ 7 )xiglw (.’L‘+2)1H(.’L’+1) ’

Jeo

. . rsinx ) 1 . In(1+2x)
e) m(cos2)=* 5 flim =225 9) lim esins b lim ===

|

v/ -1 1 1
i) lim Y22~ ~ ﬁm«.2—2>.
x—0 xT z—0 \ sin (m) x

Exercice 19. Appliquer la formule des accroissements finis a f(x) = In(|lnz|) entre k et

k+1 (ke N*\{1}). En déduire que

> i > In(in(n + 1) ~ In(in ),
k=2

n
is la valeur de li -
puis la valeur de lim k§2 g
Exercice 20. Soit f une fonction 2 fois dérivable sur [a,b] telle que f(a) = f(b) = 0, et

soit zq €]a, b[.
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Déterminer le réel K tel que la fonction ¢, définie sur [a, b] par : ¢(t) = f(t)—K(t—a)(t—b)
s’annule au point xg.
En appliquant le théoréme de Rolle a la fonction ¢ sur [a, z¢], puis sur [xg,b] (K ayant la
valeur trouvée au 1.), démontrer qu'’il existe un ¢ €|a, b tel que : f(xg) = Wf”(c).
Exercice 21. Soit une fonction continue sur [a, b] et n fois dérivable sur |a, b[. Sachant que
f s’annule en n + 1 valeurs réelles distinctes dans [a,b], montrer qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que
f™(c) =0 (n € N¥).
Exercice 22.Soient f et g deux fonctions de classe C? sur [a, b], telles que f(a) = g(a) et
f(b) = g(b) et Va € [a,b], f"(x) < ¢"(x). Démontrer que Vz € [a,b], g(z) < f(z).
Exercice 23. Soit f : [0,1] — R de classe C* telle que Vz € [0,1], f'(z) > 0.
Montrer que 3\ > 0 tel que Vz € [0,1], f'(z) > A.
Si f(0) = 0, montrer que Vx € [0,1], f(x) > Ax.
Exercice 24 On pose, pour tout =z € R*, f(x) =4/1— %
Montrer que f est continue sur R* et admet un prolongement par continuité en 0 dont on
justifiera soigneusement 1’existence.
Montrer que f est dérivable en tout point de R* et calculer f’ en ces points.
Montrer 'existence et déterminer la valeur de ill)l}] f'(x) et en déduire que f est dérivable a
droite en 0.
Déduire a I'aide d’une propriété de parité sur R* que f est dérivable a gauche en 0 sans étre
dérivable.
Exercice 25.
In(L+ |z)) ; f(z) = V]al 5 f(2) = 55
Exercice 26. Soit f fonction définie sur R par f(z) = e~ siz>0et f(x)=0siz<0.
Démontrer que f est dérivable sur R (en particulier en z = 0).
Etudier I’existence de f”(0).

1
Démontrer par récurrence sur n que que pour tout x > 0, f (n) (x) = P;éf e~z ou P, est un

polynéme dont on précisera le degré. Donner P; et Ps.
Montrer alors que f est de classe C'*° sur R.
Exercice 27. Soit P un polynéme a coefficients réels. On veut montrer que 1’équation

P(z) = e*, d’inconnue z € R, n’admet qu’'un nombre fini de solutions.
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Soit n un entier naturel. Montrer que si Péquation P (z) = e* a au moins k solutions
(k € N*), alors I’équation P("+1)(z) = ¢® a au moins k — 1 solutions.
En déduire que ’équation P(z) = e a au plus deg P + 1 solutions. Conclure.

Exercice 28. Sous quel angle se coupent les courbes y = 22 et = y??
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