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| ntroduction

La méthode des éléments finis représente I'une des méthodes numériques les plus
utilisées dans e monde de calcul et modélisation des structures.

Ce cours est destiné aux étudiants de master s'occupant plus spécialement de cal cul
des structures (batiments, ouvrages d'art,...), aux jeunes ingénieurs et atous ceux qui
Sintéressent au calcul structures.

Le cours commence par une introduction a cette méthode qui dévoile sa définition,
son domaine d'emploi et les grandes axes delaMEF.

L e deuxieme chapitre donne un rappel sur le calcul matriciel

Dans le troisiéme et quatriéme chapitre, on donne la construction des deux
éléments: barre et poutre, respectivement.

Ensuite, laformulation variationnelle du probléme d'élasticité est présentée dans e
chapitre cing.

Ledernier chapitre est consacré au probleme d'approximation et de fonction
d'interpolation.

Dans chaque chapitre, on trouve le cours avec des exercices qui éclaircirent les
principes dével oppés.



Chapitrel : Introduction a la méthode des éléments
finis

[.1 Introduction

Dans le domaine de I'ingénierie, I'analyse des problemes se termine souvent a
développer un modéle mathématique (une équation ou un systéme d'équations
différentielles, auxquelles sont goutées des conditions aux limites) pouvant
représenter d'une maniére auss réaliste que possible le probléme recherché, en
appuyant sur des théories de base et des hypothéses simplificatrice.

La résolution analytique d’éguations différentielles pose parfois des difficultés
insurmontables, et une solution exacte décrivant bien le probléme étudié n’est pas
toujours facile a trouver, en fait, elle n’est possible que pour des cas trés simples. Le
recours aux modeles physiques et a la ssmulation expérimentale pour la recherche
d’une solution analogue ala solution recherchée peut s’avérer coliteux en temps et en
moyens.

La résolution analytique d'éguations différentielles n'est possible, dans la
majorité des cas, que pour des cas simples. Avec les progrés enregistrés dans le
domaine de I’informatique et les performances des ordinateurs de plus en plus
grandes, il est plus possible quauparavant de résoudre numériquement des systemes
d'équations différentielles trés complexe.

La méthode des éléments finis est I’une des techniques numeériques les plus
pui ssantes utilisées dans ce genre de problémes.

L’un des avantages majeurs de cette méthode est le fait qu’elle offre la
possibilité de développer un programme permettant de résoudre, avec peu de
modifications, plusieurs types de problémes. En particulier, toute forme complexe
d’un domaine géométrique ou un probléme est bien posé avec toutes les conditions
aux limites, peut étre facilement traitée par la méthode des é émentsfinis.

|.2 Définition dela méthode des démentsfinis:

La méthode des éléments finis (MEF) est une méthode numérique qui sert a
résoudre un systéme d’équation différentielle ou a dérivées partiel en discrétisant le
domaine physique (D) en plusieurs sous domaines (€) appelés ééments finis, et en
proposant une forme approchée de la solution.

Les logiciels de calcul des structures géenérale (tel que ABAQUS, NASTRAN,
CASTEM, CodeAster, ...etc.) ou spéciaisés en génie civil et travaux publics (tel que
SAP2000, ETABS, Autodesk Robot Structural Anaysi, Graitec Concrete, ...etc.)
utilisent la méthode des éléments finis dans leur code de calcul.

|.3 Pourquoi la méthode des éémentsfinis ?

La complicité (voir I’impossibilité) de trouver une solution anaytique d’un
probléme en mécanique des solides (dans la majorité des cas) revient a deux causes :

1- Le champ a modéliser est inconnu : le champ de déplacement a rechercher
est inconnu. La stratégie proposée par la MEF consiste a supposer une alure
générique du champ inconnu ; cette allure est complétement déterminée a
partir d’un certain nombre de paramétre (noauds). Donc, la résolution est



obtenue par la détermination de ces paramétres (discrets) au lieu de
connaitre le champ lui-méme (continu et donc en nombre infini).

2- Lageéométrie est trop complexe : pour laquelle il est difficile de décrire une
seule allure du champ inconnu. Il faut donc découper le systéme en formes
plus simples ou les champs locaux sont a déerminer a travers les
caractéristiques locales. C'est le principe de la discrétisation.

En résumant, cette méthode consiste a diviser (discrétiser) le domaine physique
a traiter en plusieurs sous domaines appelés ééments finis a dimensions non
infinitésimales. La solution recherchée est remplacée dans chaque éément par une
approximation avec des polynémes simples et le domaine peut ensuite étre reconstitué
avec |’ assemblage ou sommation de tous les éléments.

|.4 Lesgrandeslignesdela méthode

Dans ce paragraphe, nous essayerons de présenter d'une maniere simplifiée, les
étapes d'application de la méthode des éléments finis et les outils nécessaires a sa
mise en oauvre.

La résolution d'un probleme physique par ééments finis suit grosso modo les
étapes suivantes (Fig. 1) :

Probléme Physique
Discrétisation du domaine Modéle Mathématique
Choix des fonctions d’interpolation Formulation variationnelle

\ /

Ecriture des matrices élémentaires

|

Assemblage des matrices globales,

Application des conditions aux

limites et Résolution du systéme

Fig. 1. Etapes générales de la méhode des élémentsfinis

Etape 1 : Formulation des éguations gouvernantes et des conditions aux limites.

La majorité des probléemes dingénierie (génie civil, mécanique, éectronique,
électrotechnique,...) sont décrits par des équations différentielles aux dérivées
partielles associées a des conditions aux limites définies sur un domaine et son
contour. L'application de la MEF exige une réécriture de ces équations sous forme
intégrale. La formulation faible est souvent utilisée pour inclure les conditions aux
limites (voir le chapitre 5).

Etape 2 : Division du domaine en sous domaines (discr étisation).



Cette éape consiste a discrétiser le domaine en ééments et calculer les
connectivités de chacun ainsi que les coordonnées de ses noauds. Elle constitue ains
la phase de préparation des données géométriques.

Etape 3 : Approximation sur un éément.

Dans chague élément la variable, qui est e déplacement, est approximée par une
simple fonction linéaire, polynomiae ou autre. Le degré du polynéme d'interpolation
est relié au nombre de noauds de I'édément. L'approximation nodale est appropriée.
C'est dans cette étape que se fait la construction des matrices élémentaires.

Etape 4 : Assemblage et application des conditions aux limites.

Toutes les propriétés de I'élément (masse, rigidité,...) doivent étre assemblées
afin de former le systéme algébrique pour les valeurs nodales des variables physiques.
C'est a ce niveau qu'on utilise les connectivités calculées al'étape 2 pour construire les
matrices globales a partir des matrices élémentaires.

Etape 5 : Résolution du systéme global :

Le systeme global peut étre linéaire ou non linéaire. Il définit soit un probleme
d'équilibre qui concerne un cas stationnaire ou statique ou un probléme de valeurs
critiques ou il faut déterminer les valeurs et vecteurs propres du systéme qui
correspondent généralement aux fréquences et modes propres d'un systéme physique.

Un probleme de propagation qui concerne le cas transitoire (non stationnaire)
dans lequel il faut déterminer les variations dans le temps des variables physiques et la
propagation d'une valeur initiale. Les méthodes d'intégration pas a pas sont les plus
fréguentes telles que, méthode des différences finies centrales, méthode de Newmark,
méthode de Wilson.

A ces méthodes doivent étre associées des techniques d'itération pour traiter le
cas non linéaire. Laplus célébre est la méthode de Newton Raphson.

| .5lesbasesde la méthode des éémentsfinis:

La méthode des éléments finis est une méthode basée sur les trois branches
suivantes :

Lesloisde laphysiques
L’analyse numérique
L ’informatique appliquée

1.5.1 Lesloisdelaphysiques

Ce sont les sciences de I’ingénieur telles que la mécanique des milieux continus,
I’élasticité, la plagticité, la mécanique générale, la mécanique des fluides, la
thermodynamique, la dynamique des structures ... etc.

Aprés avoir éabli le modéle physique, I’ingénieur doit chercher le modéle
mathématique adéquat qui décrit fidelement le phénomene physique en guestion a
I”aide d’une fonctionnelle unique.
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Fig. 2: Lesbasesdela MEF

|.4.2 L’analyse numérique

C’est une branche des mathématiques qui utilise les méthodes d’approximations
dans la résolution des équations polynomiales, algébriques linéaires et non linéaires
par les méthodes matricielles, les équations différentielles ... etc.

L’analyse numérique s’ avéere tres efficace pour la méthode des élémentsfinis.
Si nous voulons calculer un déterminant d’ordre 50, or la méthode des éléments

finis peut générer des déterminants d’ordre 10" pour calculer le déterminant d’ordre
50 par la méthode exacte, il faudra effectuer & peu prés 10* opérations. Supposons
gue I’on posséde un micro-ordinateur de vitesse de processeur de 1.2 GHZ, c'est-a
dire qu’il peut effectuer 1.2 x 10° opérations &éémentaires par seconde. Le temps qu’il
va faloir pour achever le calcul est 8.33 x 10°* secondes, soit 9.64 x 10* jours, ou
9.64 x 10* années. Il faut donc souligner qu’en pratique, la résolution par les
méthodes directes est presgue inutilisable.

Par contre, par |le biais des méthodes itératives de |I’analyse numérique, on peut
arriver alasolution en quelques minutes.

1.5.3 L’informatique appliquée

C’est un moyen puisant pour pouvoir résoudre les systémes d’équations en un
temps trés réduit. On utilise parfois des mini-ordinateurs ou méme des stations de
calcul pour résoudre les problémes de grande taille.

Le modéle de solution est écrit sous forme de programme selon le langage
utilisé: Fortran, C++, Turbo-Pascal..etc. Ensuite ce programme est généralement
compilé en langage machine, et enfin exécuté.



|.6 Discrétisation du domaine

La méthode des déments finis est une méhode d'approximation par sous
domaines, donc avant toute application il faut diviser le domaine a étudier en
éléments. Chaque éément est défini géométriquement par un nombre de noauds bien
déterminé qui constituent en général ses sommets. (Fig. 3)

Frontiére

du domaine

Noud interne

Fig. 3 : Discrétisation du domaine — éléments triangulaires
L a discrétisation géométrique doit respecter les regles suivantes :

1. Un noaud d'un élément ne doit pas étre intérieur a un coté d'un autre du
mémetype. (Fig. 4 a)

2. Aucun éément bidimensionnel ne doit étre plat, éviter les angles
proches de 180° ou de 0°. (Fig. 4 b)

3. Deux ééments distincts ne peuvent avoir en commun que des points
situés dans leurs frontiéres communes ; le recouvrement est exclu. (Fig. 4 c)

4. L'ensemble de tous éléments doit constituer un domaine aussi proche
que possible du domaine donné ; les trous entre éléments sont exclus. (Fig. 4 d)

5. Les points nodaux doivent coincider avec les points ou il y a
changement du chargement.(Fig. 5)

-

(.‘-l)/ /// — /
(b)
W o)

Fig. 4 : Régles de discrétisation

LA,

vy b v ™
o 'E! [}
¥ 14 20

Fig. 5: Console sous différentes charges



Remarque : Pour une structure donnée, on peut utiliser des éléments de types
différentstels que barres, plagues et coques (Fig.6).

Barre (poutre)

P
3 E) ¢ 4 5 (5) ) (i) 7 )
1 ~ 0 ’ / Plague (voile)
2 {9 /l?l
101 (1 8
(10) (8
11 v
—i —_—

Fig. 6 : Portique mixte

Le résultat du procédé de discrétisation doit contenir deux données essentielles
qui sont les coordonnées des noauds et les connectivités des éléments. On doit
numeéroter tous les noauds et les éléments de facon a avoir des matrices globales a
petite largeur de bande, pour cela, la numérotation se fait selon la plus petite largeur
du domaine.

|.7 Type d’éléments utilist en MEF :



1D:

- Barres
- Poutres
- Coques axisymétriques

™~

\ Noeuds

4
Noeuds géométriques

du maillage /

.

2D:
§-
- Elasticité plane T 7
- Axisymétrie 2 —p
- Plaques minces
- Coques minces < 4 4
& e =Y

3D:

——

~ Solid massif

- Plaques épaisses

- Coques épaisses N
2
&

Fig. 7 : Discrétisation des systémes (noaud physique et noaud de maillage)
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Eléments & une dimension
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Eléments plans

Eléments trianculaires
-

.-"‘IJ
Linéaire Quadratique Cubique
(3 noeuds) (6 noeuds) (2 noeuds)

Eléments quadrangulaires
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Emments 2 champ srients Elémenis de transition
g [N 4 ~
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= T : K ey
§ } ’ = )3
i § If 4
: ] ] f
' _JJ; e ,,_‘J) / ey
i S i '5 e g r’ly/—-"‘" %\‘ﬁ\{
© Seniui-guadratique - cangaire-Quadratique Linéaire-quadratique
{€ noeuds) {5 noeuds) {7 noeuds) ]

Fig. 8: Type d’démentslinéique et plans
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Eléments volumigues

Lléments
tétraédrigues
Linéaire Quadratique
(4 noeuds) (10 noeuds)
Eléments
hexaédriques

Quadratique
(20 noeuds)

Lingaire
(8 noeuds)

Eléments volumiques spéciaux

Eléments
prismatiques
Linéaire Quadratique
{6 noeuds) . (15 noeuds)
Eléments
pyramidaunz

inéaire Quadratique
(5 noeunds) ) (13 noeuds)

Fig. 9: Type d’ééments volumiques
Pourquoi on éudielaMEF ?

Ce cours d'édlément finis est programmeé pour les étudiants de master (Structures,
et travaux publics) pour deux raisons:

1- Pour comprendre e fonctionnement des logiciels de calcul des structures (qui
utilisent cette méthode), et par la suite éviter les erreurs de conception liée a
lamodélisation par MEF et qui peuvent étres graves.

12



2- On utilise laMEF dans e domaine de |a recherche scientifique pour trouver
des solutions numériques a des problémes d’ingénierie, ou bien pour avoir
une référence de comparai son avec des solution anal ytique.

13



Chapitrell: Rappe sur lecalcul matricie

Le cacul par ééments finis nécessitant le maniement de nombreuses valeurs
numeériques, il est plusaise d * exprimer celles-ci sous forme matricielle.

En regroupant des termes de méme nature au sein d’une seule et méme variable,
cette écriture plus synthétique permet en effet une meilleure compréhension des
différentes phases de construction de la méthode.

Ceci nécessite néanmoins la maitrise des opérations de base associées a ce type de
calcul : I’addition ou le produit de plusieurs matrices, la résolution de systemes
linéaires, etc.

I1.1 Notion de matrice
Soit lafonction polynomiale suivante :
(x)=by +bx + byx? + byx? avecx € [(}, l} 2.1)
Et sadérivée:
v'(x) =0, +2b,x + 3!)_;,,\:3 2.2)
Supposant que v(x) et v'(X) valent vi et By enx =0, vy et B, en x =L, on peut
aisément établir le systéme de 4 équations suivant :
v = IJ(U) = b,
pi=v(0)=4 (2.3)
vy =0(L)=by +bL+b 2 +b,13
B, = zr'(L) =b +2b,L + 36,17

Cependant, ce systeme peut étre exprimé de maniére plus synthétique sous forme
matricielle en posant que le vecteur v

"
Bi
iy

B>

——
~
=

—
I

peut étre relié au vecteur b

Anticipant sur les régles relatives au produit des matrices (cf. paragraphe 11.2.2),
onadonc:

14



0 1
1 £

équivalent au systéme d’équations (2.3).

37

0]
0
I3

Dans ce cas{V} et {b} sont desvecteurs" colonne" a4 lignes alors que la matrice
[R] est une matrice dite carrée a 4 lignes et 4 colonnes. De maniére générale, une
matrice peut étre caractérisee par un ensemble de nombres ordonnes et regroupes en n

lignes et m colonnes.

On aura alors une matricededimensionsn x m:

i

_KI“

(IEI

731

ﬂfl

nl

1y3

(‘72_{'

(Z_%),'

d

I’I',y'

IIf"l wm

A
35
Fed

m

«

g J

(24)

a; caractérisant le terme des i®™ ligne et j™ colonne de lamatrice [A] . Sin=1ou

m = 1, la matrice sera associée suivant le cas, soit a un vecteur ligne, soit a un vecteur
colonne qui sont généralement notes{ } . De plus et spécifiquement pour |es matrices
dites carrées (n = m), les termes a; seront appelés termes diagonaux et formeront la
diagonale de la matrice.

I1.2 Opérations de base
11.2.1 Addition

Soit deux matrices [A] et [B] de dimensions n x m construites a partir de (2.4), la
matrice [C] de mémes dimensions, somme des matrices [A] et [B], sera obtenue en
posant que chacun des termes c;; est égale a a;; +bj; . Onauraaors:

1 Q2 a3 - G+ Om

€31 €23 O3 25 Com

€31 €3 €33 3 J C3m
[C]= -

Cil Ci2 iz« G « Cim

Cal  Ch2  Ca3 Crj Com J
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(@) +0, aa+ by a3+ 0 a;+by ay + 01 |
ay + by dy by ayy + by ay;+ by Ay + 05,0
az +b3  azy by az3+ by az;+ by ; a3, + by,
_[4]+[8] @9
ay+by  ap+b,  as+0; a; + ‘l’?g' a,, +b,.
ay+b, a,+b, a,;3+0,;3 dui t by . &y, +h,,

Dans le cas d’une différence des matrices [A] et [B], on poserade laméme fagon :

Cij = aj —bj (2.6)
Exemples : Soit les matrices
102 3
[A]z[:% 10 S}
et
(3 4 7 2
[Bl=17 4 » %}
) 4 4 9 51 -2 -4 -5 1
[(J]=[A]+[B]—[4 i [c]=[A]—[B]=[2 - 2}
11.2.2 Produit

mm Produit d’unematrice par un scalaire
Soit une matrice [A] de dimensionsn x m, lamatrice [C] , produit de la matrice
[A] par le scalaire | sera obtenue en multipliant chacun des termes de la matrice
[A] par |. On auradonc :

Cji=\.q;

[C]=3-[A]=3-[;) ? ’ 3}=[3 ,O

6 9
0 5 9;’)015}

(2.7
Exemple:

mm Produit de 2 matrices

Soit deux matrices [A] et [B] de dimensions respectives n xm et m x |, la matrice
[C], produit des matrices [A] et [B]*, de dimensions n x |, sera obtenue en posant que

les termes ¢;; sont €gaux a:

k=m

(‘1':;]: - E (I‘,"{, X[J)'{,j

k=1 (2.8)
Par exemple, on trouvera pour le premier terme::

Cii=an xbip+appxhby+.... + aim X b

16



Cependant et pour que ce produit soit possible, il est important de noter que le
nombre de colonnes de la matrice [A] doit étre égal au nombre de lignes de la matrice
[BI.

Exemple : Soit les matrices A et B:

6
5

N =

1°440-3+2-14+3-7

1-9+0-1+2-
[(']Z[A]'[B]z[3-4+1-3+o-1+5-7

3:9+1-1+0-

6+3°5

27 36
6+5°5( [50 53}

mm Produit de 3 matrices
Soit trois matrices [A] , [B] et [C] de dimensions respectivesn x m, mx | et | x p,
la matrice [F ] , produit des matrices [A] , [B] et [C] , de dimensions n x p sera

obtenue en effectuant dans un premier temps soit le produit [A].[B] soit celui de
[B].[C], les deux approches amenant au méme résultat.

[D]
[Fl=[4][B][c]=[4]|[B][C]|-

[£]
[4][D]={[4][B]|[c]-[E][c]

Exemple: Soit lesmatricesA,B et C

4 9
1 0 2 3 301 27 36
[A]z[;% 1 0 s}‘[B]z 1 6 Ct[(']z[_s(} 55}
75
4 9]
1 0 2 3113 1]|27 36
et tel- | o S el o )
75
127 361 [27 36] [2529 2880
150 53} [50 53}‘{4(}00 4609}
49
10 2 313 1] 127 36
[A]'([B]'[(D_[% 1 0 5|1 6 '[50 53}
75
558 621
1 0 2 310131 161| [2529 2880
_l3 1 0 5} 327 354 "[4000 4609}
439 317

17



I1.2.3 Matrice transposée

Soit la matrice [A] de dimensions n x m, la matrice [B] de dimensions m x n
transposée de [A] (notée [A]") sera obtenue en posant pour chacun des termes de [B]
que by = aj; . Pratiquement, ce calcul revient a échanger les lignes et les colonnes de
lamatrice[A] .

Exemple : soit lamatrice A et B

1 3
e[y 3 -l
35
On notera par ailleurs que :
([4)[B))" =[] [4] (2.9)

II.3Matricescarrées
[1.3.1 Matriceidentité

La matrice identité, notée [l ] , est une matrice carrée dont les termes diagonaux
sont égaux a 1, tous les autres étant nuls. De ce fait, le produit de la matrice identité
par une matrice [A] quelcongue (ou inversement) est égale alamatrice [A] elle-méme.

[N=]0 0 1 . o e[1][4]=[A][/]=[A] (2.10)

[1.3.2Matriceinverse

Lamatriceinverse de [A] notée [A]-1 est définietelle que [A] _[A] = [A]_[A] =]
et peut étre calculée en posant :

_ 1 . T
[A] = -Com[r‘l]
det A] (2.11)

ou Com[A] et det[A] sont respectivement la comatrice et le déterminant de la

matrice [A] .

La matrice [A] sera donc inversible a condition que son déterminant soit différent
deO.

mm Calcul du déterminant

— 2 dimensions;

=dyy Tdyy —dp " dy (212)

— 3 dimensions:

18



431 43 AB3| |1 P 33

Qui peut étre calcule grace alarégle de Sarraus :

. il iy -
1 42 43
- -
dyy. dyy” dp3
S -\'{/

A S
@38 3y 433
" -

o <

a”ay” A
//' n\‘
(?22 'fi'.j_%
----------- + Produit des 3 termes
— Produit des 3 termes
T A3 Ay A3 T3 "3y Ty T d33 " Ay T g
mm Calcul delacomatrice et la matriceinverse

La comatrice de[A] , notée Com[A] , correspond ala matrice des cofacteurs de [A]
. Le cofacteur du terme i, j de la matrice [A] est obtenu en multipliant par (—) "™ le
déterminant de la sous-matrice issue de la suppression des ligne i et colonnej.

—1dimension:
[A]=a =[4]" =L
a1 (2.14)
— 2 dimensions:
7 112 179 —i
A]=[(H {L}z:»(}mf[r’l]= 22 21}
@1 4 —d)p 4
(2.15)
_ 1 7 2 -
::»[A 1 - o] =2 12
d,Ct[A] —fle (?”
— 3 dimensions:
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f?zg (323 ‘(?21 ‘('-"23 (121 ff‘zg
+ = +
a a i
fs e o Ay 43 A i3 il I .
[_A]= dy)  dyy s ::’(_;E?P?E[A]: - + — (216)
dzy d33 a31 433 a31 43y
B3 . 3 “3s
(Z]z (313 (i.'“ (313 (Z“ "(ZIZ
+ = +
(322 (323 (?.'21 ﬁ"‘.'23 dr Z5))

(172'21’333_(?23(?52 (22’5(331 _fleﬁ_%s fled_%z —r?zzrf_;]]
-1
det A] ] ] -

dpdy3 — @3y A3dy) —dydyy Ay dyy —dpdy)

11.3.3 Méthodes de résolution de systémes linéaires

Considérant n équations a n inconnues (qui sont regroupées dans le vecteur {q} ),
larésolution du systéme linéaire de type [K 1.{q} = {F} améne aisoler e vecteur {q}
de maniere a obtenir :

[K]-{g} ={F} = [K]" [&K]-{at =[KT " {F} = {o} <[ K] -{F}

—_—

[7] (2.17)
Ceci suppose bien sur que le déterminant de lamatrice [K ] est différent de O.

Dans le cas contraire, on parlera de systéme singulier. Nous verrons d’ailleurs par
la suite qu’en ééments finis la singularité de la matrice de rigidité [K ] est souvent a
associer aun probleme de conditions d’appui.

De plus, la méthode de calcul par ééments finis amenant dans la plupart des cas a
la résolution d’un systéme de n éguations a n inconnues de grandes dimensions,
I’inversion conventionnelle vue au chapitre précédent s’avérera peu efficace.

Les outils de calcul par éléments finis font donc tres souvent appel a des méthodes
plus pertinentes telles que celles par éimination de Gauss, de Cholesky ou frontale.

Il existe deux grandes familles de méthodes de résolution : les méthodes directes
(Gauss, Cholesky, frontale, etc.) et les méthodes itératives (gradients conjugues).

Leur efficacité sera directement liée aux performances du ou des processeurs de
I’ordinateur utilise, de la vitesse d’acces au disque dur mais surtout de la quantité de
mémoire vive (RAM) disponible.

Généralement, les méthodes de gradients conjugues se révelent moins gourmandes
en terme de mémoire. Ceci étant et spécifiguement pour les problémes linaires
élastigues comportant plusieurs cas de charges, leur utilisation apparait moins
pertinente dans la mesure ou celles-ci nécessitent une résolution compléte a chaque
changement d’état de charges.

En effet et dans le cas des méthodes directes appliquées aux problémes linéaires
élastiques, seul le premier cas de charges nécessite une inversion de la matrice de
rigidité, les résultats des cas suivants étant obtenus par linéarité 8pres stockage de la
matrice inversée en mémoire (uniquement si les conditions d’appui ou de température
ne varient pas).

mm Résolution par la méthode par dlimination de Gauss
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Soit le systéme arésoudre

[K]{9t =17} (n equations an inconnues) -

Ridy + kingy + k395 + e, +k,q, =k
Ry + Ran gy + a3y + e, + kg, =5

(2.18)
'%h‘l{jl + kﬂZ"?Z + krd@} Fonn + }'{emx(]r; = ‘F;x

Pour éiminer la 1 inconnue, la méthode consistera a exprimer ¢, en fonction
des autres inconnues et alaremplacer dansles (n —1) équations restantes :

1

9 = (}:1 = k12Gy = ki3q3 = e ~ k4, )
ki (2.19)
Donc et en remplagant (2.19) dans (2.18), le systeme devient :
Ry + Riada + Ri3qs + s + kg, = R
’{,ZIZqZ + ’{)21’:{}’1 Fo + ’%ZIMI?H = ‘F_::'I
(2.20)
klyqy + kL3gs + oo, +kl,q, =F]
Avec
FY J— 5=1 _ &!“_I}{’é_l
i = }{,s{—l
o pel }!Eé_ljc;'{_l
i i z{’;}_l

Au terme de la n'®™ dimination, le systeme s’écrit sous forme triangulaire ce qui
rend aisée sarésolution :

kg + Rkiagy + Ri3qs + e, + kg, = £
k2o + k235 + oo +ky,q, = F)
L N PR +kiq, = F} (2.21)

[, =1 — -1
Arfn ‘}n - F 4 B ‘}n

R

Ceci étant, I’utilisation de la méthode par élimination n’est envisageable que si les
termes diagonaux de la matrice [K] sont non nuls. Dans le cas contraire, un ou
plusieurs pivots nuls rendront I’inversion de la matrice [K] impossible. Bien
évidemment, tous ces pivots doivent étre différents de zéro et nous verrons méme
gu’en élémentsfinis, ceux-ci doivent étre positifs.
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mm Exemplederésolution par la méthode de Gauss
Soit le systéme d’équations suivant :

(30 -1 -1 0](Uy) [0

0 2 -1 0 oflv| |o
Bl o2 1 allyloler (222)
Lo 1 s ollu o

0 0 -1 0 2[[Vi| |0

v 1 éape: édimination de U,
Dela 1" équation de (2.22), on déduit que:
. o Va+Us
) 3 (2.23)

En remplagant (2.23) dans (2.22), la nouvelle expression du systeme fait apparaitre
guatre équations indépendantes de U :

3 0 -1 -1 0] 30 -1 -1
0 2 -1 0o ol[V: 02 -1 0 off[Y 0
v, e - V, 0

gslo -1 221 121 Esfo -1 2 = |,
'5 .?) lf:} = — ! .?) )) 1‘7, = —_P

2L - y 20 il -

J, J
0 0 1-+ 3.1 oY 0lo 2 § 0|V e
3 3 Vs 3 3 V 0

0 0 -1 0 2 010 -1 0 2

(2.24)

v 2°" éape: dimination de V,
Pour éliminer V, , on répete I’opération en considérant cette fois la deuxieme
équation de (2.24) d’ou :

V-
V, =3
2 (2.25)
Le systeme devient alors:
3 0 -1 =1 0] 3 0 -1 -1 0
02 -1 o oY% 02 -1 0 olf[Y 0
: V. = % 0
. 1 2 2 § 2 2
ES10 0 2—7 ~— -y _E50 0 L= v.lolop
by 3 2 3 3 Y 6 3 3
)"r' 2, )'F/
0 0 2 il 0 Us 0 0= d 0 - 0
5 5 1”4 3 % ['/4 O
00 -1 0o 2 0 0i-1 0 2 :
_ [ . (2.26)

Et ains de suite...
v 3" éape: dimination de V3

22



ES

v 47" éape

ES
2L

0

Soit finalement :

ES
.4

On déduit de la5e équation :

23

f3=9 _2P‘5_E(,r4
7 ES 3
— —1
-1 0
0o I 2 S
6 3
. 2k o
0 0 §+Eé = EE
3 37 3 37
o)
0 0 ¥ 2-E
7\ 3 7|
3 0 =1 =1 ]
02 -1 0 0/,
7 2 Vv,
Es|0 0 . = -
D - [.3
2L 16 ;
00 0 = -||U4
i 1
0o o & 8
y
: édimination de U4
;o PL _ﬁ
2FS 4
[ Sy [ | 0
2 -1 0 0 U,
)]
0 £ 2 -1 Vs
6 3 Vv
3
7 7
8 4/ 1 Vs
0 0 0 —+—|-—
7 7\ 4)
'3 0 -1 -1
02 -1 0 U,
2
00 L 2 1%
6 3 =
16 4 ’
7 7
V.
8 4
0o 0 0 0 ———
7z &

(2.27)

(2.29)

(2.29)

(2.30)

(2.31)



ES 2P

Vy=-P=V, ="
2F ES (2.32)
D’ou apartir de (2.23), (2.25), (2.27) et (2.29), les valeurs des autres inconnues :
. PLV, PL
YT 2ES 4 ES
5( 2PL 2 >
- 2L 2, AL
v Y _ 2P
) ES
. 1/?1] + !T_x'T4 1r jj[
Uy = - -
3 ES

Bien évidemment, la méthode par élimination de Gauss s’avére dans ce cas bien
compliquée comparée a une approche plus classique telle que celle décrite ci-dessous.

Reprenant le systeme (2.22), les 2e et 5e équations permettent de déduire
respectivement que 2V, =V3 et 2V, =Vz d’ou V, =V, .

De lasomme des 1re et 4e équations résulte que 2U, + 2U, =0=>U,=-Uj,.
D’ou apartir delalre: 3U, V3 -U;=0=>V3=4U,.
En remplacant ces différents résultats dans la 3e équation, on obtient finalement :

2PL 2PL 4L
U, Vo2V + U, =V, =— = 20, +V, = - =V, =-
2= V2 3 4= VY4 s 2+ V3 £S 3 ES
Soit
D]
{f"rz = —{ r4 = - PL et I’f"} = [’f_/} = - L‘I_‘L
S ES
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Chapitrelll : Elément barre

[11-1 Définition:

L’élément barre est utilisé dans les assemblages de barres ou de tiges travaillant en
traction ou compression. On les trouve surtout en charpente métallique et dans les
systémes atreillis.

L'élément barre est éément qui a une dimension beaucoup plus grande par rapport
aux deux autres. Leur chargement est seulement axiale.

[11-2 Formulation de I’dément barre:

Plusieurs ééments finis barres ont existés dans la bibliographie, le cas le plus
simple est I'@ément barre & deux noauds, représenté dans lafigure Fig. |-1.

ol uP
—p —
Fl 44— —» [P
O @
e L |
: |
X

Fig. I11-1: Elément barre a deux noauds

Pour formuler cet éément, on considere une barre de section A de longueur L et
constitué d’un matériau homogéne de module de Young E, soumise a des forces de
traction aux extrémités 1 et 2.

L'approximation du champs de déplacement u(x) sécrit sous la forme polynomiale
suivante:

u(x) =a, +a,x
Les deux conditions nodales permettent de déterminer les coefficients @ et 4, :

u0) =a,+a,0=u,
u(L) =a,+a,L=u,

Ou uy et u, sont respectivement les déplacements aux noauds 1 et 2. La solution

u,- u

donne les deux coefficients a, =U,, et a, = .Ains,ona:
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le

u -

u(x) =u, +- C

En regroupant les termes en facteur des valeurs nodales u; et u,, on obtient :

X X
u(x) =(Q- E)ul T
u() =N, (Ju, +N,(x)u,
R X X
D’ou: N,(x)=(1- E) etN,(x) =(1- E)

N1 et N, sont les fonctions de forme reliées aux noauds 1 et 2, respectivement.

Le champs de déplacement dans |e cas de la barre sécrit sous cette forme:

u(x N N
o =) My M,
x x X
LS WNE N R U B
L L7 8L LHuwp
La loi de comportement d’une barre, c’est la loi de Hook dans ce cas, S’écrit
comme sulit :

_é& E Edud
x a8 ., —
EL LHup

Et on sait que la contrainte dans le cas de compression/traction s’écrit :

s. =Ee

F & EA EAQ W0

s, =— pF=s Azg 2 =AU
A CTEL Lfup

X

F: est laforce normale appliquée au noaud..
Si on considere I’équilibre de I’é ément :

SF=0P F =-F, donc:

F_éEA - EAU U, U
=a— z

' 8 L qug
£ =& EA EAU WU
8L LHup

La convention de signe: les déplacements ainsi que les forces sont positives sils
suivent le sens du repere, et négative dans la cas contraire.

En réarrangeant ces deux équations (1) et (2) sous forme matricielle, cela va nous
donner :
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é AE AE(

e L uuwda_iRu
€ AE AE U, YT LE
e — — g+ I'2
e L

Hr—"'—

Ou simplement : [Ke]{ue} :{Fe , OU

{u.} est le vecteur des déplacements nodaux;

{F.} estlevecteur desforces nodales;

[Ke] est lamatrice locale derigidité élémentaire.

[11-3 Passage au repére dela structure (global) :

Si les propriétés sont définies dans le repére local de I’élément, il est nécessaire de
redéfinir les grandeurs matricielles de tous les é éments dans un repére unique, avant
de faire I’assemblage. Ce passage du repére local au repére globa se fait par une
rotation des axes.

Pour faire cela, on va considérer I’élément de barre dans ses deux repéres local et
global, illustrée dans la figure suivante Fig.I11-2 :

y

Vip--- Déplacement

Fig.l11-2 : Principe de changement de repére

L'angle 6 est I'angle entre le repére local de la barre et le repére globa de la
structure.
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iu, U
%v :I:
Le vecteur de déplacement local vaéredelaforme: {u.}=i 'y
tu,?

fv. b

Si on écrit les déplacements nodaux dans le repére global en fonction de ceux dans

le repere local, on trouve :

Déplacement,;=U;=u; cos @ —v; sSin 6
Déplacementy;=V1= Uy Sin 6 + v; cos 6
De méme pour e deuxieme noaud :
Déplacement,,=U,=u,cos 6 — v, sin
Déplacementy,=Vo= up Sin 6 + v, cos 8
On reformul e ces quatre équations sous forme matricielle :
1U,0 &osq -sing 0
[Vii _gsng cosqy O 0
: Uz)r/ ) €0 0
fv,p &0 0

Ut =[T.fu)

{U e} . est le vecteur de déplacements nodaux dans |e repere global.

Gty
cosq - sinqy; u,y

. U,
sing  cosq (v, h

Ou simplement :

[Te] : est lamatrice de passage ou de rotation.

C’est une matrice orthogonal et son déterminant égale a 1, donc sa matrice inverse

est latransposé de cette derniere.

Lamatrice de rigidité élémentaire dans |e repere global serade laforme:

[ke]=[mT K]

écosq  sing 0 0 @S AI‘E 0 - % Oggicosq -sng O
é 4 Ua B
[Kg]ze-smq cosq 0 _O qg O 0 O Og‘fﬁan cosq 0
T80 0 cosq sinqiz AE 5 AE 560 0 cosq
é . Ua | | e .
Py _ (s Us
g 0 0 sinq cosqué 0 0 0 Wi 0 0 sinqg
éc®> ¢ -c¢® -csu
pAEScs s -cs -l
k2] = AEe i
‘ | €c¢* -cs ¢ «csuU
é ) , U
g&C -s° ¢ s

(c:cos@,s:sinb)
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De méme pour le vecteur des forces dans le repere global :

{Fo=}=[r] {F=)
[11-4 Assemblage:

Une matrice de rigidité globale doit étre établie et qui a une dimension de (n x n)
tel que n est le nombre de degré de liberté de la structure entiere.

Exemple:
_&; kU _
K Y e |Q,=
[ ] §<21 kZZlH [ ]1

7 2 2 AY
u
KL=g¥ a0 e [Q.=
g<212 kzzzl] g“su
Pour obtenir la matrice de rigidité globale, il suffit d'assembler ces deux matrices
de lafacon suivante :

ékill k121 0 g éul l;l

_ 1 1 2 2 _ u

[K]G = gkzl k, +k," k,y ¢ [Q] = g-lzu
A 2 2 7 A 7

S 0 k21 k22 H gl

[11-5 Conditions aux limites:

Les conditions aux limites sont indispensables pour rendre la matrice de rigidité
inversible.

Dans le cas ou on a un déplacement nul dans un noaud (encastrement ou un appuli
dans le sens blogué), on doit éiminer laligne et la colonne du déplacement concerné
(dans la matrice de rigidité) ainsi que la force correspondante qui sera une force de
réaction.

[11-6 Réactions d’appuis

Pour calculer les réactions d’appui, il suffit d’utiliser le systeme matriciel global et
apres avoir calculé les déplacements, pour trouver les valeurs des réactions.

I11-7 Forcesinternes:

Les force internes (compression ou traction) de I’éément barre peuvent étre
obtenues directement a partir de I’éguation suivante :

=)<l

Pour un élément de noaud (i,)), tel que est le premier noaud et "j" est le
deuxieme noaud, I’effort normal (compron ou traction) correspond a la force
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nodale al’extrémité (j) de labarre(c.-a-d. le troisieme composant du vecteur des force
élémentaire dans le repére local {Fe"’cm}), il devient :

Fix= %[ COSZQ(Uj'Ui)"' cosO sinb(vi-vi)]

F,-y:%[ cosf sind(ui-ui)+ sin“o(v;-vi)]

A partir de cestrois derniéres équations, I’effort normal peut étre écrit :
N=cos 0 Fjx +sin 6 Fjy
En développant cette derniére équation on trouve :
N="2[cosf (uj-Ui)+ Sin6(vj-v)]
Ou sous forme matricielle:
- Ui

N :E—A[cosq sinq]}u Y
L V- v
[11-7 Exercices:
[11-7-1 Exercices 1:
-1. Calculer les déplacements des ncauds pour la structures indiquée sur lafigure.

-2. Calculer les réactions des appuis.

-3. Calculer les contraintes dans chaque barre.

Fig.11-3
Solution:

-1. ) L ]
Elément | Noauds | Longueur | angle c S ¢ & cs
| 1-2 L 0 1 0 1 0 0
I 2-3 L 90° 0 1 0 1 0
I 1-3 V2L 5 | V2 | V2 1 1 1
- - 2 2 2
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Les matrices é émentaires de chaque barre dans le repére global:

10 -10 0 00 0
EA EA —
Elémentl: K=22| 00 00 Elément || K,=—2|0 10 -1
_ L2110 10 Llo 00 o0
00 00 0-10 1

1 1 -1 -1

o EA LT T
T2vaL| o1 -1 11

-1 -1 1 1

Elément |:

Assemblage des matrices é éménetaires:
K=K+ Ks+Kj3
Cet assemblage se faite en respectant les degrés de liberté de chague matrice.

135 03536 -1 0 -0.3536 —0.3536 ]
03536 03536 0 0 -03536 -0.3536
k=24 -1 o 1 0 0 0
L 0 o 0 1 0 -1
~0.3536 -0.3536 0 0 03536 0.3536
~0.3536 -0.3536 0 -1 03536 13536

Le systéme matriciel global sécrit:

135 03536 -1 0 -03536 -03536|[ U1 | [ Rxl ]
03536 03536 0 0 -0.3536 -0.3536 || V1 Ryl
EAl 0o 1 0 0 0 U2 |=| Rx2
L 0 o 0 1 0 -1 V2 Ry2
~0.3536 -0.3536 0 0 03536 03536 || U3 P
-0.3536 -0.3536 0 -1 03536 13536 || 13 -2P

Les conditions aux limites; U;=V;=U>=V>=0.

Aprés avoir entré les contions aux limite:
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35 03536 0 03536 —0.3536- Rl
6:3536—03536 0—03536 —0.3536 VT Ryl
EA|l —j 0 0 6 B2t Rx2
L . - . I I
| U =1 4 n"yzZ
-0.3536 -0.3536 0 03536 0.3536 U3 P
-0.3536 -0.3536 0 -1 03536 13536 || V3| | -2P |
le systeme réduit peut sécrire comme suit:
03536 03536 || U3 |_ | P
0.3536 1.3536 || V3 -2P
Déterminant(K)=0.3536(~")?
U3 |_ L[| 03536 -03536|| P :ﬂ{5.828}
v3 | EA| —03536 03536 || -2p| EAL =3
-2. Calcule des réactions des appuis:
RxI -0.3536 0.3536 -P
Ryl |=| 03536 -03536|| U3 | -P
Rx2 0 0 V3 0
Ry2 0 1 3P
-3. Calcul des contrainte:
o= %: N est I'effort normal
Elément |
EA . \luz - Ulu
N, =—Jcosg sing|i /
L [cosa q]}v - Vll\;
i0-0(y
:E_A[l O]i ¢
L 10- 0,
=0pb s =0
Elément I1:
. U - U0 15.828- 0 -
NZ:E—A[cosq singli ° 2'=E—A[O i PL_ 3pp s =3P
L - v L i -3-0 hEA A
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Elément 111:

- Ui EAéJ2 /2l 58284 PL - 1.414P
N, ——[cosq smq]. g Té7 u. a3 OEE_A__SPD i Al

[11-7-2 Exercices 2;

On se propose de définir larelation Force Déplacement pour |a structure en
treillis représentée ci-dessous (Fig. 1-3).

Fig. I11-4 : Charpente plane a 7 barres et 5 noauds

L e tableau suivant résume les caractéristiques géométriques de la structure:

Elément | Noauds | Longueur | angle c S ¢ & cs
| 1-2 3 0 1 0 1 0 0
I 2-3 3 0 1 0 1 0 0
Il 14 4 90° 0 1 0 1 0

v 2-4 5 126.87° -0.6 0.8 0.36 0.64 -0.48
V 2-5 4 90° 0 1 0 1 0

VI 35 5 126.87° -0.6 0.8 0.36 0.64 -0.48
VIl 4-5 3 0 1 0 1 0 0

On établit |la matrice de rigidité de chaque barre :
Bare(1): Bare(1,2): L,=3m gq=0 c=1 s=0
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iX!u €033 0 -033 00y
.Yl‘ __,80 0 0 o“.vl.
x1y 8033 0 033 00y b,y
tY;b &0 0 0 0pfvp
Barre(2): Bare(23): L,;=3m q=0 c=1 s=0
X2 6033 0 -033 Odiu,i
i vii__ g0 0 0 Ou|v2|
ix2Y" 78033 0 033 oy I
. . é
stzb e 0 0 0 OUTV3b
Bare(3): Bare(14): L,,=4m g=90° c=0 s=1
|X u €0 0 0 0 uiud
Y3| © 025 0 -0250}v{
3y =EAS Ui *y
X3 @ 0 0 0 Gju?
fvsp & -025 0 025 H}VAE,
Barre(4) . Bare(24): L,,=5m q=12687° c=-06 s=08
|x U 60072 -0096 -0072 0096 UiU,il
Y4| € 0096 0128 009% - 0128u|v2|
,x“y g 0072 009 0072 - 0.0%60; b,y
fv;p, ~ §009%6 -0128 -009%6 0128 ofv,}
Barre(5): Bare(25): L,;=4m q=90° c=0 s=1
‘|X U §0 0 0 0 uiu,d
|Y ._ 0 025 0 -025“.v2.
: 55?’ @ 0 0 O u,us?’
fvsh @ -025 0 025gfwp
Barre(6) : Bare(35): L;s=5m q=12687° c=-06 s=0.38
XS0 60072 -0096 - 0072 0.096 Ui Uil
|Y6| EA‘? 0096 0128 0096 - 0128“.v.
xGy & 0072 009 0072 - 0096u It
1Y56b £0006 -0128 - 0096 0.128 gfvgf,
Barre(7): Bare(45): L,s;=3m q=0 c=1 s=0
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‘|X 0 6033 0 -033
7J é

Y . 0 0 0
ix¥" 6033 0 033

fYJb §0 0 0

Ouiusl
0u|V|

Og' US?/

u.. .
Oat Vs b

Pour obtenir la matrice de rigidité globale de la structure, on doit faire un
assemblage des matrices de rigidité él émentaires. Cet assemblage se fait de lamaniere
gu’en chaque noaud i, les forces X; et Y; sont cal culées comme suit :

On peut ains écrire larelation globale de la structure :

iRqi @33 0 -033 0
PRl g

‘Ryi g0 025 0 0
i0i @33 0732 0 -09
L0f &0 0 -009% 0378
iof €0 0 -033 0

1 y =EA é

i-Fi 80 0 0 0
iRyl €0 0 -0072 009
| |

{0f &0 -025 0096 -0.128
ol g0 0 0 0
fop &0 0 0 -025

Les conditions aux limites :

Ona u,=v,=u, =0

0 0

0 0
-0.33 0

0 0
0405 -0.096
-0.096 0.128

0 0

0 0
-0.072 0.096
-0.072 0.096

(A =xiy
0 0 0 0 iy
0 -025 O 0 v
0 0 0 0 u Tuol
009 -0128 0  -025 Vo
0 0 -0072 00960 jugf
0 0 009% -0128le vy
0405 -0096 -033 0 Uluy
-009%6 0378 0 0 G iVgi
033 0 0405 -009] lug!
0 0 0072 0154§ v}

On peut donc éiminer leslignesn°® 1, 2 et 7 appartenant au vecteur {u} . On peut
de méme éliminer les colonnes et leslignesn® 1, 2 et 7 appartenant ala matrice de

rigidité globale{K} .

Au noaud 1, lesforces sont Ry; €t Ry;.

Au noaud 4, lesforces Ry, suivant X.

Au noaud 3, lesforces Fy= -F.

Le systeme réduit s'écrit:

0 -0.096 -033 0 0 0 o [ouz] o
-0.096 0378 0 0 -0125 0 -025 || 2 0
-033 0 0405 -0.096 0 -0.072 0.09 || U3 0

0 0 -009 0.128 0 009 -0.1281| 73| | -F
0.096 -0.128 0 0 -0378 0 0 V4 0

0 0 -0072 0096 0 0405 -0.09 || US

0 -025 -0.072 009 0 0072 0.154 || V5 |
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Apres résolution su systeme, le vecteur de déplacement est obtenu:

fu2] [ 0.8033 ]
V2 5.0057
U3 ~1.4562
73 | 7| -2.5881
V4 ~1.4911
U4 2.2523
V4 8.0057

[11-7-3 Exercice 3:

Pour le systeme de barres articul ées de la figure ci-dessous déterminer :
1. lesdéplacements nodaux;
2. lesefforts et les contraintes dans chaque barre.
On considére connuesE, F, | et A.
Application numérique : E = 240° MPa, A = 200 mm?, oF
[=1metF=10kN.

Figll. 5

Solution:

1- Calcul des déplacements:

Premier pas : numérotation des noauds et des €l éments

Deuxieme pas : application des forces nodales et des déplacements nodauix.
Troisieme pas : complétement du tableau

Barre| Nowds | q.[7 | cosqe | sing. | € s cs le EA.

| 1-2 0 1 0 1] 0| o | EA

I 1-3 45 | N2 | Y2 | 11l V2 A
2 2 2 2 2 2

mo| 23 |1 | V2| Y2 | L1l V2] Ea
2 2 2 2 2 2
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Quatriéme pas : écriture de la matrice de rigidité pour chaque élément de barre
séparément

el 1 1 1lu
. . €y o2 2 2l
k]-EA0 © 0 0. []-d2BAER 2 T2 2y
| €10 1 00 I el 1 1 1y
e u €2 2 2 241
e0 0 0 0 €1 1 1 1u
€2 2 2 24

el 1 1 1u

€2 2 2 2U

21 11 1

[Ks]: 2EA s 2 2 2 2

el 1 1  1q

€2 2 2 2u

¢ 1 1 1d

€2 2 "2 214

Cinquiéme pas : Emplacement des trois matrices dans une matrice globale [K]
(6 lignes x 6 colonnes).

é EA EA | U
e 0 000
go 0 O ;ooog
[Kl]:éE—AO EA 10 0 ou
e 1| 1! a
077077707770 0 oy
€0 0 0 00 QY
e u
80 0 0 0 0 0f
¢EA EA, o o EA EAl
gl (. v |3
P Foe o
e ! [ S ' U
[Kz]:é"U ----- 00 070 0
‘?_Q______Q__, 00_0___0U
€ EA EA " EA EA U
& — - —1 00 — =g
e | I o Y
e BEA _BA L o BA EAy
g 1 | Lo 1 @
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Sixiéme pas : Assemblage des matrices de rigidité [K¥ dans la matrice globale

derigidité

Septiéme pas: écriture de larelation fondamentale de la MEF, {F} = [K]Xu}

[K®

62EA EA  EA EA  EAQ
& - - 0 -— -—
e | | I I | U
€CEA EA EA EAY
e=2 =2 9 o -— =y
a | | I I G
e EA o, 2BEA EA EA EAy
[Kg]:§‘ | | | | | u
é EA EA EA EAU
eo 0 -4 4 T -
é a
e A _EA EA EA 2EA g
e | I I I I ¥
8 EA EA EA EA 2EAU
A - I - 0 —|:|
& 1 I | I 1 4
_ﬁ+11 -J2 0 -1 -1

1 10 “1 -1

_1L EAV2 | -y2 0 J24+1-1-11
2 1 o 0 -1 1 1 -1
1 -1 -1 1 2 0

1 -1 1  -10 2

I
@6D) ('D)8('D) ('D&SD) ('D)8) D2 )%

o

o

0 0 0 0 0
R 0. 0o 0-.¢
EA BEA EA EAq
Ll | I I U
L EA EA EA _EAu
b | I | U
L EA EA  EA _E_AH
Co I I I G
EA _BEA _EA EAy

I I I 1 @

et détermination des déplacements nodaux et des forces nodales :

JZ+1 1 =J2 0 -1 -1 :Ul:-‘l
110 0 -1-1|jVy
2 o0 J2Z 41 -1 -1 1 |JUE
Ty Y

0 0 -1 1 1 -1|jVaf
-1 -1 -1 1 2 Ty, i
[

-1 -1 1 -1 0 2 —1V3b

Les conditions aux limites sont: U;=V;=V>,=U3=0

L'application de ces conditions aux limites se fait par suppressions des lignes et des

colonnes correspondantes a ces déplacements nuls.
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Le systéme réduit:
J2EAE/2+1 101U, 16F(
2 g 1 2u.vi§ 1oFY,

P U, —11082ﬂ, V, = 58099iI
EA EA

P U,=0277mm V,=1.4525mm

En ce qui concerne les réactions des appuis, on prend comme équations les lignes
1,2,4et5. Onauradanscecas:

S T AL
|Ryl| —_EA ? 'lulJ)%UzU:'t"]'F'I:
| 2] I 2—1 '%TWSEQ ':"5':%/.
tRap el 0g t-Fbp

L’>alongement Dt pour un élément quelconquei - j se calcule avec laformule:
D6 = (U; - Ui) cosq - (W — W) sing
Huitiéme pas : calcul des efforts dans chaque é ément de barre.
Les efforts dans un élément de barre articulée i - | se calculent avec laformule :

|U Uu

[C S] g

En appliquant I'expression mentionnée ci-dessus, on aura donc les efforts dans les
barres 1-2, 1-3 et 2-3
EA° [ 10.277 - Oy

NL =21 0] =11080N
27 e L 0-0 g

) 2EAee\/_ JEu. 0-0 U _ooon
BTJ2I°E2 2 §j1.4525- oi;

s _2EA°E- 2 fu| 0- 0.277 ij
=S g X = 69180N
2~ Jar8 2 2 B14sas-qf,

2- Calcul des contraintes:
Les contraintes dans chaque élément de barre se calculent avec la formule:

e

s®=—1 donc:
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S,=—2="— —554[MPa]

2
52 =MNig - 58100 _ oo yipy

3
s3 =Nz - 18050 ormpa
0
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Chapitre |V : Elément poutre
V.1 Définition:

Méme si les poutres et les barres ont une morphologie géométrique similaire, en
plus des forces axiaes, les poutres supportent des moments de flexion et des forces de
cisaillement. Les poutres sont généralement utilisées dans les ponts, les fondations, les
structures de bétiments, ... etc.

Etant donné que le moment fléchissant et |es forces de cisaillement provoquent une
rotation et une fléche dans une direction normale a |'axe de la poutre, les paramétres
nodaux dans un élément de poutre 1-2 sont illustrés alaFigure V. 1.

/
v _

-4

- |

- |

- |

é 5‘;‘ —_——— - w2

Wy I\ﬁ_ i M2

L M g

| L I

T4 T2

Fig. V-1 Elément poutre
V.2 Approximation du champs de déplacement:

Compte tenu du fait qu'un élément de poutre bidimensionnel (2D) a quatre degrés
de liberté (wi, 61, Wo, 6), un polyndbme approprié u(x) pour la distribution des
déplacements le long de I'axe de la poutre doit contenir quatre constantes inconnues.
Par conséquent, la fonction de déplacement doit avoir laforme fonctionnelle suivante:

u(x) = a3 + arx® + ayx +ag (4.1)

En utilisant la derniere équation, ainsi que la relation entre la fleche w(x) et la
rotation 6(x), les conditions aux limites:

w(0) =u, 4.2)
aw(x)|  _

ax |, =0, 4.3
u(L) =u, (4.4)
aw(x)|  _
T | d, (4.9)
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donnent les équations suivantes:

a0=ul (4.6)

al=61 4.7)

aL* +a,L2 +al* +a,=u, (4.8)
3a,L*+2a,L+a =q, (4.9

Les éguations ci-dessus peuvent étre écrites en format matricielle suivante par
rapport aux parametres ag, ai, a, as :

100 07 (a Wi
IVO I O 0 aq o 91
LL L Lo Yw

La solution de cette derniere éguation donne:

1 0 0
dg Wi
0 1 0
al_| 3 23 1))
as > L I? L| w2
az 2 1 21 0>
RN (4.11)

Maintenant, on peut écrire le champs de déplacement u(x) en fonction des
déplacement nodaux:

Wi Wi
21 2 1])e 3 23 1])e
) 3 1 2 |
ol - = - 3= - = __
wlx) =2 Lﬁ T LZ] wy [ { 2 L2 L]|w
l92 92
Wi W]
o 100l a0 o0 0 f‘
w2 )
62 52 (4.12)
W1
6
\l(\) = [N[ Ng N3 N4] W
6>
(4.13)
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Avec N1, Nb, N3 et N4 sont les fonctions de forme:

N, = L_ﬂ (2 —3x°L+L?) (4.14)
N, = 1% (FL—22L% +xL?) (4.15)
N; = % (—2x° +3+°L) (4.16)
Ny 1% (FL—L) (4.17)

V.3 Matrice élémentaire dela poutre:

Comme il est connu de la mécanique des solides, les efforts internes, c'est-a-dire
les moments fléchissant M(X) et les efforts tranchants T(x) peuvent étre écrits en
fonction des déplacements w(X) :

T(X) = El

T°w(x)
T~ (4.18)

M (X) = El ﬂZW(SX) (4.19)
Ix

Tenant en compte I'équation de déplacement w(x), ces efforts internes peuven
écrits:
‘| W, u

T =El [N N, N, N]' ql' (4.20)

I2I

fa.p

iWU

M(x)—EI.lT [N, N, N, N, 'Q1{, (4.21)

TY%27

fa.p

En dérivant les fonctions de formes:

iWU

T(x) = [12 6L - 12 6|_]l Y (4.22)

I2I

fa.p
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|Wu
]lqll

|W2|

fa.p

A partit delafigure Fig. 1V.1 les conditions aux limites élémentaires peuvent étres
écrites:

M(x)——[12x 6L 6Lx-4L2 -12x+6L 6Lx-2L° (4.23)

T(0)=T, (4.24)
M(0)=M, (4.25)
T(L)=T, (4.26)
M(L) =M, (4.27)
Combinant les éguations
1w
[12 6L - 12 6|_]l 1 (4.28)
|W2|
fa.p
g
M, = o TrleL 4L 6L - 2|_2] \?Vlg, (4.29)
TY2]
fa.p
g
. T2_—[12 6L - 12 6|_]' ql' (4.30)
|W2|
fa.p
I Wlij
ql I
i |v|2_—[6L 217 -6L 4L2]J v (4.31)
i Wai
fa.p

Ces quatre derniére équations peuvent étre assembl ées dans un systéme matriciel:

i T o 612 6L -12 6L uH/\ﬁu
[Mj _g6L 4® -6L 2 6qu1.
‘T,Y 812 -6l 12 -6l uw?’
:

. @
M,p e6L 2% -6L 4% ia,p (4.3
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Une fois les déplacements nodaux wi, 61, U, €t 6, sont connus, le champs de
déplacement w(x), des efforts tranchants T(x) et des moments fléchissant M(x) le long
de la poutre peuvent étre calculée a |'aide des équations (4.13), ( 4.22) et (4.23),
respectivement.

Il est & noter que I'équation (4.32) correspond a un élément de poutre 2D soumis
aux seules forces nodales. Dans le cas de poutres chargées par des charges réparties
entre les noauds, des forces nodal es équival entes doivent étre dérivées pour simuler les
effets des charges réparties. A cette fin, I'éément de poutre doit étre supposé reposer
sur des supports fixes aux deux extrémités, puis les charges nodales équivalentes
simulant les effets de charge réparties doivent étre calculées. Ces charges nodales
équivalentes doivent étre goutées aux extrémités de chague éément en tant que
charges externes. Le tableau 6.1 résume les charges nodales équivalentes pour les cas
courants de charges réparties. Compte tenu des vaeurs T1,M1,T2,M2 des forces
nodal es équivalentes ainsi que de la nomenclature de la Figure 4.2, I'é ément Equation
(4.32) peut maintenant s'écrire sous laforme suivante :

i-foiTo él2 6L -12 6L liwd
b m %+| M SeL ar -eL 212 6L3{ql-l-,
SERANE B A 12 -6l 12 -6l G w, Y
2 9 -
f- mj thb g6L 2L -6L 4L (o, 433)
Cas de charge Systéme équivalent
=P =P
P 7 2 )
A R,
Lz
[ 8 8
/] L -
/| e
—qL —-qL
g - 2 T
/// ; —q_Lz £2
. [ 12 12
7 [
v
-3q1 -7qL
q A 120 20
/] L -qL’ ql
7 ﬁﬂ’frm‘r; % >
/] L~
/] |~
q 5qL
3qL
4 = l\ IT
% ) qL*
@ 2 8

Fig. V-2 Charges équivalentes pour les charges réparties
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V.4 Exercices:
IV.4.1 Exercice 01;

Déterminer les déplacements nodaux ainsi que les efforts internes T et M dans la
poutre indiquées sur lafigure Fig. 1V-3.

Données: L=8m, gq=3KN/m, E=200GPa, 1=125x10°m?*

Solution:
a) Vecteurs des forces nodaux:

Puisgue on a une poutre soumise uniquement a des forces répartie, la premiéere
étape est la transformation de la charge uniforme "g" en forces nodales équival entes.
En tenant compte du tableau 4.2, la simulation suivante de la structure donnée doit

étre utilisée :

Fig. V-4 Forces nodaux équivalentes

ou les charges équival entes agissant sur les ncauds de chague élément sont données
par les formules suivantes :

F1=qL/2=12 000N, M;=qL%12=16 000 N.m
F,=qL/2=12 000N, M=qL%12=16 000 N.m

F*,=q(2L)/2=24 000N, M*,=q(2L)%12=64 000 N.m
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Fa=q(2L)/2=24 000N,  M5=q(2L)%12=64 000 N.m
b) Equations élémentaire

Elément 1, noaud 1-2

N 12 6L —12 6L i —qL/2

m | El| 6L 4L —6L 2L° 9 —ql?/12

H( L3|-12 6L 12 —6L|)ur [ ) —qL/2

o 6L 2L> —6L 4L | | & +qL?/12
fi 585,937.5 2,343,750 —585,937.5 2,343,750 | ( —12,000
my 2,343,750 1.25 x 107 —2,343,750 6,250,000 94 —16,000
£ | —585.937.5 —2.343,750 585,937.5 2,343,750 | Y w2 [ ) —12.000
o 2,343,750 6,250,000 —2,343,750 1.25x 107 9, 16,000

Elément 2: noauds 2-3

b 12 6(2L) -12 6(2L) ] [ u *"(QLZ)/Z
my | El |6(2L) 4(2L)> —6(2L) 2(2L)* | ) % | ) —4(2L)"/12
f3 (2L)*| ~12 —6(2L) 12 —6(2L)| | us —q(2L)/2
m3 6(2L) 2(2L)* —6(2L) 4(2L)* | | 93 +q(2L)/12
fa 585,937.5 4,687,500 —585,937.5 4,687,500 (1, —24.000
my | | 4,687,500 5% 107 —4,687,500 2.5 %107 9 B —64,000
f3 [ | —585,937.5 —4,687,500 585,937.5 —4,687,500 U3 —24.000
ms 4,687,200  2.5x 107  —4,687,500 5% 107 93 64,000

c) Agrandissement des équations des €l éments en coordonnées global es

Les équations des é éments locaux ci-dessus doivent maintenant étre étendues aux
degrés de liberté de I'ensemble de la structure :

Elément 1, noaud 1-2

[ 1] [ 3859375 2.343.750 -385.937.5 2.343.750| 0 0] [u, —12.000)|
my| || 2343750 125% 107 —2.343.750 6.250.000{ 0 0| |a| [|-16.000
fr| |-585937.5 —2343.750  585.937.5 -2.343.750[ 0 0 |y -13.1;1:}0‘

T[] 2343750 6250000 -2.343.750 1.25x 107 0 o ]o[ [J16.000 |
1 0 0 0 0 0 0| 0

my| |0 0 0 0 0 ofle) (0

Elément 2 noauds 2-3
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(A1 [0 o 0 0 0 0

m 00 0 0 0 0

f |00 3859375 4.687.500 -585937.5 4.0687.500
Ima[ |0 0 4687.500  S5x107  —4.687.500 2.5x107

fil |0 0 —383.937.5 —4.687.500 385.937.5 —4.687.500
my| [0 0 4.687.200  2.5x107  —4.687.500  5x107 |

(d) Equation structurelle en coordonnées global es

0
0

- 24,000

1—64.000

- 24,000

| 64.000 |

L'équation structurelle en coordonnées global es peut étre obtenue par superposition
des équations des éléments développés ci-dessus. Par conséquent, en gjoutant les
équations des é éments ci-dessus, |'équation global e suivante peut étre obtenue :

Fy [ 585.937.5 2,343,750 585.937.5 2,343,750 0 0

M, 2,343,750 1.25x 107 2,343,750 6,250,000 0 0

Fa 585,937.5 2,343,750 1,171,875 2,343,750 585,937.5 4,687,500
M, B 2,343,750 6,250,000 7,031,250  6.25x 107 4,687,500 2.5 % 107
F3 0 0 585.937.5 —4,687,500 585,937.5 4,687,500
M5 0 0 4,687,200  2.5x 107 4,687,500  5x107 |

iy

L'équation ci-dessus peut étre écrite sous laforme matricielle suivante :

{R} = [K{d} —{/}

1d}

HAS

o ) l—fH{

e) Les conditions aux limites:

12,000

160,000

36,000

48,000

24,000

64,000

(01)

Pour la dérivation du systéeme algébrique fournissant le champ de déplacement
nodal, les conditions aux limites du probleme doivent étre incorporées a |'équation
structurelle ci-dessus. Compte tenu des types d'appuis ainsi que des forces nodales, les

six conditions aux limites suivantes peuvent étre spécifiées:

(a) Conditions aux limites pour les déplacements nodaux

(1) uy = 0
(2) =0
(3) Uu; — 0
(4) Uz = 0
(b) Conditions aux limites pour les forces nodales
(5) Mx=0
(6) Ms=0
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Les conditions aux limites ci-dessus peuvent maintenant étre exprimées dans un
format matriciel :

(a) Conditions aux limites pour les déplacements nodaux

(1 0 0 0 0 O] [[0]
01 0 0 0 04 0
00 1 00 0ffuy] [0
00001 offaf o
00 0 0 0 O0ffus 0
0000 0 0fl6 |0
ou dans un format abrégé :
[BCd|{d} ={DO}
{d}y | _
taca fo){ fy} } =tpo) (02)
(b) Conditions aux limites pour les forces nodales
(0 0 0 0 0 Ol[F] [0
00000 OffM]| |0
00000 0|)FH|_]O
00000 Ofla] Jo
0001 0o0flF]| [0
0000 0 1M |[0

ou dans un format abrége :

BCRI{R} = {RO}

@\ _
N o] werp{ {8}~ (o)

On somme les deux équations:

[IBCd] [BCRH{ gﬁ } — {DO+RO}

(f) Systeme algébrique pour la dérivation des déplacements nodaux

En combinant I'éguation structurelle dérivée (01) avec les conditions aux limites ci-
dessus (équation 02), le systéme al gébrique suivant peut étre obtenu :
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sen som{

Ou en format abrége: [A] {X} ={B}

AVEC:

-

{DO+RO}

{X}:{MlatglaM233923M353933F13M13F23M23F33M3}T

585,937 2.34375 x 10° —585,937  2.34375 % 10° 0 0 -10 0 0 0
234375 % 10°  1.25x107 —2.34375% 10°  6.25x 10° 0 0 0 -1 0 0 0
—585,937 —234375x 10° 585,937 234375 % 10 —585,937  4.6875x10° 0 0 -1 0 0O
234375 x 10°  6.25 % 10° 234375 x 106 625x 107  —4.6875x 10°  2.5x 107 0 0 0 —1 0
0 0 —585,937  —4.6875x10° 585,937  —46875x10° 0 0 0 0 -1
A= 0 0 4.6875 % 10° 25% 107 —4.6875x 10° 5% 107 00 0 0 0
1 0 0 0 0 0 00 0 0 0
0 1 0 0 0 0 00 0 0 0
0 0 1 0 0 0 00 0 0 0
0 0 0 0 1 0 00 0 0 0
0 0 0 0 0 0 00 0 1 0
0 0 0 0 0 0 00 0 0 0
—12,000
—16,000
—36,000
—48,000
—24,000
B 64,000
By={ "%
0
0
0
0
0

La solution du systéme ci-dessus donne les déplacements nodaux et les réactions
sur les appuis de la poutre :

(1 ( 0

9 0

i 0

9 —0.0016

s 0

95 0.00208
X}= Fi( 8250

M, 6000

F» 42,000

M, 0

F 21,750

M 0
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(g) Déplacements, forces de cisaillement et moments de flexion

Connaissant les déplacements nodaux {ul,91,u2,32,u3,93} T, les déplacements
u(x), les forces de cisaillement T(x) et les moments fléchissant M(x) pour tout point x
de la poutre peuvent étre obtenus :

Elément1: noauds 1-2

Dérivation des déplacements

N1=0.001953125(512 — 242> +2:8)

N2 = 0.001953125(512x — 128x +8x?)
N3 = 0.001953125(24x* — 2x*)
N4 = 0.001953125(—64x> +8x?)

u(x)=[N; Na N3 N4 0

—0.0016
= —0.000003125000000000001 (—64x7 + 8x7)

0.0015 ¢
0.0010

0.0005 ¢

2 4 6 8
Fig. I V-5 Représentation graphique du déplacement u(x) sur I'élément 1
Dérivation des efforts tranchants

0

. EI 0

fl)=13-[12 6L ~12 6L] o = 3750
—0.0016
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—1000 F
—2000
—3000 F
—4000
—5000 F
—6000 f
—7000 f

Fig.I V-6 Diagramme de T(x) sur I'élément 1

Dérivation des moments fléchissant

0
LED 0
m(x) =75 [12x—6L 6Lx—4L> —12x+6L 6Lx—2L?] 0
~0.0016
= —78.12500000000003(—128 +48x)
10,000
5000 \
2 4 6 8
—5000 ¢
—10,000 ¢
15,000 f
-20,000 F

Fig.IV-7 Diagramme du moment fléchissant M(x)

Elément 2: noauds 2-3
Dérivation des déplacements
N1=0.000244140625 (4096 — 48x° + 2.

N2 = 0.000244140625(4096x — 512x% + 16x°)
N3 = 0.000244140625(48x% — 2x%)
N4 = 0.000244140625 (—256." + 16x°)
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0
—0.0016
0
0.00208
= —3.906250000000001 x 1077 (4096x — 51247 + 16x7)
+5.078124999999989 x 10~/ (—256x% + 16x7)

H(.'l')Z'_N| Ng N"J, N_;]

5 10 15
-0.001 F

-0.002 f
-0.003 f
—0.004 f
—0.005 F
—0.006 F
-0.007 f

Fig.1' V-8 Représentation graphique de déplacement u(x) pour |'élément 2

Dérivation des efforts tranchants

0
El _ .
_f(,\'):E *[12 6(2L) —12 6(2L)] - 0'8016 =12250
0.00208
4000
3000 F
2000
1000 f
5 10 15

Fig.1V-9 Diagramme de |'effort tranchant T(x) sur I'éément 2

Dérivation des moments fléchissant
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0

m(x) =22 - [12v—6(2L) 6(2L)x—4(2L)> —12x+6(2L) 6(2L)x—2(2L)*] - _”'8016

LB
0.00208
48,828.125(—0.0016000000000000005(—1024 +96x)

+0.0020799999999999955(—512 + 96x))

60,000 |
55,000 [
50,000 |
45,000 £
40,000 |
35,000 |

30,000 £

5 10 15
Fig.IV-10 Diagramme du moment fléchissant M(x) sur I'é ément 2
V.4.1 Exercice 02:

Pour la poutre de section circulaire de diamétre d (Fig. 1V-11), caculez le
déplacement transversal du noaud 2 ainsi que les réactions Vi, My et Vs. Tracez les
diagrammes T et M et déterminez la contrainte maximale supportée par la poutre.
Application numérique: L = 0,8 m, E = 2140* MPa, F = 4 kN, d = 60 mm.

F .
P &

\2

3

Fig.V-11

On part de I’expression de la matrice de rigidité pour un éément de poutre dans un
systeme local d’axes de coordonnées :
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On particularise cette expression pour

respectivement 2-3, en négligeant les lignes et les colonnes 1 et 4, a cause de
|”absence des forces axiaes:

[k']-

g

Donc,

s

612 6L -12 6Ly
é 2 20
El g6L 4 -6L 2U%y
s e12 -6L 12 -6LU
g6L 21° -6L 4%y
¢12 6L -12 6Ly
El e6L 4% - 6L 2|_23
E 912 -6L 12 -6LU
e u
&6L 21% -6L 4l%y
iV, ‘|WU [AYAR!
I I I ||I
] |V| 1L 1ol M, |
iy =KDy et
i | W g i Va _|_
TM [ leb. 1M3h,

EA ]
T 2 0y
12EI  6EI Y
0 - —
L L @
0 _B6El  2El
L2 L U
u
2 0 o
12El 6El ¥
0 - u
L L2 G
0 _B6El  4El u
|2 L H

chacune des deux régions 1-2

612 6L -12
6L 4L - 6L
El 612 -6L 12
*geL 21> - 6L
éo 0 0
e
80 0 0
© 0 0 0
g 0O 0 O
El 0 0 12 6L
T 9o 6L a
0 0 -12 -6L
© 0 6L 202
W' U
|.”|
_[Kn]'Jz'
IVVSI
fish

En assemblant les deux matrices derigidité, on aura:
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6L 0 OQ
21 0 0
-6L 0 0u
42 0 0
0O 0 ou

u

0 0 0g

0 0y

u

0 0y

-12 6LU
6L 2%
12 -6LU
> U

-6L 4%,



612 6L -12 6L 0 O

6L 412 -6L 212 0 0

[K] [K] [K”] 6-12 -6L 24 0 -12 6L
o2 0 812 -6L 212

go 0 -12 -6L 12 -6LU

§0 0 6L 212 -6L 42

(o NenY e el¥ el en Y en Y exY e

En écrivant I’ équation fondamentale de laMEF, on aura:

| A u (§12 6L -12 6L O Ou IWu
M, g6L 4® -6L 2L° 0 ou 4
']fV':l:_EI >(((%‘-12 -6L 12 -6L O OUAW]‘
i Y= 7 a

|M2|| |_3 "6|_ 2|_2 - 6L 4|_2 0 Og IJ 2"
V! €0 0 0 0 0 OUIWI
] 1 e ul. |
1M3b g 0 0 0 0O O 0Oftj sp
Vi € o0 0 0 0 0uiWg
| | ultl: |1
P M 00 0 0 0 0 il
']fVZ" ]‘ _El Xg) 0 12 6L -12 6L U)%W2|
oY= 3 ay. 'y
| MZH | |_3 i@ 0 6L 4|_2 - 6L 2|_2 l;l IJ 2:|:
iv,i @ 0 -12 -6L 12 -6LUTW
1 ] € 9 Ul ]
1M3b @ 0 6L 2L° -6L 4L at)sp

Par I’addition des deux relations, il en résulte :

iV, é12 6L -12 6L 0 0 uiW= Ou

T T é 2 2 ai. _

i My abL 4L" -6L 2L 0 0 ¢ils= O

iV,=-Ff EI&12 -6L 24 0o -12 6Lu1 W, [

| _AY=3é

| MZ—O:I: L §6L 2|_2 0 8|_2 - 6L 2|_2 T I |

v, 1 €0 0 -1 -6l 1 -6LUIwW=0
| é alr

fM,=0h 80 0 6L 2U° -6L 4I°{f i, b

En choisissant leslignes et les colonnes 3, 4 et 6, on obtiendra :

Fa - €24 0 6LuiW,u
y=p€0 8l 21204; 2{,,

‘|_
[ 0y=Ts
1 0h gL 21° 4ng,13fo

3 2 2
d’ou il enresulte: Wz—-li,j - 3P« jzzgi.

% El "% 9 El 9% El
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En remplacant ces trois valeurs dans le systeme matriciel, écrit pour les lignes et
lescolonnes 1, 2 et 5, on obtiendra:

I 7 F’U
1V, 0 I ¢&12 6L O u: 936FEI12: 1
}M xe 6L 21> 0 %%-——", d’ol il en résulte: V,=—F,
1y = 03" 96 Bl Y 16
vfo g-12 -6L -6Lf 12F|_2'
1 % El |
V=2 Fet M, =- SFL.
16 8

Lesdiagrammes T et M sont présentés ci-dessous :

,_
vEIN
#

@ "o ;
T . —F

WMMW

S E

16

Fig.lV-12 Diagrammes des efforts internes
En ce qui concerne la contrainte maximale, en appliquant la relation de Navier, on
obtiendra:

M
Smale mex| _ 3FI(;3 _ 3A000800:82 _ g oy
W, p32 8>p 60

y
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Chapitre 5 : Formulation variationnelle du
problemed'éasticité

V-1 Introduction:

L'utilisation classique du mot "formulation variationnelle” fait référence a la
construction de la fonctionnelle ou au principes variationnelle qui sont équivalents
aux équations gouvernantes du probléme.

Tandis que I'utilisation moderne de ce mot représente la formulation dans laguelle
les éguations gouvernantes sont transformées a une forme intégrale pondérée
équivalente et qui n'est pas forcement équivalente au principe variationnelle.

Dans les chapitres 3 et 4, nous avons utilisé des méthodes bien connues d'analyse
structurelle pour développer les matrices de rigidité des éléments de barre et de
poutre. La raison en est que ces éléments sont unidimensionnels et que les solutions
exactes des équations différentielles régissant |eurs comportements sont bien connues.
Pour d'autres problémes structurels en deux et trois dimensions, de telles approches
directes sont inexistantes pour la raison évidente qu'il n'est pas possible de trouver des
solutions analytiques aux équations différentielles régissant leur comportement, sauf
dans le cas de géométries tres simples. L'dternative est de remplacer les éguations
différentielles par des équations algébriques approchées. Ceci est réalisé en utilisant
des méthodes résiduelles pondérées.

V-2 Formulation générale:

Soit un probléme physique (qu'il soit structurel ou non) dont le comportement est
régi par un ensemble d'équations différentielles:

B({u}) =0 dansQ
ou
B () représente un opérateur différentiel linéaire
{u} estlafonction inconnue
Q est le domaine géométrique

Puisque la variable {u} est inconnue, nous pouvons essayer de lui substituer une
fonction d'essai ou approchée de notre choix, disons {u} donnée comme une fonction
polynomiale :

ou
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les coefficients a; sont des parametres généraux
Pi({x}) est une base polynomiale

La substitution de {u} a la place de {u} ne satisfera en général pas a I'éguation
différentielle (6.1) et entrainera un résidu sur le domaine ; C'est,

B({u}) #0 dansQ

L'essence des méthodes des résidus pondérés est de forcer le résidu a étres nul dans
une moyenne sur I'ensemble du domaine. Pour ce faire, on multiplie le résidu par une
fonction de pondération et on force I'intégrale du résidu pondéré a sannuler sur tout le
domaine ; Cest,

(W} = [ WB{@) dQ =0

Il existe une variété de méthodes résiduelles telles que la méthode de collocation,
la méthode des sous-domaines, la méthode des moindres carrés, la méthode des
moments et la méthode de Gaerkin. Ils différent tous dans le choix de la fonction de
pondération . La plus populaire est cependant la méthode de Galerkin, et c'est la seule
décrite dans ce chapitre.

La « méthode des ééments finis » est un cas particulier basé sur la formulation de
Galerkin avec une construction systématique de |’approximation par sous domaine «
élémentsfinis ».

V-3 Laméthode de Galerkin:

Dans la méhode de Galerkin, la fonction de pondération est simplement la
variation de lafonction d'essai elle-méme ; C'est,

b =8{u) = Y deuP;({x)
i=1
En remplagant y et {u}, I'équation (6.4) devient

(W) = [Z SouPi (X)) B (Z oc;P[-({.\'})) dQ =0
= (5o} IP{-({.\'}) (B (Z oéi-Pr-({,x}))) dQ =0

Puisgue larelation précédente doit étre égale a zéro pour tout oc; arbitraire, elle
peut sécrire sous laforme
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W, = fP.({.\'}) (B (E oc,P,({A‘}))) dQ2 =0
Q i=1
'Q i=1

W,

n = [Pu({‘}) (B (Z K,P,({X}))) d2 =10
Q =1

Le systeme d'équations (6.7) peut étre résolu pour les coefficients inconnus ;.
Exercice
Considérons |'équation différentielle suivante :

2
B(u(x)) = % +u(x) on =10,1]

Avec les conditions aux limites suivantes:
u(x=0)=1; u(x=1)=0
Solution;

Cette équation ala solution exacte :

sin(x)

TR sin(1)

Résolvons I'équation différentielle en utilisant la méthode de Galerkin. On choisit
lafonction d'approximation u(x) sous laforme d'un polynéme:

T(X) = xg + X + 06X’

Pour sassurer que la fonction d'essai u(x) se rapproche le mieux possible de la
fonction exacte u(x), nous devons nous assurer qu'elle est dérivable autant de fois que
requis par I'opérateur différentiel et satisfait les conditions aux limites ; C'est,

U(X:O):T éO(g:1
IUx=1)=0=1T4+o, 4+, =0
= o =—(1+ )

Lafonction d'essal devient donc
UX) = s (¢ —=Xx) —x+ 1

Il est deux fois dérivable et satisfait les conditions aux limites. En remplacant u(X)
dans |'équation (6.8), le résidu sécrit sous laforme
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d*u(x)
dx?

:OCQ(XE—X—l-z)—X

R@x) =

+T(x)

Lafonction de pondération correspondante est obtenue comme
P = dU(x) = dexa (x> — X)

Intégrer le produit du résiduel pondéré sur le domaine donne

+1
W= [50{3(){2 —x) X (X —x+2)—x)dx =0
]
Puisque daz # 0, il Sensuit

+1
W= f(xz—x) X (X —x+2)—x)dx=0
0

L'évaluation de |'intégrale conduit a une équation algébrique de laforme

La figure 6.1 montre une comparaison graphique entre la solution exacte,
I'équation (6.10), et la solution approchée, I'équation (6.19). Avec un seul parametre
ay, la solution approchée est trés acceptable.

1

0.9

0.8

|=— Solution exacte

0.7

v Solution approchée

06+

0.5F

u(x), i(x)

0.4 F

03F

02F

0.1

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Distance x

Fig. Comparaison entre la solution exacte et la solution approchée
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V-4 Formulation faible:
Etant donné I'équation différentielle suivante

B(u(x)) = dk_H('\-) +ux)+x=0 on 2=[01]

2

Avec les conditions aux limites suivantes:

nx=0)=g
ﬂ(.r ==p
dx
avec g et p étant des constantes réelles. La premiere condition aux limites imposée
a u(x) est dite essentielle, tandis que la seconde condition aux limites imposée a sa
dérivée est dite naturelle. Si nous appliquons |'équation résiduelle pondérée (6.4) a
I'équation différentielle (6.20), nous obtenons

d*t(xy  _
[-q:( e + u(x) + .\')d,x' =0
0

ax

On pourrait auss faire la méme chose avec la condition aux limites naturelle
donnée sous laforme d'une équation différentielle ; C'est

[(dj — ;J)'lb] =1
ff\ (x=1)

Puisgue les deux expressions (6.22) et (6.23) sont égales a zé&ro, nous pouvons
écrire

! 5 _
duxy N, [rdu :
'D[lb( X + 71(x) —|—.\)d.\ = [(I —;))LIJ]“:”

L'équation (6.24) est une forme intégrale de I'éguation différentielle (6.20) et de sa
condition aux limites naturelle.

Dans I'éguation (6.24), la fonction d'essai u(x) doit non seulement satisfaire la
condition aux limites essentielle, mais elle doit également étre dérivable deux fois
plus que requis par |'opérateur différentiel afin d'approcher la fonction exacte u(x).
D'autre part, lafonction n'a pas du tout besoin d'étre continue.

Maintenant, intégrons une fois I'équation (6.24) par partie :

bf ((m” +0 — “Zﬁi"’ %)41‘ + [;.nb]; =0

62



Notez que les deux fonctions u(x)et v ne doivent étre dérivables qu'une seule fois.
En d'autres termes, nous avons allégé la condition de continuité imposée a u(x) de un
et augmenteé celle imposée &y de un également.

Si on continue aintégrer par partie, on obtient

1

&l Al
I ((H(\) + _\-]u) + u(x) . !L,l‘ )d_'\' + [j_?tl) —_ H(\)%]
. 2 dx
0

I
=0

ax 0

Nous nous retrouvons avec un probleme identique al'éguation (6.24) ; cette fois, la
fonction y doit étre dérivable deux fois, tandis que la fonction u(x) n'a pas du tout
besoin d'étre continue. Il sensuit donc que I'équation (6.25) est la plus appropriée.
C'est ce qu'on appelle la forme faible. De plus, lorsque la méthode de Galerkin est
utilisée, les fonctions u(x) et y ont le méme degré de continuité puisgque y = du(X).

Laformeintégrale faible permet de diminuer d'un degré I'ordre de dérivation et fait
apparaitre les conditions aux limites.

V-5 Dérivation dela matrice derigidité par le principe del'énergie
potentielle minimale

Présentons maintenant les techniques numeériques éémentaires (utilisées sur
chague éément) permettant de caculer les formes matricielles déduites de la
formulation variationnelle (forme intégrale) d’un probléme de physique. Dans un
premier temps nous rappelons |’écriture matricielle de la forme variationnelle d’un
probléme de mécanique des structures, cette formulation est une des plus complexe
car elle fait intervenir quatre champs « contraintes, déformations, forces et
déplacements »

Laformeintégrale du principe des travaux virtuels est:

Voi [pici dv = ~[o:dedav + [0 av + [T.&i ds
o 2l 2 an

Pour chague dément " M T D,
L'approximation nodale des déplacements :

{ion}=[Noo] {U,)
Le champ des déformations

[e o0 }=[Bon] {U,} avec [Bun)|=[L][Nw)]

[B] : matrice d'opérateurs différentiels appliqués aux fonctions d'interpolation

Le champ des contraintes
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lo on }=[Donl{ewn } =[Don][Bon]{U,}

D’ou le premier terme:

I P u.du dvV :{cﬁ‘Ug}T [ﬂf e]{ﬁe}
De

avec [Mg]: I [N(M)]T p [Nan] dV matrice masse élémentaire.
De

Le second terme:

Ic:T ; dV = {b‘Ue}T [Ke] {L'Te}
De

avec [Ke]: J‘[B(_.»r)]T[D(m] [Ban] dV matrice raideur élémentaire.
De

Letravail virtuel des champs de force donnés sur I’éément

g .= J‘fd.&? dv + J‘fd.(‘ﬁ ds

De De
o Tde - {(Y[’re}r {Fde}
avec {Fdﬂ} = I< Non>T {fd} dv + I< Non>T {fd} das
De dDe

Le principe des travaux virtuels:

vo, )} (k] )= {m )+ {5}

Les efforts inconnus représentent les actions mécaniques extérieures a |I’éément
considéré, on y trouve les efforts de liaison entre les @ éments, et pour les ééments de
frontiére les efforts associés aux liaisons cinématiques de la structure.

Lors de I’assemblage des ééments d’une structure, la somme des actions
mécaniques « inter-éémentaire » est nulle. Il ne reste donc aux noeuds internes que les
efforts donnés. Et aux noauds de frontiére les efforts de liai sons inconnus.
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Chapitre 6 : Approximation, Fonctions
d'Interpolation

Interpolation unidimensionnelle de type Lagrange, Interpolation polynémiae :
Fonctions de formes, Polyndme de Lagrange, Polyndme d'Hermite, Triangle de
Pascal, Conditions de conformité.

Fonctions d'interpolation

Les fonctions de forme ou fonctions d’interpolation sont les fonctions N; qui relient
les déplacements d’un point quelconque intérieur a un éément aux n déplacements
nodaux ¢g; qui sont les degrés de liberté dans le cas de I’approche cinématique : il y a
pour un élément autant de fonctions de forme que de degrés de liberté dans I’ é ément.

u(x) =D N,(x)g;
i=1

Elles assurent |e passage du probleme continu au probleme discret, la connaissance
du déplacement en quelques nceuds discrets permettant de reconstruire le champ de
déplacement dans I’élément. Le déplacement en un point quelconque de I’élément est
une combinaison linéaire des déplacements nodaux, dont les coefficients sont les
valeurs des fonctions de forme en ce point.

Régles arespecter pour la construction desfonction de forme:
1- Principe de compatibilité (de continuité):

La construction de la solution approchée sur un élément fini doit essentiellement
satisfaire les exigences du probléme a résoudre et la géométrie de |'éément. Pour
illustrer cette affirmation, considérons les problémes de barre et de poutre représentés
respectivement sur les figures 7.4a et b. Sous I'effet de la force appliquée P, chaque
section transversale A de la barre est soumise a une contrainte constante o = P/A. En
conséguence, la barre est soumise a une déformation constante &= ofE, ou E
représente |le module d'élasticité du matériav.

Dans un contexte unidimensionnel, la déformation normale est en fait donnéee
comme une dérivée directe du déplacement u(x) ; c'est-a-dire ¢ = du(x)/dx. Puisque la
déformation est constante sur toute labarre, il Sensuit que le déplacement u(x) est une
fonction linéaire de x. En conséquence, il est possible de construire une fonction
approchée u(x) pour le déplacement en utilisant un polynéme linéaire:

ux) = o1 + X
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Les paramétres o et ap sont identifiés al'aide des deux valeurs nodales d'extrémité
U; et U,. Le probléme des barres est classé comme un probléme C°. La solution
approchée doit étre continue et sa dérivée doit exister.

Considérons maintenant le probleme du poutre. Sous la charge appliquée
uniformément répartie, chague section transversale de la poutre est soumise a un
déplacement vertical w(x) et a une rotation 6(x). A partir de la théorie des poutres
classique, larotation 6(x) est obtenue comme la dérivée premiére de la déviation w(x);
cest-adire 6(x) = dw(x)/dx. La pente 6(x) doit étre continue, sinon la poutre
développerait des « plis » dans sa forme déviée. Par conséguent, Si nous sommes sur
le point de construire une fonction approchée w(x) pour la flexion, aors la fonction
approchée et sa dérivée premiére doivent étre continues. La dérivée seconde, qui
représente la courbure de la poutre, doit exister. Une fonction appropriée qui satisfait
a ces exigences serait:

W(X): ap+ o X+ o3 X2+ oy X3

Les quatre paramétres ay, ay, o3 €t a4 peuvent étre identifiés en utilisant les deux
valeurs nodales d'extrémité pour la fleche, wi, wo, et les deux valeurs d'extrémité pour
la pente, 6, et 6. Le probléme du poutre est classé comme un probléme C. La
solution approchée et sa dérivée premiere doivent étre continues, la dérivée seconde
doit exister.

En général, le principe de compatibilité peut ére formulé comme suit :

« Pour un probléme de classe C° (continuité C%), la solution approchée doit étre
continue atravers la frontiere des éléments mais pas nécessairement ses dériveées.

« Pour un probléme de classe C* (continuité C'), la solution approchée et ses
dérivées du premier ordre doivent étre continues a travers la frontiére des ééments
mai's pas nécessairement ses dérivées du second ordre.

« Pour un probléme de classe C" (continuité C"), la solution approchée et ses
dérivées d'ordre (n—1) doivent étre continues a travers la frontiere des ééments mais
pas nécessairement ses dérivées d'ordre n.

2- Principe de la complétude

Encore une fois, considérons le probléme des barres de la figure 7.4a. Si la force
appliquée P est différente de zéo, alors le déplacement u(x) a une vaeur finie
différente de zéro en tout point x appartenant a la barre sauf en x = 0, ou un
déplacement égal a zéro est imposé (condition aux limites) . Si nous choisissons de
discrétiser labarre avec un élément linéaire a deux noauds, alors la fonction approchée
adoptée donnée dans I'éguation (7.20) fera un choix approprié car s la taille des
éléments diminue jusgqu'a zéro, c'est-a-dire limy_o u( X) = o, qui est une constante
représentant la valeur réelle du déplacement en ce point. Cependant, si la fonction
d'essai ne contenait pas de terme constant, limy_o u(x) sera égal a zéro, ce qui ne
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représente pas le cas réel. De plus, le terme constant est nécessaire pour que la
fonction approchée puisse représenter un mouvement de corps rigide. Dans ce cas,
tous les points doivent avoir le méme déplacement u(x) = a. De plus, on a
du(x)/dx=ay, ce qui représente le cas réel de la barre a déformation constante. Cela
conduit & la définition du principe de complétude, qui peut ére énoncé comme suit.
Lorsgue lataille de I'élément se réduit a zéro, la fonction approchée doit étre capable
de représenter :

« Pour un probléme de classe C° (continuité C°), une valeur constante de la
fonction exacte ainsi que des valeurs constantes de ses dérivées du premier ordre.

« Pour un probléme de classe C' (continuité C'), une valeur constante de la
fonction exacte ains que des valeurs constantes de ses dérivées du premier et du
second ordre.

« Pour un probléme de classe C" (continuité C"), une valeur constante de la
fonction exacte ainsi que des val eurs constantes de ses dérivées jusqu'au n'*™ ordre.

Ces conditions, telles qu'énoncées par les principes de compatibilité et
d'exhaustivité, sont suffisantes pour garantir que la solution par ééments finis
converge vers la solution exacte. Heureusement, de nos jours, nous n‘avons pas besoin
d'observer ces principes a chague fois que nous résolvons un probléme avec la
méthode des ééments finis. Tous les éléments communs qui sont utilisés dans la
pratique ont été développés et vérifiés selon ces principes, et plus encore. . . Leurs
formulations géométriques et analytiques sont fournies dans les bibliotheques
d'édléments de la plupart des logiciels danayse par ééments finis. Cependant, il ne
suffit jamais de rappel er que les solutions obtenues avec la méthode des éléments finis
ne sont que des approximations de la solution exacte. Par conséquent, il est intéressant
de comprendre ces principes afin d'évaluer la précision ou de faire un diagnostic d'un
modéle d'éémentsfinis.

Lesfonctionsdeforme de L agrange:

Laplus simple est I'emploi des polyndmes de Lagrange. Le polyndme de Lagrange

d’ordre i passe exactement par 1 au point x; et par O sur tous les autres points x. On
peut donc I’utiliser comme fonction de forme:

[TG-x)

iFj

TG —x)

i#j

N, (x)=

Pour représenter un champ du premier degré le long d’un bord, ce qui suppose
donc deux inconnues, il faut deux connecteurs indépendants donc deux nceuds : un a
chaque extrémité de I’aréte. Pour une barre du premier degré de longueur L et de
caractéristiques constantes, on peut écrire directement : x; =0 et X, = L.
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On retrouve les deux fonctions d’interpolation précédemment cal cul ées.

Par application de la formule donnant I’expression des polynémes de Lagrange, on
détermine les trois fonctions d’interpolation associées aux trois degrés de liberté de
cet élément de barre du second degré :

(x—L/2)(x—L) @x-L)x-L)
Ni(x)= = >
(0-L/2)0-1L) L
(x—=0)(x—L) 4x(L —x)
N,(x)= _ = -
- (L/2-0)L/2-L) I-
i (x-0)(x-L/2) x(2x-1L)
N;(x) = = S
’ (L-0)L—-L/2) I

Toute parabole est une combinaison linéaire des trois mondmes 1, X et X%, mais est
€galement une combinaison linéaire unique des trois fonctions ci-dessus.

Lesfonctionsdeformed'Her mite:

D'autres solutions peuvent exister pour les fonctions de forme. On cite ici un seul
exemple les éléments finis d'Hermite qui ont la particularité d'avoir deux fonctions de
base associées a chaque noaud. Dans cette version, la valeur de la solution est gjustée
avec la premiére fonction aors que la deuxieme permet d'guster la valeur de la
dérivée. Ce type de fonctions de base peut avoir un intérét pour la résolution de
certaines équations aux dérivées partielles (par exemple I'équation des poutres ou des
plaques), méme si elle nécessite d'avoir deux fois plus de fonctions pour un maillage
donné.

Si on prend un exemple de la poutre classique, la rotation est la dérivée de la
fleche:
dw(x)
dx

=0(x)

Si I'édément pris en compte est |'éément poutre de deux noauds avec deux degrés
de liberté par nceuds, w et 8, on peut écrire |'approximation de w comme suit:

W(X): a1+ oo X+ o3 X2+ g X3

larotation est la dérivée de w(x), donc elle sécrit comme suit:
O(x)=op+ 2a3 X+ 304 NG
Les conditions aux limites de la poutre sont:
w(0)=w1, w(L)=w,
6(0)=06,, 6(L)=06,
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Aprés résolution de ces éguations, les valeurs des coefficients a0, al, a2 et a3

seront trouvé:

al =wl
al =tl

2143wl + 12 —-3w2
al = -

2

2wl I+ 112 —2w2
- ;
Puis, |es fonctions de formes seront trouvées comme suit:

a3

3x2  2x°
AT

2x2 X3 x> 2x° NP &
- + 2 = = =2 4+

N, =1- B TR AT

N2 =
AVEC:

W= I\IlWl + Nqu + N3W2 + N4q2
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